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1. Rézniczkowania w algebrze form rézniczkowych.

1.1. Algebry, rézniczkowania w algebrach. Algebrg nazywamy przestrzen wektorowa
® 7z dzialaniem mnozenia, ktére jest rozdzielne wzgledem dodawania. Algebra (®,-) jest
{gczna, jezeli mnozenie jest laczne. Algebra (®,-) jest algebrq Leibniza, jezeli mnozenie
spelnia toZsamosé Jacobiego

- N=rf+rr

Jezeli ponadto mnozenie jest antyprzemienne, f - f' = —f’- f, to algebra jest algebrq Liego

DEFINICJA 1. odwzorowanie liniowe a:® — ® nazywamy rozniczkowaniem w algebrze,
jezeli dla kazdej pary f, f/ € ® mamy

a(f-f)=f-alf)+alf) f.

Przyktady.

(1) Tozsamo$é Jacobiego w definicji algebry Liego oznacza, ze mnozenie jest rézniczko-
waniem wzgledem siebie.

(2) Pole wektorowe na rozmaitosci jest rézniczkowaniem w algebrze funkeji gladkich.

(3) Niech ® bedzie algebra laczna. Dla kazdego f € ® odwzorowanie

Dp:®—®:g—f-g—g-f
jest rézniczkowaniem w P:
Dy(g-9")=f-(9-9)—(9-9)f=(f9-9f)9+g-(f g9 f)=Ds(g)-9+3g-Ds(g).

Roézniczkowanie takie nazywamy rdézniczkowaniem wewnetrznym.

Oznaczmy przez Der(®) zbiér rézniczkowan w algebrze ®. Oczywistym jest, ze tworza one
przestrzen wektorowa oraz ze zlozenie dwdch rézniczkowan nie jst rézniczkowaniem.

STWIERDZENIE 1. Niech a,b € Der(®). Wowczas ich komutator ab — ba tez jest rézniczko-
waniem w P.

DowODb:

(ab—ba)(f-g) = a(d(f)-g+ f-blg) —blalf) g+ f-alg))
=ab(f)-g+ fab(g) —ba(f) g — f-ba(g)
= (ab—ba)(f)-g+ f - (ab—ba)(g)

STWIERDZENIE 2. (Der(®),[, |), gdzie [a,b] = ab — ba, jest algebra Liego.
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DowOD: [a,b] = —[b, a], wigc mnozenie jest antyprzemienne. Pokazujemy, ze spelniona jest
tozsamos¢ Jacobiego:
[a, [b, c]] = [a, be — ¢b] = abe — acb — beaba
= abc — bac — cab + cba + bac — bca — acb + cab
= [[av b]7 C] + [CL, [b7 CH

|
1.2. Rézniczkowania miedzy algebrami. Niech bedg dane dwie algebry ® i @', oraz
homomorfizm algebr F: ® — &’  to znaczy jest to odwzorowanie liniowe zachowujace mno-
zenie:

F(ab) = F(a)F(b).
Liniowe odwzorowanie D: ® — &’ nazywamy F-rézniczkowaniem, jezeli
D(ab) = D(a)F(b) + F(a)D(b).
Przyktad: wektor v styczny do rozmaitosci M w punkcie ¢ jest rézniczkowaniem z algebry
funkeji gladkich w algebre liczb, wzgledem homomorfizmu f +— f(q).
STWIERDZENIE 3. ZlozZenie rézniczkowania z homomorfizmem algebr jest rézniczkowaniem.

DowoéD: Oczywisty. [
1.3. Algebry z gradacja. Algebra (®, ) nazywana jest algebrq z gradacjq, jezeli przestrzen
wektorowa @ jest suma prostg ® = &P, gdzie ¢ € Z (ogdblniej - ¢ nalezy do grupy abelowej,
np. Zs, 7 X Z itp), a mnozenie spelnia warunek

jezeli f € @Y, f' € ®7 to f- f € ®ITY . (1)
Algebre z gradacja nazywamy laczna, jezeli jest laczna w zwyklym sensie, przemienna jezeli
fedl, fledd tof f=(—1)%f.fecdit?, (2)
antyprzemienna jezeli
fed®l ffed tof f =—(—1)1f . feditd, 3)
Mnozenie w algebrze z gradacja spelnia (gradowana) tozsamo$é Jacobiego, jezeli
fedl ged tog-(f-f)=(g-Nf +=D"f-(g-f) (4)

Algebra jest gradowana algebra Liego, jezeli mnozenie jest antyprzemienne i spelnia grado-
wana tozsamo$¢ Jacobiego.

Przyklad: Algebra zewnetrzna form rézniczkowych (®(M), A) na rozmaitosci M z jest
gradowanag algebra. Stopien w gradacji jest rowny rzedowi formy. Algebra ta jest laczna i
przemienna. Podobnie algebra zewnetrzna pol wielowektorowych.

1.4. Rézniczkowania w algebrach z gradacja.

DEFINITION 2. Liniowe odwzorowanie a: ® — ® nazywamy gradowanym rézniczkowaniem
stopnia 7, jezeli a: ®? — ®I1" oraz

a(f- fa(f)- [+ (=0)"f a(f’) dla f € 2. (5)

Tozsamos¢ Jacobiego (4) oznacza wiec, ze mnozenie przez element z " jest gradowanym
rézniczkowaniem stopnia 7.



Przyktady.

(1) Rézniczkowanie zewnetrzne d: ®(M) — ®(M) jest gradowanym rézniczkowaniem
stopnia 1.

(2) Zwezenie z polem wektorowym X, vx: (M) — ®(M) jest rézniczkowaniem stopnia
-1.

(3) Odwzorowanie v: ®(M) — ®(M), zdefiniowane nastepujaco:

1@ (M) — OF(M): o+ ka
jest rézniczkowaniem stopnia zerowego: dla o € ®*(M) i 3 € (M)

aNp)=(k+DanpB=(ka) NS+ an(lf)=1a)ANE+anil)

Oznaczmy przez Der(®) zbiér gradowanych rézniczkowan w zF'. Podobnie, jak w przypzdku
zwyktlej algebry, zbiér rézniczkowan jest przestrzenia wektorowa, ztzenie rézniczkowan nie
jest rézniczkowaniem, ale komutator(gradowany) rézniczkowan jest rézniczkowaniem:

STWIERDZENIE 4. Jezeli D1, Dy € Der(®) sa odpowiednio stopnia r1, ra, to gradowany

komutator
[D1, D2] = D1Dy — (—1)"""2 Dy Dy

jest rézniczkowaniem stopnia ry + ra.

DowoOD: Niech f € ®F i g € ®, wéwezas

(D1, Do|(f - g) = D1(D2(f - 9)) = (=1)""*D2(D1(f - g))

= Di(Ds(f) - g+ (=1)"*" f - D2(g)) = (=1)""2 D2(D1(f) - g + (=1)"* f - Di(g))
Di(Ds(f)) - g+ (=1) 71 Dy (f) - Di(g) + (=1)"* D1 () Ds(g)
(<) £ - Di(Ds(g)) = (<1)"7 (Da(D1(£)) - 9

(~1)*#7 Dy (1) - Dag) + (~1) Dol ) Da(g) + (<17 £ Da(Da(9)))
= (D1D2 — (=1)""2 D2 Dy)(f) - g+ (=1)" 7k - (D1Dy — (=1)1"2 D2 D1 )(9)

_|_

_|_

Podobnie sprawdzamy, ze zachodzi gradowana tozsamos¢ Jacobiego
(D1, [D2, D3]] = [[D1, D2}, Ds] + (=1)""*[D2[ Dy, Ds]],
lub réwnowaznie,
(=1)""3[[Dy, Do), D3] + (—=1)"2"3[[Ds, D1], D2] + (—1)""2[[ D4, D3], D1] = 0

Przestrzen Der(®), z gradacja ze wzgledu na stopien rézniczkowania i gradowanym komu-
tatorem jako mnozeniem, jest gradowang algebra Liego.

1.5. Wazny przykltad. Podobnie jak formy rézniczkowe, pola wielowektorowe na rozma-
itosci M tworza przemienna i taczna algebre z gradacja, z iloczynem zewnetrznym jako
mnozeniem. Oznaczamy ja ¥(M). Ale pola wektorowe maja jeszcze jedno mnozenie, na-
wias Liego. Nawias ten, jak wiemy, rozszerza sie do pochodnej Liego pél wielowektorowych.
Potraktujmy ja jako definicje nawiasu pola wektorowego i pola wielowektorowego:

[X,T] = LxT, dla X € U'(M), T € U(M). (6)
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Aby tak zdefiniowany nawias mial wlasno$é nawiasu w algebrze z gradacja, pole wektorowe
powinno mieé stopien zero. Ogélnie pole wielowektorowe z ¥U"(M) powinno mieé stopien
gradowany r — 1. Wprowadzamy wiec w zC(M) nowa gradacje

U(M) = aul(M), gdzie O (M) =0+ (M). (7)

W tej nowej gradacji pochodna Liego jest iloczynem gradowanym. Rozszerzamy ten nawias
do wszystkich pdl wielowektorowych zadajac, by odwzorowanie

Dr:¥ — 0: S [T, 5]

byto, dla T € W[(M), rozniczkowaniem stopnia r w gradowanej algebrze tacznej (U(M), A),
tzn. by
[T,YANZ]=[X,YIANZ+ (-)"X A[X,Z], dla X € U (M).

Jest to mozliwe, bo pochodna Liego ma wlasnos¢
EX(T A S) = ﬁx(T) ANS+TA (ﬁxS)

Otrzymany w ten sposéb nawias, zwany nawiasem Schoutena, jest gradowanym mmnozeniem
w U (M) = @Wl'l(M). Sprawdza si¢ bezposrednim rachunkiem, ze nawias Schoutena nadaje
U (M) strukture gradowanej algebry Liego. Mamy wiec w W(M) dwie struktury algebry z
gradacja:

(1) strukture lacznej i przemiennej algebry wzgledem naturalnej gradacji,

(2) strukture algebry Liego wzgledem przesunietej gradacji. Mnozenie tej algebry jest

rézniczkowaniem w algebrze tacznej.

Moéwimy, ze (U, A, [, ]) jest algebra Gerstenhabera.

1.6. Rézniczkowania w algebrze form. Zajmiemy sie teraz rézniczkowaniami w alge-
brze zewnetrznej form rézniczkowych na rozmaitosci M.

STWIERDZENIE 5. Rézniczkowanie w ®(M) jest operacja lokalna, tzn. jezeli forma w jest
réwna zero na zbiorze otwartym U i a jest rézniczkowaniem, to a(w) tez est zero na U.

DowoOD: Niech w = 0 w otoczeniu O punktu g € M. Istnieje funkcja f réwna 1 w pewnym
otoczeniu O’ C O punktu ¢ i taka, ze fw =0 na M. Poniewaz a jest rézniczkowaniem, to

0 = a(fw) = al(f) Aw+ falw).
Poniewaz w jest réwne zero na O, to 0 = fa(w) na O i a(w) = 0 na O’. Stad wynika teza. g

Na rozmaitosci parazwartej kazda forma jest skonczona sumag iloczynéw zewnetrznych
funkcji i rézniczek funkeji. Stad rézniczkowanie w ®(M) jest jednoznacznie wyznaczone
przez swoje wartosci na ®°(M) i d®°(M). W dalszym ciagu uzyteczne bedzie nastepujace
stwierdzenie.

PROPOSITION 6. Niech (2°) bedzie lokalnym ukladem wspétrzednych na O C M. Dla kazdej
funkcji f i kazdego rézniczkowania a
of
a(f)(@) = 57
DowoOD: Z lokalnosci rézniczkowan wynika, ze mozemy ograniczyé sie do f z nosnikiem
w O. Z wzoru calkowego na reszte funkcji jednej zmiennej dostajemy, ze istnieja gladkie
funkcje g;; takie, ze

(9)a(z')(q) dla g€ O. (8)

f(x) = flxo) + %(zo)(ﬂ — %) + gij () (@' — ap)(a? — 7).

Stad
() (o) = 2L (ao)aa?) o)
0) = 7 i \%o 0)-
(r6zniczkowanie na funkcjach stalych daje zero). m
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DEFINICJA 3. Roézniczkowanie a jest typu ix, jezeli na funkcjach jest zero.
Rézniczkowanie a jest typu dx, jezeli komutuje z d czyli ad — (—1)"da = 0, gdzie r jest
stopniem rézniczkowania a.

STWIERDZENIE 7. Kazde odwzorowanie lokalne a: ®°(M) — ®"(M) takie, ze
a(fg) = galg) + fa(g), 9)
mozna jednoznacznie rozszerzy¢ do rézniczkowania a typu dx, stopnia .

DowOD: Jednoznacznoéé jest oczywista. Pokazemy istnienie. Z lokalnoéci @ wynika, ze wy-
starczy zdefiniowa¢ a na 1-formach o nosniku w dziedzinie lokalnego uktadu wspélrzednych.
Niech wigc o = 3" a;da’. Jezeli @ ma by¢ rozszerzeniem a, to

a(a) = Z( () Ada' + ( Zalda Z( (i) Ada® + ( Zalda

Przyjmijmy to wyrazenie jako definicje az(a). Trzeba teraz pokazaé, ze wynik nie zalezy od

, oz’
wyboru uktadu wspélrzednych. W uktadzie wspdlrzednych (y*) mamy a = > oy i

ay(a) = Zangy ) A dy? + ( Zaz ayj
—Z a(oy) dy +Zaa A dy? + ( Zal

_ ort .
= E a(ag) Ada® + g o ( YAdy! + (—1)" 7 da(yj)) . (10)
Trzeba zatem pokazaé, ze
— (0 T 6
da(z’) = (—1) E (aj)/\d]—l-g fda 7.

Wyprowadzajac wzér (8) korzystaliSmy tylko z wlasnosei (9) rozmczkowania a. Analogicznie
wiec, mamy

A(N)0) = S @) a) dia ge 0 (1)
i stad
- a;k ¥ naly)

= Zdyk Aa Z—da
= (-1)" Za(%) XTEDY a—;da(yj).

Zatem a, = a, = a. Pozostaje do sprawdzenia, ze a(ga) = a(g) A a + ga(a). Korzystajac z
(9) dostajemy

a(ga) = Z a(ga;) Adz' + Z gaida(a’)
a(g) A Z a;da’ + g (Z ale;) Ada® + aida(xi))
a(g) A e+ ga(a).

|
Oczywistym jest, ze komutator tx-rézniczkowan jest tx-rézniczkowaniem. Podobnie, ko-
mutator dx-rézniczkowan jest dx-rézniczkowaniem:

[dv [alv a2]] = [[dv al]v G'Q] + (_1)T[a1’ [dv G'Z]] =0.

STWIERDZENIE 8. Kazde rézniczkowanie w ® (M) rozklada si¢ jednoznacznie na sume réz-
niczkowania typu tx i rézniczkowania typu dx.
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DowoD: Niech a bedzie rézniczkowaniem w ®(M), wiec obcigte do ®°(M) spelnia warunek
(9). Na mocy Stwierdzenia 7 istnieje (jednoznacznie wyznaczone) rézniczkowanie as typu
dx, ktore na funkcjach jest réwne a. R6znicz a1 = a — as jest rézniczkowaniem typu tx, wiec
mamy istnienie i jednoznacznos¢ rozktadu. [

STWIERDZENIE 9. Kazde rézniczkowanie a typu dx jest komutatorem [b,d], gdzie b jest
jednoznacznie wyznaczonym roézniczkowaniem typu tx.

DowOD: Sprawdzmy najpierw, ze kazdy komutator d rézniczkowania b typu tx jest typu
dx. 7 tozsamosci Jacobiego

[dv [b’ d]] = Hda b]7 d] - [b7 [d’ d]] = Hda b]7 d] = _[d> [b7 d]]

wiec [d,[d,b]] = 0. Niech teraz a bedzie typu dx. Jezeli a = [b,d], to b(df) = a(f) i
ogdlniej, b(gdf) = g(a(f). Pokazemy, za ta formula jednoznacznie wyznacza wart/c b na
jednoformach i, w konsekwencji, rézniczkowanie na calej algebrze ®(M). Mamy w lokalnym
ukladzie wspélrzednych df = 3 g gz dz?, wiec b jest dobrze okreslone, jezeli

of

RS

a(f) =
ale to by6 juz wykazane w Stwierdzeniu 6. Istnieje wiec (dokladnie jedno) rézniczkowanie
b typu s majace wlasnosé b(df) = a(f). Komutator [b,d] jest rézniczkowaniem typu d*,
ktére na funkcjach jest réwne a. Stad a = [b, d]. m

Powyzsze rozwazania mozemy podsumowaé¢ w nastepujacym twierdzeniu.
TWIERDZENIE 1.

(1) Kazde lokalne odwzorowanie a: ®°(M) @& d®°(M) — ®(M) takie, ze
a®’(M) € @"(M), ad®®(M) C ®""H(M), a(fg) = a(f)g + fa(g),

da sie jednoznacznie przedluzyé do rézniczkowania w ®(M).
(2) Kazde rézniczkowanie a w ®(M) ma jednoznaczna reprezentacje a = o’ + [a”,d],
gdzie a',a" sq rézniczkowaniami typu tx.

1.7. Rézniczkowania typu tx. Niech a bedzie rézniczkowaniem typu ¢ stopnia r. Jest
ono zadane przez swoje wartosci na jednoformach, wiec przez odwzorowanie a: ®1(M) —
®rT1(M) o wlasnosci a(fa) = fa(a). Wiemy, ze takie odwzorowania pochodza od odzoro-
wan liniowych odpowiednich wiazek wektorowych, wiec a(a) = A* o o, gdzie A*: T*M —
/\TJr1 T*M jest jednoznacznie wyznaczonym odwzorowaniem liniowym wigzek wektoro-
wych, nad jednoscig w bazie. Odwzorowanie dualne A: /\H'1 TM — TM jest (r+1)-forma o
wartosciach wektorowych. Dostaliémy wzajemnie jednoznaczna odpowiednioéé¢ miedzy réz-
niczkowaniami typu ¢x i formami o wartosciach wektorowych. Odpowiednio$¢ ta mozna
zapisa¢ nastepujacym wzorem

r+1
(w,a(a)) = (A(w),a), we N\ TM.

Rézniczkowanie typu tx odpowiadajace formie o wartoéciach wektorowych A oznaczamy ¢4,
a dx-rézniczkowanie |14, d] oznaczaé bedziemy d 4.
Przyktady.

(1) Pole wektorowe X na M jest O-forma o wartosciach wektorowych. Rézniczkowanie
tx jest rézniczkowaniem stopnia -1, wiec dla 1-fomy «, tx (a) jest funkcja, ¢x () =
(X, «). Rézniczkowanie dx = [tx,d] = dix + txd jest pochodng Liego Lx (wzdr
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Cartana). Zeby to udowodnié, wystaczy poréwnaé wartosci obu rézniczkowan na
funkcjach:

Lx(f) =X(f) = (X,df) = exd(f) = [ex, d](f)-

(2) Odwzorowanie tozsamosciowe id: TM — TM jest 1-forma o warto$ciach wektoro-
wych. Rézniczkowanie ¢;4 jest stopnia zero i dla 1-formy «, (o) = «, wiec tig = ¢,
to znaczy forme mnozy przez jej rzad.

(3) Odpowiadajace ¢ rézniczkowanie typu dx, diq = [t,d] == d — dv = d.

Niech beda dane dwie formy o warosciach wektorowych, A i B. Rézniczkowania t4 i tp
sg typu tx, wiec ich komutator tez jest typu tx. Zatem istnieje forma o wartosciach wek-
torowych C taka, ze tc = [ta,tp]. Forme C oznaczamy [A, Blg—n 1 nazywamy nawiasem
Richardsona-Nijenhuisa form A i B. Nawias ten ma charakter czysto algebraiczny i da sie
uogélnié na przypadek odwzorowan wieloliniowych przestrzeni wektorowej w siebie. Na for-
mach o warto$ciach wektorowych mozna zdefiniowaé drugi nawias. Komutator [d4, dg] jest
rézniczkowaniem typu dx, wiec jest postaci [tp,d], gdzie D jest jednoznacznie wyznaczona
forma o wartoéciach wektorowych. Nazywamy ja nawiasem Frolichera-Nijenhuisa frm A i
B i oznaczamy [A, B]p_n. Nawias ten spelnia bardzo wazna role w geometrii rézniczkowe;j.

1.8. Rézniczkowanie dp. Jak wiemy, mozna moéwi¢ o rézniczkowaniach z algebry ® do
algebry @', jezeli zadany jest homomorfizm miedzy tymi algebrami. Zajmiemy sie szcze-
gélnym przypadkiem ® = ®(M) i &' = ®(TM). Homomorfizm zadany jest przez przecia-
gnigcie (pull-back) 75, form wzgledem kanonicznego rzutowania 7ps: TM — M. Podobnie
jak w przypadku rézniczkowan w zF (M), mozemy wyr6znié¢ rézniczkowania typu tx, zeru-
jace funkcje, 1 typu dx (rézniczkowanie zewnetrzne jest zdefiniowane na kazdej rozmaitosci,
wigc ma sens warunek ad = (—1)"da). Mamy tez jednoznaczny rozklad rézniczkowania na
rozniczkowanie typu ¢x i rézniczkowanie typu dx. Rozniczkowania typu tx i stopnia r — 1
sa zadane odwzorowaniami wiazek wektorowych A: A" TTM — TM nad rzutowaniem 7.
Méwimy o formach na TM o warto$ciach wektorowych na M.

Przyktad. Odwzorowanie identycznoéciowe id: TM — TM traktujemy teraz jako O-forme
na TM o warto$ciach wektorowych na M. Odpowiadajace jej rézniczkowanie ¢t typu tx jest
stopnia -1 i na formach dana jest zwigzkiem

tra(v) = (v, a).

Z kolei odpowiednie rézniczkowanie dp jest rézniczkowaniem stopnia 0, nazywane totalna
pochodng, kompletnym podniesieniem stycznym itp Uzasadnieniem nazwy ’totalna po-
chodna’ jest nastepujacy zwiazek, zachodzacy dla kazdego pola wektorowego X: M — TM:

X*dT(a) = ,CXOC,

czyli dra zawiera w sobie informacje o wszystkich pochodnych Liego formy «. Aby udo-
wodnié tg réwnoéé, wystarczy sprawdzié ja na funkcjach, bo zaréwno Lx jak i X*dr sa
rézniczkowaniami w ®(M) typu dx. Dla funkcji zas

Lx(f)=X(f) =Lx(f).

W lokalnym uktadzie wspélrzednych, jezeli jednoforma o = 3 a;da?, to

dra = Z %ijdxi + Z a;di’.

Rézniczkowanie dp spelnia bardzo istotng role w geometrycznym podejsciu do mechaniki
analitycznej. W szczegélnose, jezeli (P,w) jest rozmaitoécia symplektyczna, to (TP, drw)
jest tez forma symplektyczng. Zamknietoéé¢ formy drw wynika z przemiennosci dr z d:

ddTw = dew = 0,
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za$ niezdegenerowanie jest widoczne w lokalnym ukltadzie wspolrzednych: dla wspétrzednych
kanonicznych (2, p;) (zawsze takie istnieja) mamy w =Y dp; A dz’ i stad

drw =Y (dp* Ada’ + dp' A di?).
2. Podwdjne wigzki wektorowe.
2.1. Uwagi o przestrzeniach wektorowych i wigzkach wektorowych. W standardo-
wej definicji przestrzeni wektorowej zaklada sie istnienie dwéch dziatan: dodawania i mno-
zenia przez liczbe, a nastepnie formutuje sie warunki ich zgodnosci. Warto jednak zwrécié
uwage na to, ze informacja o mnozeniu jest zakodowana juz w dodawaniu: mnozenie przz
liczbe caltkowita sprowadza sia do dodawania. Dzielenie wektora v przez liczbe catkowita
k jest rozwiazywaniem réwnania kx = v. Stad mnozenie przez liczby wymierne i z ciaglo-
Sci - przez liczby rzeczywiste. Wazny jest proces odwrotny: znajac mnozenie w przestrzeni
wektorowej (wymiary skonczonego) V' mozemy odtworzy¢ dodawanie. Mnozenie pozwala
wskazaé rodzine funkcji jednorodnych na V. Rézniczkowalne funkcje jednorodne sa liniowe,
wiec znajomo$¢é mnozenia przez liczbe daje znajomo$é przestrzeni funkeji liniowych na V.
Stad odtwarzamy calg strukture przestrzeni liniowej. Mnozenie przez liczby jest dziataniem
monoidu multyplikatywnego R4 U 0, ktérego polem fundamentalnym jest pole Eulera (we
wspétrzednych v%9;). Dokladniej: na przestrzeni wektorowej V', wektor Xy (v) pola Eulera
(w punkcie v € V) jest reprezentowany prosta t — v + tv. Stad w polu Eulera zakodowana
jest struktura przestrzeni wektorowej. Podobnie mamy dla wiazek wektorowych.

2.2. Wigzka styczna do wiazki wektorowej. Niech 7: E — M bedzie wiazka wekto-
rowa. Rozmaitos¢ TE jest wiazka wektorowa 75: TM — E, ale posiada tez strukture wiazki
wektorowej, odziedziczona z FE przez zastosowanie odwzorowania stycznego do rzutowa-
nia i dzialan w wiazce F. Zastosowanie odwzorowania stycznego do 7 daje odwzorowanie
Tr: TE — TM. Jest to rozwloknienie lokalnie trywialne, a trywializacje nad TO dostajemy
stosujac odwzorowanie styczne do trywializacji £ nad O. Podobnie, dzialanie dodawania
w wiazce F jest odwzorowaniem +: E x); E — FE. Stosujac funktor styczny, dostajemy
odwzorowanie

LTExtu TE — TE,

ktére okreéla dziatanie we widknach T7: TE — TM. Mnozenie przez liczbe r € R defi-
niujemy jako odzorowanie styczne do mnozenia w E, F — E:y — ry. Tak wprowadzone
mnozenie przez liczby oznaczaé¢ bedziemy o. W lokalnym uktadzie wspélrzednych, powyzsze
konstrukcje wygladaja nastepujaco:

Niech (z%) beda wspétrzednymi na M, a (2%, y®) wspéirzednymi na E, zgodnymi ze struk-
tura wiazki wektorowej. Odpowiednie wspétrzedne na TE oznaczamy (z¢, y, 7, 5°). W tym
uktadzie wspétrzednych dziatania -, +, e, +, okreSlone sg wzorami

z'(a-v) = 2'(v)
y*(a-v) =y*(v)
il (a-v) = ai’(v)
§(a-v) = ag’(v), (12)
r'(aev) =2 (v)
y*(aev) =ay(v)
il (aev) =i (v)
i(aev) = ag’(v), (13)
2t (v +w) = z'(v) = z'(w)
y* (v +w) =y (v) = y"(w)
v 4 w) = 37 (v) + @7 (w)
i (v +w) = §°(v) + 5" (w), (14)



(v 4+ w) =2t (v) = 2*(w)
y*(v+w) =y (v) +y*(w)
(v Fw) =i (v) = 27 (w)
(v +w) =5 (v) + 5" (w) (15)

Widaé stad, ze dzialania e i + zadajg strukture przestrzeni wektorowej we widknach Tr.

Ponadto,

(1) rzutowanie 7p: TE — E jest morfizmem wiazek wektorowych

TE—E2 . E

TTJ TJ , (16)

T™M M 0p

(2) rzutowanie TT: TE — TM jest morfizmem wiazek wektorowych

TE—1T . TM
TEJ TMJ , (17)
E—T
zachodzg réwnosci
(v1 + UQH'(’Ug +uy) = (UH—U:’)) + (Uz-i-v4) (18)
tam, gdzie maja sens, tzn. gdy
TE(v1) = TE(v2), TE(vs) = TE(ve), TT(v1) = T7(v3), TT(v2) = T7(V4). (19)

Z (19) i z faktu, ze T7 oraz Tp sa morfizmami wiazek wektorowych ((16) i (17)),
mamy

Tr(v1 +v2) =Tr(v1) + Tr(vg) = Tr(vs) + T7(v4) = T7(v3 + v4)
Tr(vi+vs) = Tp(v1) + TE(v3) = TE(v2) + TE(va) = TE(V2+Hv4),

czyli réwnoéé (18) ma sens. Oznacza ona, ze dodawania wzgledem jednej struktury
sg morfizmami wzgledem drugie;j.

Mamy wiec na TFE dwie struktury wiazki wektorowej, spetniajace pewne warunki
zgodnosci. Mamy tu do czynienia z przyktadem podwdjne;j wigzki wektorowej. Przed-
stawiamy ja przemiennym diagramem

TE
™ E
w‘ /
M

9

(20)



2.3. Kilka uwag. Pierwsza uwaga: strukture wiazki wektorowej w rozwldknieniu
Tr: TE — TM mozna opisa¢ uzywajac reprezentantow wektoréw, czyli krzywych.
Niech v; = t71(0) i v1 = ty1(0). Réwnos¢ Tr(vy) = T7(vs) oznacza, ze mozemy
wybraé krzywe v; tak, by 709, = 7 0 2. Suma v; + v jest reprezentowana krzywa
t — y1(t) + v2(t), gdzie dodawanie odbywa sie we widknach E. Podobnie, wektor
a o tv(0) jest reprezentowany krzywa t — ay(t).

Druga uwaga: Jak juz wczeéniej zauwazyliSmy, struktura wiazki wektorowej jest
zakodowana w polu Eulera. Dla wiazki E jest to pole y“ﬁ. Na TE mamy zatem

Y

dwa pola Eulera

0

X, X1r =y 4 .
T Y 8ya+y 25

5 = iz@ +Z'Ja87ya7

Latwo sprawdzié, z pola te komutuja, [X,, , X1,] = 0.

Uwaga trzecia: Dla kazdej wiazki wektorowej 7: E — M mamy dualna do niej
wigzke wektorowa m: E* — M. Jej wiékno E:Ik jest przestrzenia dualna (w sensie
przestrzeni wektorowych) do wlékna E, wiazki £

Ef = (E,)*. (21)

Jest to definicja abstrakcyjna. W praktyce czesto utozsamiamy wiazke dualng z
wigzka wprowadzona innymi sposobami. Przyktadem jest utozsamianie wiazki dual-
nej do wektoréw stycznych z wiazka rozniczek funkcji, a z drugiej strony, utozsamianie
wiazki wektoréw stycznych z wiazka rézniczkowan. Utozsamienia takie wynikaja z
istnienia kanonicznej ewaluacji miedzy odpowiednimi wigzkami.

Odszukamy teraz kandydata na reprezentanta wiazki dualnej do wiazki Tm: TE —
™.

Istnieje kanoniczna ewaluacja
(,E*xy E—R (22)

Niech teraz wektory styczne v € TE i w € T*E beda takie, ze T(v) = Tr(w) i
niech v,: R — E oraz 7,: R — E* beda takimi reprezentantami wektoréw v i w, ze
T 0¥y = T O Yy. Mamy funkcje

R>t— <’Yw(t)a ’Yv(t» (23)

i jej pochodnag w zerze

w0 = & (0. 3(0)00). (21)

Pochodna ta jest funkcja na wiazce stycznej T(E™ x s E), ktéra kanoniczne utoz-
samiamy z wiazka TE® x1p TE. Z konstrukcji wynika, ze ewaluacja styczna (z
primem) jest wynikiem zastosowania rézniczkowania dp do ewaluacji kanonicznej.
W lokalnym uktadzie wspétrzednych ((2¢, f,) sa wspotrzednymi w E*)

(Y (), 70(1) = fa(vw(t)y* (1 () (25)
istad )

(w,v)" = fa(w)y"(v) + fa(w)y*(v). (26)
Z tych wzordéw widaé, ze funkcja (w, v)’ jest biliniowa ze wzgledy na styczne struktury

wektorowe w TE i TE* oraz niezdegenerowana. Wiazke dualng do T7: TE — TM
mozemy zatem utozsamié¢ z wigzkg Tm: TE* — TM.
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2.4. Wiazka kostyczna do wiagzki wektorowej. Podobnie jak TFE, rozmaitosé
T*FE ma dwie struktury wiazki wektorowej. Odnalezienie tej drugiej, obok kanonicz-
nej, jest nieco bardziej skomplikowane. Oznaczmy przez C wykres operacji dodawania
w F bedacy podrozmaitoscia w F X E x E:

C={ExXEXxE>(uww):w=u+uv} (27)

Podrozmaito$é ta (dokladniej - funkcja zerowa na niej) generuje podrozmaitos$é la-

granzowska N w T*(E x E x E). Podrozmaito$¢ ta jest anihilatorem wiazki stycznej

TC. Utozsamimy teraz T*(E x E x E) z T*E x T*E x T*E w nastepujacy sposéb:
Niech (a,b,¢) € T"E x T*E x T*E oraz (u,v,w) € TE x TE x TE, to

<(047571/J)7 (u7v7w)> = (a,u) + <6av> - <’(/),’U)> (28)

(oczywiscie dla takich tréjek, dla ktérych to ma sens, czyli ng(a) = 7g(u), 7p(8) =
Te(v) i TE(Y) = TE(W)).

Pokazemy teraz, uzywajac lokalnych wspotrzednych, ze N okresla strukture wiazki
wektorowej w T*E. Niech (2, y%, p., ) beda wspétrzednymi w T*E. Tréjka a, 3,1
nalezy do N wtedy i tylko wtedy, gdy (7g(a), 7g(8), 7e(¢))) € C oraz

<aa U’) + <ﬂa ’U> - <¢7w> (29)
dla wszystkich (u,v,w) € TC takich, ze
(mp(e), 7p(8), () = (Te(u), TE(W), TE(W)). (30)

Poniewaz TC jest wykresem dodawania +, to z wzoréw (14), (15) mamy

') = z"(8) = 2' ()
y' () =y"(a) +y*(8
& (u)pa () = & (u)pa(@) + &7 (w)pa ()
(5" (u) + 9" (0)m () = §° (u)mp () + 5" (v)m(8), (31)

,9°(u), i 9°(v) moga przybieraé¢ dowolne wartosci, do-

N~—
<.

a poniewaz wspélrzedne &7 (u

stajemy, ze (a, 3,1) € N wtedy i tylko wtedy, gdy
z'(a) = 2"(8) = 2'(¢)
y () = y*(a) +y*(B)
p;(¥) = pa(a) +p;(3)
m(Y) = mp(a) = mp(B). (32)

Zwiazki te definiuja strukture grupy abelowej we wldknach fibracji
T T'E — E* (33)
zdefiniowanej przez
o (T 7 (a)) = 27 (a),
fa(T*7(a)) = ma(a). (34)

Ktadziemy 1 = a+3. Mnozenie przez liczby jest jednoznacznie wyznaczone dodawa-
niem i jest okre$lone wzorami

r(aea) =2z (a)

y*(aea)=ay*(a)

pi(aea)=ap;(a)

m(a e a) = mp(a). (35)
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7 tak okre$lonymi dziataniami rozwtéknienie T*7 jest wiazka wektorows.
Rozwléknienie (33) tatwo zdefiniowaé bez uzycia ukladu wspdlrzednych. Skorzy-
stamy tu z odwzorowania

X[T): EME — TE: (e, €') — ty(0), ~(t) =e+te
i dualnego do niego odwzorowania
X[T)*: T*E — E x E*.

Skladajac to odwzorowanie z kanonicznym rzutowaniem na E* dostajemy rzut T*7,
co latwo sprawdzi¢ w lokalnym ukladzie wspolrzednych.

Réwniez dodawanie mozna wprowadzié¢ innym sposobem: niech o, 3 € T*E beda
takie, ze T*7(a) = T*7(8) = f. Niech p: M — E bedzie cieciem takim, ze p(7(f)) =
f. Oznaczmy przez ¢ odpowiednia funkcje na F, liniowa we wldknach. Oczywistym
jest, ze

T*(de@) = wle) (36)

i w konsekwencji, &« — dp oraz 3 — dp sa kowektorami zerujacymi sie na wektorach
pionowych. Odpowiadaja im jednoznacznie kowektory @ i B z T*M, zaczepione w
tym samym punkcie 7(f). Kowektor 1 € T*E definiujemy jako jedyny kowektor
zaczepiony w Tg(a) + mg(3) taki, ze T*7(1p) = f i ¢ — d@ definiuje kowektor @+ 3.

Mozemy wiec podsumowaé: struktura wiazki wektorowej w Tr: TE — TM jest
podniesieniem stycznym struktury wiazki 7: E — M, za$ struktura wiazki wekto-
rowej w T*7: T*E — E* jest jej podniesieniem kostycznym (fazowym). Podobnie
jak w przypadku wiazki TE, dwie struktury wektorowe na T*E spelniaja warunki
zgodnosci, analogiczne do (16), (17) i (18). Mamy wiec diagram

T*

E
N
E* /E (37)

—

u

M

2.5. Kanoniczne izomorfizmy.

2.6. Podwéjne wigzki wektorowe.

2.7. Morfizmy podwdéjnych wigzek wektorowych.
2.8. dr jako rozszerzenie funktora stycznego.

3. Wiazki gléwne i stowarzyszone.
3.1. Wiazki gléwne. Niech m: B — M bedzie rozwldknieniem a G grupa Liego
(tzn grupa bedaca rozmaitoscia rézniczkowa z gtadkimi operacjami grupowymi).
DEFINITION 4. Rozwldknienie m nazywamy wigzkq gldwng z grupa strukturalna G,
jezeli G dziala na B z prawej strony, wlékna 7 sa orbitami dzialania G i réwnosc¢
gp = p (dla pewnego p) implikuje g = e (grupa dziala swobodnie).

Przykladem wiazki gléwnej jest wiazka baz B(E) wiazki wektorowej E. Grupa
strukturalna jest Gl(n). Jezeli jest dana metryka, to bazy ortonormalne tworza wiazke

gléwna z grupa strukturalna O(n). Niech o: M — B bedzie cieciem rozwldknienia .
Poniewaz G dziala swobodnie i wldkna sa réwne orbitom dzialania G, odwzorowanie

M x G — B:(q,9) — o(q)g (38)
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jest dyfeomorfizmem. Istnienie globalnego ciecia wiazki gtéwnej oznacza jej trywia-
lizowalno$é. Dyfeomorfizm (38) implikuje dyfeomorfizm wlékna 7 i grupy G, przy
wyborze dowolnego punktu we widknie. Stad naturalny izomorfizm przestrzeni wek-
toréw pionowych V, B i przestrzeni stycznej do grupy w jej jednosci T.G. Przestrzen
T.G ma naturalna strukture algebry Liego (algebra Liego g grupy Liego G). Stad

VB=Bxg (39)

Uwaga. Dzialanie styczne do dzialania grupy na B, obciete do VB, nie jest - w re-

prezentacji (39) - trywialnym (tzn. identyczno$ciowym na g) podniesieniem dzialania
G na B.

3.2. Wiagzki stowarzyszone. Niech dana bedzie wigzka gtéwna m: B — M z grupa
strukturalng G. Niech F' bedzie rozmaitoscia, na ktorej G dziala z lewej strony.
Zdefiniuje rozwldknienie 7: N — M z widknem typowym F'. Najpierw, na rozmaitosci
B x F zdefiniuj¢ dzialanie grupy G z prawej strony wzorem

PxFxG>(p,fg) (pg,9”"f) € BxF.

Oznaczmy przez N zbior orbit tego dzialania. Rzutowanie 7w indukuje w oczywisty
spos6b rzutowanie 7: N — M. Niech teraz 0: M O O — P bedzie lokalnym cigciem
m. Dla kazdego punktu ¢ € M ciecie takie istnieje (w pewnym jego otoczeniu). W
kazdej orbicie y dziatania grupy G na 7~(0O) x F istnieje doktadnie jeden element
postaci (o(q), f). Oznaczmy to f przez x,(y). Mamy wigc dobrze okreslona lokalna
trywializacje

77H0) = O X F 31y = (7(y), X0 (9)-

Trywializacje te wyznaczaja strukture rozmaitosci rézniczkowej na N i strukture
rozwldknienia rézniczkowego 7: N — M. Rozwldknienie (wiazke) nazywamy wigzkq
stowarzyszonqg z wiazka gtowna m: B — M i z widknem typowym F. Przykladem
moze by¢ wiazka wektorowa E, ktora jest stowarzyszona z wiazka gtéwna baz wiazki
E. Widknem typowym jest R™.

3.3. Powiazania w wigzce gléwnej. Niech HB bedzie dystrybucja horyzontalna
powiazania na wiazce gléwnej m: B — M z grupa strukturalng G. Oznaczmy

Ry:B — B:p+— pg.

Powiemy, ze powiazanie jest zgodne ze struktura wiazki gléwnej (jest powiazaniem
wiazki gtéwnej), jezeli dla kazdego g € G, Hgyp, = TRyH,,. Podobnie jak w przypadku
wiazki gléwnej baz wigzki wektorowej F, powiazanie wiazki gtéwnej indukuje powia-
zanie w wiazce stowarzyszonej. Korzystajac z utozsamienia (39), mozemy traktowaé
rzut pionowy Py jako forme o warto$ciach w algebrze Liego grupy G.

3.4. Przyklad:Wigzka pierwszych jetéw. Niech 7: Z — M bedzie wiazka gléwna
z grupa strukturalng (R, 4). Innymi stowy, wiékno wiazki jest jednowymiarowa prze-
strzenia afiniczng. Jest zatem dobrze okreslona liczba dla pary punktéw we widknie —
ich r6éznica. Stad, dwém cieciom wiazki przyporzadkowana jest ich réznica — funkcja
na rozmaito$ci bazowej M. Pierwszy jet w punkcie ¢ € M ciecia wiazki 7 mozna
zdefiniowaé jako klase réwnowaznosci cieé:

/

o~d = o(q) =0d'(g9) oraz dy(c — ') = 0. (40)

Rozmaitosé J1 (1) pierwszych jetéw cieé oznaczaé bedziemy CZ. Podobnie, zastepujac
relacje (40) relacja
o~o = dy(c—0')=0, (41)

dostajemy rozmaito$¢ PZ klas réwnowaznosci. Mamy naturalne rzutowania CZ —
PZ — M i oczywisty izomorfizm CZ = PZ X 3; Z. Rozwldknienie CZ — PZ jest wiec
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wiazka gléwna z grupa (R, +) i naturalnym powiazaniem zdefiniowanym nastepujaco:
horyzontalna w punkcie jo(q) jest zadana cigciem

PZ3p— o(r(p),

gdzie m: PZ — M i gdzie skorzystaliémy z utozsamienia CZ = PZ x s Z. Powiazanie
to nazywane jest kanoniczng strukturg kontaktowgq.

4. Krzywizna powigzania.

4.1. Krzywizna dystrybucji. Niech dane bedzie powiazanie na rozwitoknieniu
7: N — M z dystrybucja horyzontalna HN. Powiazanie nazwiemy lokalnie plaskim,
jezeli dystrybucja horyzontalna jest lokalnie catkowalna, czyli jest zadana przez lo-
kalne cigcia rozwldknienia 7. Powigzanie nazywamy ptaskim, jezeli dystrybucja ho-
ryzontalna jest globalnie catkowalna, tzn. jest zadana globalnymi cieciami. Jak wia-
domo z twierdzenia Frobeniusa, dystrybucja jest lokalnie catkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy pola wektorowe z tej dystrybucji sa zamkniete ze wzgledu na nawias Liego
pol. Miarg niecatkowalnosci dystrybucji moze by¢ informacja, na ile nawias Liego pdl
nalezacych do dystrybucji wystaje poza nia. W przypadku powiazania, moze to by¢
przyporzadkowanie

UY(N)> X,Y — Py[PyX, PyY] (42)

Istotne jest tu istnienie dwéch, dopelniajacych sie, dystrybucji: wektoréw pionowych
i wektor6w horyzontalnych. Latwo si¢ przekonaé, ze wzér (42) jest jednorodny ze
wzgledu na mnozenie przez funkcje:

Py[PuX,Py(fY)] = fPy[PyX,PyY] + Py (PuX)(f)PuY = fPy[PyX, PyY),

bo Py ((PuX)(f)PuY = (PuX)(f)PyvPgY = 0. Zatem (42) pochodzi od morfizmu
wiazek wektorowych
RTN@y TN - TN (43)

Ze wzgledu na sko$na symetrie, jest to dwuforma o wartoéciach wektorowych, zwana
forma krzywizny.
Pokazemy teraz, istotne dla dalszych rozwazan twierdzenie.

TWIERDZENIE 2. Zachodzi zwiazek
[Pv,Pylr-n =2R (44)

Dow6p: Niech P: TN — TN bedzie rzutowniem (w kazdej z przestrzeni stycz-
nej) o stalym rzedzie. Jest to 1-forma o warto$ciach wektorowych. Niech Ip bedzie
i*-rézniczkowaniem, a Dp d*-rézniczkowaniem odpowiadajacym P. Z definicji, na-
wias Frolichera-Nijenhuisa [P, P]p_y jest 2-forma o wartosciach wektorowych, kté-
rej d*-rézniczkowanie jest réwne gradowanemu komutatorowi [Dp, Dp]. Z definicji
gradowanego komutatora [Dp, Dp| = DpDp + DpDp = 2DpDp, a z definicji réz-
niczkowania Dp, Dp = [Ip,d] = Ipd — dIp. d*-rézniczkowanie jest okreslone przez
swoje wartoéci na funkcjach, wiec wystarczy obliczy¢

2DpDp(f) = 2(Ipd — dIp)(df o P) = 2(Ipd(df o P) - d(df o P?))

2
2(Ip — id)(d(df o P)). (45)

Z wzoru Cartana na rozniczke zewnetrzna, dla dowolnych pdél wektorowych X, Y
mamy

d(df e P)(X,Y) = X(df(PY)) = Y(df(PX)) - df(P[X,Y]). (46)
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7 drugiej strony, dla dowolnej 2-formy o
Ipa(X,Y) = a(PX,Y) + a(X, PY), (47)
wiec, kladac o = d(df o P) i korzystajac z (46),

Ipd(df o P)(X,Y) = PX(df(PY)) — Y (df(PPX)) — df(P[PX,Y])
+ X(df(PPY)) — PY(df(PX)) — df(P[X, PY))
= PX(df(PY)) - Y(df(PX)) — df(P[PX,Y])
+ X(df(PY)) — PY(df(PX)) — df(P[X, PY)). (48)

Stad, z (46) i z wzoru Cartana

DpDp(f)(X,Y) = (Ip —id)(d(df o P))(X.Y) = Ipd(df o P)(X,Y) — d(df o P)(X,Y)

= PX(df(PY)) = df(P[PX,Y]) = PY(df(PX)) - df(P[X, PY]) + df(P[X,Y])
= ddf(PX, PY) +df([PX, PY]) — df(P[PX,Y]) — df(P[X, PY]) + df(P[X,Y])

=df ([PX,PY]) - P[PX,Y] - P[X,PY]+ P[X,Y]).
Zatem

[P, Plr_n = 2([PX, PY]) - P[PX,Y] - P[X, PY] + P[X,Y])
= 2(id —P)[PX, PY) + 2P|[(id —P) X, (id = P)Y] (50)
Pierwszy sktadnik w (50) jest miara niecatkowalnosci dystrybucji im P, a drugi miara

niecatkowalnoéci dystrybucji ker P. Dla P = Py, pierwszy skladnik znika, bo dys-
trybucja pionowa jest catkowalna, i dostajemy

[Py, Pylp_n = 2Py [Py X, PyY] = 2R.

|
Stad i z ogdélnych wlasnosci rézniczkowan wynika nastepujacy wazny fakt.
TWIERDZENIE 3 T0ZSAMOSCI BIANCHI. Zachodzi zwiazek
[Py,Rlp—n =0 (51)

DowoOD: Z gradowanej tozsamosci Jacobiego dla rézniczkowan i, w konsekwenci,
dla form o warto$ciach wektorowych,

[Py, [Pv,Pyvlr-~nlr-~n =0=2[Py,R|p_n.

|
4.2. Krzywizna w lokalnym ukladzie wxspétrzednych. Niech (z¢,y%) beda
wspoélrzednymi w N, zgodne z rozwldknieniem. Zapiszemy we wspélrzednych zwiazek

Py[PyX,PyY]=R(X,Y),

, 0 0
definiujacy krzywizne powiazania. Dla X = X’(J;,y)ﬁ + X“(m,y)m oraz ¥ =
by Y

) 0 0
Y'(z,y) 5 + Y2, y) 5, mamy

ozt Oy
9 9
PpX =X'— —T¢X"
" oxt T gy
9 9
PygYy =Y'— —-T9Y" 2
H ox? Togye’ (52)
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a stad

Y’ oY’ oX' X"\ o
= J —_TexJ _ J avyj
[PrX, PrY] (X B IND¢ e Y 97 +I7Y ay > Ere
0 0 0 0 , 0
7 a byt av/j 7 i b ) ayj
<X8x(1“X) FXay(FY)JrYa (X7 — Yab(F]X)>aya

i

Py[PgX,PgY] =
0 3] ; .0 0 A K]
j ayi by avsj J ayi Ty’ axj
( XI5 XY 4 DX S (DY) ¥ 5 (X Yab(FjX))aya

oYy’ QY 0X'! L0X" 0
a J 9.€ —-Y/ ayJ
—|—<Fl (X > F]X " Y = —|—FJY a)) -

/B ) V| ) VA ) Y, 0
= (X7 =T )Y +DoX° [ T2 ) Y' +V7 | —TI?) X' —I%YV* | =T X/
( X (ay z) + zX (ayb J)Y +Y (amg z)X zY (ayb J)X ) 3y“

Dostajemy wspolrzedne tensora krzywizny (dwuformy o wartosciach wektorowych)

a 8 a a a 8 a 8 a
Rij(w,y) = 5 5T¢ = azr]+rfa—r F?a—F (53)

4.3. Krzywizna powigzania w wigzce gléwnej. Wartosci formy (tensora) krzy-
wizny sa wektorami pionowymi. W przypadku wiazki gtéwnej wektory pionowe utoz-
samiamy z elementami algebry liego g. Forma krzywizny uwazana jest za forme o
wartosciach w algebrze Liego. Niezmienniczos¢ dystrybucji horyzontalnej oznacza
wspoélzmienniczo$¢ formy krzywizny.

4.4. Tensor krzywizny powigzania liniowego. W przypadku powiazania linio-
wego na wiazce wektorowej 7: E — M, wsp6lezynniki koneksji sa liniowe, I'¢(z, y) =
I'e (x)yb, i stad wzér (53) daje

R?j($7 y) = R?jb(‘r)yba
7] 0

a a

B0 = 55Tt — 5T T TR — TH T

Forma krzywizny moze byé¢ uwazana za dwuforme na bazie M o wartosciach w
End(E).
4.5. Krzywizna struktury kontaktowej. Rozpatrzmy kanoniczne powiacanie w

wiazce pierwszych jetéw wiazki gtéwnej 7: Z — M z grupa strukturalna (R, +), tzn
w wiazce CZ — PZ.
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