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TEORIA GRUP II

1. Algebry, rézniczkowania w algebrach.

Algebrg nazywamy przestrzen wektorowa A z dziataniem mnozenia, ktore jest odwzorowa-
niem biliniowym. W szczegdlnosci, mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania. Algebra
(A,) jest {gczna, jezeli mnozenie jest laczne. Algebra (A,-) jest algebrg Leibniza, jezeli
mnozenie spelnia tozsamosé Jacobiego

a-(a-ad")y=(a-d') -a"+d (a-d”).

Jezeli ponadto mnozenie jest antyprzemienne, a-a’ = —a’ - a, to algebra jest algebrg Liego.
PRzYKEADY 1.

(1) Funkcje na dowolnej przestrzeni tworza algebre laczna i przemienna ze wzgledu na
mnozenie. Na przestrzeni topologicznej jej podalgebra sa funkcje ciagte, na rozmaito-
$ci rézniczkowej funkcje gtadkie, a na przestrzeni wektorowej funkcje wielomianowe.

(2) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Zbiér endomorfizméw V', End(V'), jest prze-
strzenig wektorowa, a ze wzgledu na sktadanie odwzorowan algebra taczna, nieprze-
mienng.

(3) Endomorfizmy przestrzeni wektorowej R™ utozsamiane sa z macierzami kwadrato-
wymi n X n. Sktadaniu odwzorowan liniowych odpowiada mnozenie macierzy, wiec
przestrzen macierzy M(n) z dzialaniem mnozenia jest nieprzemienna algebra laczna.

(4) W algebrze tacznej (A, ) wprowadzamy dzialanie [, |:

[a,b] =a-b—1b"a.

Dostajemy nowa strukture algebry. Oczywiscie, [a, b] = —[b, a]. Ponadto, korzystajac
z tacznodci,

[a,[b,c]]=a-(b-c—c-b)—(b-c—c-b)-a
=(a-b—b-a)-c—c-(a-b=b-a)+b-(a-c—c-a)—(a-c—c-a)-b
= [[a,b], c] + [b, [a, c]],

czyli (A, [, ]) jest algebra Liego. W szczeg6lnosci, komutator daje strukture algebry
Liego w End(V) i w M(n). Mamy wiec w A dwie struktury algebry: lacznej i Liego.
(5) Przestrzen X(M) pdl wektorowych jest algebra Liego ze wzgledu na komutator [, ]
pol wektorowych.
(6) Podprzestrzen o(n) macierzy spetniajacych warunek a' = —a tworza podalgebre
algebry (M(n), [, ]):

[a,b]" = (ab—ba)" =b"a’ —a"b" =ba — ab = —][a, b].

W szczegblnosci, dla n = 3, mamy

0 —z y 0 —2 o 0 -2 ¥ 0 —zvy 0 —ay +2'y za' -2
z 0 —z| |2 0 2|2 0 —2'||z 0x|=|ay—2y 0 —y2 +y'z|
-y x 0 -y 2 0 -y 2 0 -y x 0 —zr' + 2 oy —y'z 0

czyli 0(3) mozna utozsamié z z algebra (R3, x) z iloczynem wektorowym wzgledem
orientacji kanoniczne;j.



DEFINICIJA 1. Odwzorowanie liniowe D: A — A nazywamy rézZniczkowaniem w algebrze,
jezeli dla kazdej pary a,a’ € A mamy

D(a-a')=a-D(a)+ D(a)-d .

PRzZYKLADY 2.

(1) Tozsamo$é¢ Jacobiego w definicji algebry Liego oznacza, ze mnozenie jest rézniczko-
waniem wzgledem siebie.

(2) Pole wektorowe na rozmaitosci jest rézniczkowaniem w algebrze funkcji gtadkich.

(3) Niech ® bedzie algebra taczna. Dla kazdego f € & odwzorowanie

Dy:® - d:g— f-g—g-f=][fg]
jest rézniczkowaniem w ®:
Di(g-g)=Ff(9:9)—(g-9)-F=(f-9—9-1)-9d+g-(f-9 =9 f)=Ds(g9)-g+9-Dys(q').

Rézniczkowanie takie nazywamy rozniczkowaniem wewnetrznym. Widzimy wiec, ze
komutator w algebrze tacznej jest rézniczkowaniem zaréwno w algebrze tacznej jak i
algebrze Liego (z komutatorem jako dziataniem).

Oznaczmy przez Der(®) zbiér rézniczkowan w algebrze lacznej ®. Oczywistym jest, ze
tworzg one przestrzen wektorowsa oraz ze zlozenie dwéch rézniczkowan nie jest rézniczko-
waniem.

STWIERDZENIE 1. Niech a,b € Der(®). Wéwczas ich komutator ab — ba tez jest rézniczko-
waniem w P.

DowOD:
(ab—ba)(f-g) =a(b(f) g+ f-bg)) —ba(f) g+ f-alg))

= ab(f) - g+ fab(g) —ba(f)- g — [ -ba(g)
= (ab—ba)(f)- g+ f - (ab—ba)(g)

|
STWIERDZENIE 2. (Der(®),[, |), gdzie [a,b] = ab — ba, jest algebra Liego.
DowOD: [a,b] = —[b, a], wiec mnozenie jest antyprzemienne. Pokazujemy, ze spelniona jest
tozsamos¢ Jacobiego:
[a, [b, c]] = [a,be — ¢b] = abe — acb — bea + cba
= abc — bac — cab + cba + bac — bca — acb + cab
= [la, 0], c] + [b, [a, ]].
|
FLatwo sprawdzié, ze
[Dy, Dy = Diy.g);
czyli rézniczkowania wewnetrzne tworza podalgebre algebry (Der(®),[, ]) i naturalne od-

wzorowanie ® 5 f — Dy € Der(®) jest homomorfizmem algebr Liego.

Przykladem powyzszej konstrukeji jest algebra Liego pdl wektorowych na rozmaitosci
M. Jako algebre ® bierzemy algebre funkcji gtadkich na M. Pole wektorowe na M jest
rézniczkowaniem w algebrze .



1.1. Rézniczkowania miedzy algebrami. Niech beda dane dwie algebry ® i @', oraz
homomorfizm algebr F: ® — @' to znaczy jest to odwzorowanie liniowe zachowujace mno-
zenie:

F(ab) = F(a)F(b).

Liniowe odwzorowanie D:® — ®' nazywamy F-rézniczkowaniem, jezeli
D(ab) = D(a)F(b) + F(a)D(b).

Przyktad: wektor v styczny do rozmaitoéci M w punkcie ¢ jest rézniczkowaniem z algebry
funkeji gladkich w algebre liczb, wzgledem homomorfizmu f +— f(q).

STWIERDZENIE 3. Zlozenie rézniczkowania z homomorfizmem algebr jest rézniczkowaniem
wzgledem tego homomorfizmu.

DowOD: Proste przeliczenie. m

2. Przestrzen dualna do algebry Liego.

Niech (A, [, ]) bedzie algebra Liego wymiaru skonczonego. Mamy kanoniczny izomorfizm
miedzy przestrzenia wektorowa A i przestrzenia funkcji liniowych na A* (przestrzen dualna).
Niech @ — & bedzie ta odpowiednioscia. Zdefiniujmy nawias na funkcjach liniowych na A*

{a,b) = [a,b] (1)

Spelnia on tozsamosé Jacobiego, bo [, | ja spelnia i jest antyprzemienny. Zakladajac spel-
nienie regulty Leibniza {f, gh} = g{f,h} +{f, g}h (nawias jest rézniczkowaniem w algebrze
lacznej funkcji na A™) mozemy zdefiniowaé¢ nawias na wszystkich funkcjach wielomiano-
wych, a przez ciggtosé niemal jednostajng na wszystkich funkcjach na A*. Nawias ten jest
strukturg Poissona na A*. I na odwrét, majac liniowy nawias Poissona na A* (nawias
funkecji liniowych jest funkcja liniowa), mozemy przez relacje (1) wprowadzi¢ w A strukture
algebry Liego. Mamy zatem wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy strukturami
algebry Liego w przestrzeni wektorowej A i liniowymi nawiasami Poissona na przestrzeni
dualnej A*.

Kilka uwag o strukturze Poissona na rozmaitosci M. Mozna ja zadawaé przez struktura
algebry Liego (nawias Liego) na funkcjach lub, réwnowaznie, przez odzorowanie wiazek
wektorowych A: T*M — TM (warunek tozsamosci Jacobiego jest tu trudniejszy do wypo-
wiedzenia). Nawias na funkcjach zadany jest wzorem

{f,9} = (dg, Ao df).

W kazdy punkcie rozmaitosci M mamy podprzestrzen przestrzeni stycznej - obraz odwzoro-
wania A. Tozsamo$é Jacobiego oznacza, ze podprzestrzenie te sg styczne do podrozmaitosci
w M. Podrozmaitosci te zadaja foliacje M. Liscie tej foliacji nazywane sa lisémi symplek-
tycznymi struktury Poissona.

PRZYKLAD 3. Rozpatrujemy algebre Liego (R?, x). Przestrzen dualna do R? utozsamiamy
z R3. W tym utozsamieniu dostajemy dla funkcji wspétrzedniowych

{x,y} =% {yvz} =, {Z7x} =Y.

Aby znaé¢ wektor styczny do rozmaitoSci, wystarczy wiedzie¢ jak dziala na funcje wspol-
rzedniowe, wiec, by za¢ A(dx), wystarczy wiedzie¢, czemu sa réwne (dz, A(d)), (dz, A(d)) i
(dz, A(d)). Ale (dz,A(d)) = {z,2} =0, (dy, A(d)) = {z,y} = z i (dz,A(d)) = {x, 2} = —y
i stad

A(dz) = z2 — Y.

Podobnie obliczamy A(dy), A(dz):



0 0
A(z,y,z) (dy) - _Zaix + x%)

0 0
Ay, (dz) = —xa—y + y%

Zatem im A, , .y = {(%,9, 2): 22 + gy + 2z = 0}, czyli jest to przestrzen styczna do sfery
o $rodku w zerze. Li§¢émi symplektycznymi dla tej struktury Poissona sa sfery o srodku w
zerze.

W powyzszych rozwazaniach zakladaliSmy wymiar skonczony algebry. Przyjrzyjmy sie
przyktadowi podstawowemu algebry Liego wymiaru nieskoniczonego - algebrze pdl wektoro-
wych na rozmaitosci M. Istotne jest, by elementy z algebry Liego méc utozsamié z funkcjami.
Pole wektorowe na M mozna utozsamié¢ z funkcja na T* M, liniowa na wléknach. Nawias pél
wektorowych indukuje wigc nawias na funkcjach liniowych na T*M. Nie wystarcza to do
zdefniowania nawiasu Poissona dla wszystkich funkcji. Trzeba jeszcze wiedzieé, jaki jest na-
wias funkcji stalych na wléknach miedzy soba i z funkcjami liniowymi. Nawiasy te wynikaja
z wlasnosci nawiasu Liego pdl wektorowych wzgledem mnoéeniaApél przez f}mkcje. Mamy
[X.fY] = fIX.Y] + X(N)Y, eayli {X, fV} = {{X,V} + X()Y, i stad {X, [} = X(f).
UzyliSmy tu jednego oznaczenia dla funkcji na M i odpowiedniej funkcji, statej na wiok-
nach, na T*M. Réwnosé¢ {¢X, f} = ¢{X, f} + X{g, f}, implikuje {g, f} = 0, bo funkcja
liniowa i stata na wléknach jest réwna zero. W ten sposéb dostajemy nawias na wszystkich
funkcjach wielomianowych stopnia 1. Stad, jak i dla algebry wymiaru skonczonego, dosta-
jemy nawias Poissona na T*M. Jest to kanoniczny nawias Poissona na przestrzeni fazowej
(wiazce kostycznej).

3. Dzialania grup.

DEFINICJA 2. Lewym (prawym) dzialaniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie
®: G x X — X spelniajace dwa warunki

(1) @(g, ®(h,x)) = D(gh,x), (B(g, ®(h, 7)) = P(hg,))
(2) e, x) = 2.

Inaczej méwiac, ¢ zadaje homomorfizm (antyhomomorfizm) grupy G w grupe bijekcji
zbioru X. Majac zadane lewe dzialanie ®, prawe dziatanie ® dostajemy kladac ®(g,z) =
®(g~ 1, x). Mozemy wiec zawsze przejéé od dziatania lewego do prawego i z powrotem. Jezeli
zbiér ma jaka$ strukture (rézniczkowa, algebraiczna), to na ogdt zadamy, by bijekcje zbioru
X respektowaly te struktury.

PRZYKEAD 4. Niech X bedzie sama grupa, X = G. Lewe (prawe) dzialanie L (G) grupy
G na sobie definiujemy przez

L(g,h) = gh, Lg(h)= L(g,h)
R(g’ h) = hga Rg(h’) = R(g’h)

Odwzorownia Ly i R, sa bijekcjami, ale nie homomorfizmami grup. Dla kazdego g € G
automorfizmem (homomorfizm bedacy bijekcja) grupy jest odzorowanie

Ady:G — G:h LyR,~1h=ghg™' = R,~1L,h,
Ady(hh') = ghh'g™ = ghg~'gh'g™" = Ad,(h) Ad,(K).
Sprawdzamy, ze homomorfizmy Ad, definiuja lewe dziatanie grupy na sobie:
Adgy (h) = (99")h(99") ™ = 9(g'hg' " )g™" = Ady(Ady (h)).

Ad nazywane jest dzialaniem dolaczonym (reprezentacja dolaczona) grupy. Zauwazmy tu,
ze Ady(g9) = ggg~' = g i ze dla grupy abelowej Ad, = idg.
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4. Grupy Liego.

Grupg Liego nazywamy grupe bedaca rozmaitoscia rézniczkowa z rézniczkowalnym dzia-
taniem grupowym. Okazuje sie, ze pociaga to za sobg analitycznosé, czyli grupa Liego jest
rozmaitoscia analityczna z analitycznym dzialaniem grupowym. W pigtym problemie Hil-
berta postawione jest pytanie: czy grupa Liego jest grupa topologiczna (grupa jest przestrze-
nig topologiczna z ciaglym dziataniem grupowym)? Ostateczna odpowiedz daje Twierdzenie
Yamabe (1953):

Lokalnie zwarta grupa topologiczna bez matych podgrup jest grupq Liego.

Bez malych podgrup oznacza, ze istnieje otoczenie jedynki, ktore nie zawiera podgrupy. Tak
wiec, w kontekscie grup Liego, ciaglos¢ implikuje rézniczkowalno$é, a nawet analitycznosc.
Dla grupy Liego Ly i R, sa dyfeomorfizmami.

5. Pola lewo- i prawo-niezmiennicze.

DEFINICJA 3. Polem lewo-niezmienniczym na grupie Liego G nazywamy pole X spelniajace
ré6wnosé (Ly)+«X = X dla kazdego g € G.

Zastepujac L, przez R, dostajemy definicje pola prawo-niezmiennicze. Oznacza to, ze je-
zeli krzywa v: ¢t — 7(t) € G reprezentuje wektor X (h) pola lewo-niezmienniczego (prawo-niez-
mienniczego), to krzywa gvy:t — gv(t) (vg:t — 7(t)g) reprezentuje wektor X (gh) (X (hg)).
I dalej, jezeli v:t — ~(t) € G jest krzywa calkowa pola lewo-niezmienniczego (prawo-niez-
mienniczego) X, to krzywa gy (vg) jest tez krzywa calkowa tego pola. W szczegdlnodci,
wynika stad, ze jezeli v(0) = e, to zaréwno s — y(s +t) jak i s — Y(t)y(s) sa krzywymi
catkowymi pola. Z jednoznaczno$ci dostajemy zatem

(s +1t) = y(t)y(s) = v(t)v(s),

zaréwno dla prawo- jak i lewo-niezmienniczych pél. Krzywa catkowa przechodzaca przez e
jest homomorfizmem grup 7: R — G (jest jednoparametrowa podgrupa grupy G).

7Z definicji pola niezmienniczego wiemy, ze pole takie jest jednoznacznie wyznaczone przez
swoja warto$¢ w jednoéci grupy. Dla kazdego v € TG mamy w punkcie g € G dwa wek-
tory, nalezace odpowiednio do lewo- i prawo-niezmienniczego pola. Jaka jest miedzy nimi
relacja? Niech v bedzie krzywa reprezentujaca wektor v € T.G. Krzywa g7y reprezentuje
wektor , X (g) odpowiedniego pola lewo-niezmienniczego, a krzywa g wektor X, (g) pola
prawo-niezmienniczego. Stad gv(t) = Ady(y(t)g) oraz v(t)g = Ad,-1(gv(t)) i stad

v X (9) = T Ady(Xu(9))-
STWIERDZENIE 4. Odwzorowanie Ig: G — G:g — ¢~ ! zadaje odpowiednio$é miedzy po-
lami lewo- i prawo-niezmienniczymi.

Dowo6Dp: Niech v bedzie jednoparametrowsg podgrupa w G, wiec krzywa catkows pola lewo-
i prawo-niezmienniczego, odpowiadajaca wektorowi v € T.G. Krzywa t — gvy(t) jest krzywa
catkowa pola lewo- niezmienniczego. Mamy

(v®) = () g = (—t)g

wiec I oy jest krzywa catkowa pola prawo-niezmienniczego, odpowiadajacego wektorowi
—. m
Mamy wiec (Ig)xs X = X_,.

6. Algebra Liego grupy Liego.

STWIERDZENIE 5. Dla kazdego dyfeomorfizmu ®: M — N mamy @« ([X,Y]) = [@xX, PxY]
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DowoOD: Niech f € C°°(N). Dla dowolnego pola wektorowego X Mamy
(24X (f)) 0 ® = X(fo®) (2)
i stad

(2[X.Y](f)) 0@ = [2,Y](fo @)
= X(Y(f0®)) = Y(X(f 0 @) = X (B+Y(f)) 0 ®) = ¥ ((®£X(/)) 0 @)
= (D4 X DY (f)) 0 ® — (P Y Pk X(f)) 0 @
= ([®+X, DxY](f)) 0 @.

|
Z tego stwierdzenie wynika, ze nawias Liego pél lewo-niezmienniczych (prawo-niezmienni-
czych) jest tez polem lewo-niezmienniczym (prawo-niezmienniczym). Pola lewo-niezmienni-
cze i pola prawo-niezmiennicze na grupie G tworza podalgebry Liego algebry wszystkich pol
wektorowych na G. Nazywamy je algebrami Liego grupy Liego G. Dla ujednoznacznienia,
czesto przez algebre Liego grupy rozumie sie algebre pél lewo-niezmienniczych i oznacza
g. Jako przestrzenie wektorowe, algebry Liego grupy sa izomorficzne przestrzeni T.G i na
ta przestrzen przenosi sie strukture algebry Liego. Trzeba tylko pamietaé ktora. Ze Stwier-
dze 4, 5 wynika, ze odwzorowanie (Ig)+ zadaje izomorfizm lewej i prawej algebry Liego.
Z drugiej strony, na przestrzeni stycznej T.G odwzorowanie TIg jest minus identyczno-
Scia,wiec
[va]l = —[—1}, _w]p = _[U7w]p7
wigc lewy i prawy nawias Liego na T.G réznia si¢ znakiem. Lewe przesunigcie L, zadaje
izomorfizm przestrzeni T.G i T,G, wiec zadaje tez utozsamienie wiazki stycznej TG z
iloczynem kartezjanskim G x g. Ale TYLKO JAKO WIAZKI WEKTOROWEJ!!, bo nawias
Liego pdl wektorowych NIE jest nawiasem funkcji o wartosciach w g.

6.1. Uwaga ogoélna. Redukcja Poissona. Algebry Liego grupy Liego G zostala zdefi-
niowana jako podalgebra algebry Liego pél wektorowych na G. Struktura podstawowsa jest
tu wiec struktura wiazki stycznej, a strukture algebry Liego grupy dostajemy przez jej re-
dukcje. Z drugiej strony wiemy, ze strukturze algebry Liego na przestrzeni wektorowej V'
wymiaru skonczonego odpowiada jednoznacznie (liniowa) struktura Poissona na przestrzeni
dualnej V* (nawias Poissona funkcji na V*). Mamy wiec tez strukture Poissona na g*. Ale
wiemy tez, ze struktura wiazki stycznej (nawias Liego pdl wektorowych) ma swéj odpowied-
nik na wiazce dualnej do wiazki stycznej, na wiazce kostycznej. Struktura ta jest kanoniczna
struktura symplektyczna i odpowiadajacy jej nawias Poissona funkcji na wiazce kostyczne;j.
Wszystko jest tu kanoniczne, powinna wiec istnie¢ procedura otrzymywania nawiasu Liego
funkcji na g*. Wyglada ona tak: Mamy odwzorowanie

Ly:TG — g

i dualne odwzorowanie

L*: TG — g*.
Oczywistym jest, ze dla v € g, Ly (v) jest obrazem lewo-niezmienniczego pola , X, a dla
funkcji v,

o~

WX =0oL*
Dostajemy natychmiast relacje miedzy nawiasami Poissona
{0,0}g 0 L* = {,X,wX}
i ogblnie, dla dowolnych funkcji f, g na g*,
{figtaoL" ={foL¥ goL"}.

Relacja ta jest kanonicznym przykladem redukcji Poissona.
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6.2. Przyklad podstawowy. Niech G = Gl(n). Jako rozmaito$é¢ rézniczkowa, jest to
otwarta podrozmaito$é przestrzeni wektorowej M(n). Zatem jej przestrzen styczna (w do-
wolnym punkcie) utozsamiamy z M(n). Przestrzen M(n) jest algebra laczna z dzialaniem
mnozenia macierzy. Jak kazda algebra laczna, jest tez algebra Liego z dzialaniem okreslo-
nym przez komutator w algebrze tacznej. Pokazemy, ze ta struktura algebry Liego pokrywa
sie ze struktura algebry Liego grupy GIl(n). Niech v, w € M(n) i niech t — e+tv, t — e+tw
bada krzywymi w Gl(n), reprezentujacymi wektory v,w € T.G, gdzie e jest macierza jed-
nostkowa (jednoscia w grupie). Wektory ,X(a) i X (a) sa reprezentowane odpowiednio
przez t — a + tav, t — a+ taw. Dla dowolnej funkcji f € C*°(G) i dowolnego punktu
a € Gl(n) obliczymy [, X, ., X](f)(a):

[ X, wX](f)(a) =0 X (X (f))(a) —w X (,X(f))(a)

d d
- &nzo(“’X(f))(“ + tav) — @‘tZO(T,X(f))(a + taw)

d d 4 d
= aIt:oglszof((a + tav) + s(a + tav)w) — a\t:o&\s:oﬂ(a + taw) + s(a + taw)v)
4 vt saw + stavw) - S L pat taw + sav + stawo)
- dt|t:0 d8|5:0 a av saw stavw dt|t:0 ds|5:0 a aw sav stawv
— %ﬁ:of/(a + tav)(aw + tavw) — %lt:of/(a + taw)(aw + tawo)
= f"(@)(av,aw) + f'(a)(avw) — "(a) (aw, av) + f'(a) (ewv) = f'(a)(a(vw — wv))
=] X(f)(a),

gdzie [v, w] oznacza komutator macierzy v i w. Pokazali$my wiec, ze nawias Liego w algebrze
Liego gl(n) jest réwny komutatorowi macierzy.

6.3. Podgrupy i podalgebry. Wiadomo, co to jest podgrupa grupy. Sprawa sie kom-
plikuje, gdy mowimy o podgrupach w kontekscie grup Liego. Nie wystarczy zajmowaé sie
podgrupami, ktére sa podrozmaitoéciami w zwyklym sensie (podrozmaitossé jest lokalnie
wykresem odwzorowania). Przykladem jest jednoparametrowa podgrupa na torusie: moze
ona dawaé geste nawiniecie na torus. Trzeba zatem dopusci¢ podgrupy (w zwyklym sen-
sie), ktdre posiadaja wlasna strukture rozmaitosci rézniczowej czyniac z niej grupe Liego,
a wlozenie podgrupy w grupe jest immersja rozmaitosci (tzn. pochodna ma maksymalny
rzad).

STWIERDZENIE 6. Niech v: H — G bedzie podgrupa Liego w G. Wéwczas by jest podalgebra
Liego w g, przy naturalnym utozsamieniu §) z To(T.H).

DowOD: Kazdy wektor v € h definiuje pole lewo-niezmiennicze , X na H i pole lewo-niezmiennicze
»Y na G. Poniewaz ¢ jest injektywna immersja, na H C G pole ,Y pokrywa si¢ z obrazem
pola , X . Lokalnie (w H), obraz ¢ jest podrozmaitoscia w zwyklym sensie, wiec nawias Liego
[vY,w Y] porywa sie z nawiasem Liego [, X, X]. ]

TWIERDZENIE 1. Niech g bedzie algebra Liego grupy G i niech i C g bedzie jej podalgebra
Liego. Wowczas istnieje dokladnie jedna spéjna podgrupa Liego H — G taka, ze b jest
algebra Liego grupy.

DowoéD: Jednoznacznoéé wynika z tego, ze spéjna grupa Liego H jest generowana przez
otoczenie jedynki. Niech teraz v € § i niech , X bedzie lewo-niezmienniczym polem na G.
Wektory takich pél lewo-niezmienniczych rozpinaja w kazdym punkcie g € G podprzestrzen
styczng Dy przestrzeni T,G. Jest to dystrybucja spelniajaca zatozenia twierdzenia Frobe-
niusa. Istotnie, jezeli Y7, Y5 sa polami nalezacymi do dystrybucji D, to ¥; = 3 y ff e; X, gdzie
(ej) jest baza b i dostajemy

[YLY’Q] = fofé[eJX7 ech] + ffer(fQIC)ekX - fé:ekX(flj)er'
J.k
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Kazdy z tych skladnikéw nalezy do dystrybucji D, wiec D jest zamknieta ze wzgledu na
nawias Liego. Na mocy twierdzenia Frobeniusa z geometrii rézniczkowej (w wersji globalnej)
istnieje maksymalna spdjna (zanurzona) podrozmaito$¢ catkowa dla D przechodzaca przez
e € G. Oznaczmy ja H. Pokazemy, ze H jest podgrupa Liego w G (wystarczy pokazaé, ze
podzbiér H jest zamkniety ze wgledu na mnozenie i branie odwrotnosci). Poniewaz H jest
tukowo spdjna, dla a € H istnieje gtadka krzywa «y : [0,1] — H taka, ze v(0) = eiv(1) = a.
Dystrybucja D jest niezmiennicza na dyfeomorfizm L,-1, wigc krzywa ¢ +— L, (7(1 — t))
lezy w H i taczy e z a~1. Podobnie, jezeli ¥ : [0,1] — H jest taka, ze ¥(0) = e i ¥(1) = b,
to kawatkami gltadka krzywa

() 0<t<1,
Ly(y(1—-1)) 1<t<2

[O,Q]StH{

jest krzywa calowa dla dystrybucji D. Yaczy ona e z ab. [
Konczymy ta cze$é twierdzeniem o istnieniu grupy Liego dla kazdej skonczenie wymia-

rowej algebry Liego. Twierdzenie to jest (miedzy innymi) konsekwencja twierdzenia Ado,

ktére mowi, ze kazda skonczenie wymiarowa algebra Liego moze by¢ wiernie reprezentowana

jako podalgebra gl(R,n) dla pewnego n.

TWIERDZENIE 2. Niech g bedzie skonczenie wymiarowa algebra Liego nad R. Woéwczas

istnieje dokladnie jedna spdjna i jednospdjna grupa Liego G taka, ze g jest algebra Liego

grupy G.

7. Algebry Liego najwazniejszych grup Liego.

7.1. SU(2).

Niech G = SU(2). Algebra Liego tej grupy oznaczana jest symbolem su(2). Grupa SU(2)
moze by¢ opisana na kilka sposobdw:

su) ={ | % 2|[lap+152 =1}

. T +ixe T3+ ixy
—r3+iry x1 —ixg

Hx%—i—x%—i—x%—l—xizl}.

Innymi stowy, SU(2) jest zbiorem macierzy 2 x 2 takich, ze AT = A~! i det A = 1 Wynika
stad, ze jako rozmaito$é rézniczkowa SU(2) jest dyfeomorficzna z tréjwymiarowa sfera w
R*. Algebra Liego su(2) jest podalgebra gl(2, C) macierzy spetniajacych warunki AT = —A
i TrA = 0. Przykladowa baza su(2) jest

et ={[0 510 ST [0d

Tak wiec su(2) = span{ey, ea, e3}. Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze relacje ko-
mutacyjne pomiedzy e, es i es sa nastepujace:

[e1, e2] = —2es,
les, e1] = —2eq,
[627 63} = _2617

7.2. SO)(3). Grupa SO)(3) jest skladowa jedynki grupy macierzy ortogonalnych O(3) tzn.
takich, ze AT = A~!. Algebra Liego s0(3) jest podalgebra gl(3, R) macierzy spetniajacych
warunki AT = — A, czyli postaci

0 a b
—a 0 ¢
b —c O



Wybierajac baze

0 2 0 0 0 2 0 0 O
e1=1—-2 0 0|,ea=1]0 0 O0],es=|0 0 2/,
0 00 -2 0 0 0 -2 0
dostajemy relacje komutacyjne
[e1, e2] = —2es,
[e3,e1] = —2e2,
[eZae-?J = _2617

Zatem algebry s0(3) i su(2) sg izomorficzne.

7.3. SU(n).
Dla v € su(n) mamy e’ € SU(n), czyli

(c"aley) = (] y)

dla wszystkich z,y € C" i t € R. Rézniczkujemy obie strony po t i kladziemy ¢ = 0, by
otrzymad

(v y) + (2 vy) =0

dla wszystkich z, y. Oznacza to, ze v* = —v, czyli v jest macierza antyhermitowska. Ponadto
wzér det eV = eV pokazuje, ze macierze z algebry su(n) musza by¢ bezsladowe. I na odwrét,
jezeli v jest bezéladowa macierza hermitowska, to

(ev)—l — eV = e’u* — (efu)* i det(e”) — eT1rv _ 1’

czyli t — e’ jest jednoparametrowa podgrupa w SU(n). Wnioskujemy, ze algebra su(n) jest
przestrzen macierzy antyhermitowskich o $ladzie zero. Jej wymiar wynosi 2n? — 2.

7.4. SO)(n). Grupa SO)(n) jest sktadowa jedynki grupy macierzy ortogonalnych O(n) tzn.
takich, ze AT = A~'. Algebra Liego so(n) jest podalgebra gl(n, R) macierzy spetniajacych
warunki AT = —A.

7.5. SL(n, K). Ze wzoru dete™ = e™'™ widzimy, ze sl(n, K) jest przestrzenia macierzy n xn
o wyrazach z K i o §ladzie réwnym 0. Teraz zauwazmy, ze dla K = R mamy

dim SL(n,R) = n? — 1
czyli jest to wymiar przestrzeni macierzy bezsladowych. Podobnie dla K = C mamy
dim SL(n, C) = 2n* — 2

czyli rzeczywisty wymiar przestrzeni bezsladowch macierzy zespolonych n x n.

7.6. Sp(2n,R).
Grupa
Sp(2n,R)

jest to grupa przeksztalcen symplektycznych przestrzeni symplektycznej wymiaru 2n (czyli
przestrzeni wektorowej nad R wymiaru 2n z wyrdzniona niezdegenerowana antysymetryczna
forma biliniowa). Mozna ja konkretnie zdefiniowaé jako zbiér takich macierzy m € Ms, (R),
ze

mTJnm = Jp,

gdzie
0 I,
JIn = |:_]In 0 } € My, (R).



Zauwazmy, ze Sp(2n,R) C SL(2n,R). Algebra Liego grupy Sp(2n, R) sklada si¢ z macierzy
m € Ms,(R) takich, ze
mTJn + J,m = 0.

7.7. Sp(n).
Grupa Sp(n) jest to podgrupa grupy GL(n,H) (ktéra z kolei jest podgrupa GL(4n,R))
zlozona z przeksztalcen zachowujacych forme

n
H" x H" > (u,w) — Zuﬁwi
i=1

gdzie sprzezenie kwaternionu x = a + bi + ¢j + dk definiujemy jako
T =a—bi—cj—dk.

Jest to rzeczywista (i zwarta) grupa Liego wymiaru n(2n + 1). Jej algebre Liego mozna
zrealizowaé jako algebre antyhermitowskich! macierzy kwaternionowych n x n.

8. Jednospdjnosé i grupy nakrywajace.

Niech X bedzie tukowo spdjna przestrzenia topologiczna. Petlg w X nazywamy ciagte
odwzorowanie T — X. Petla v jest $ciggalna, jesli istnieje odwzorowanie h : T x [0,1] — X
takie, ze h(z,1) = v(2) i h(z,0) = v(1) dla wszystkich z € T i h(1,t) = (1) dla t € [0,1].
Przestrzen X nazwiemy przestrzenia jednospdjng, jesli kazda petla w X jest $ciagalna.

Dla kazdej odpowiednio regularnej przestrzeni X (pétokalnie jednospéjnej, czyli kazdy
punkt z € X ma otoczenie U takie, ze kazda petle przy = zawarta w U mozna $ciagnaé
do punktu, ale niekoniecznie wewnatrz U; kazda rozmaitosé jest taka) istnieje przestrzen
topologiczna X wraz z odwzorowaniem p: XX taka, ze

e przestrzen X jest jednospdjna,
ee p jest nakryciem (kazdy punkt z € X ma utoczenie U takie, ze p~1(U) jest suma

roztaczna p~H(U) = || V, zbioréw otwartych (V,),er i dla kazdego ¢ odwzorowanie
LET

ply, V, — U jest homeomorfizmem).

Przestrzehi X jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do homotopijnej réwnowazno-
$ci. Nazywamy ja nakryciem uniwersalnym przestrzeni X. Jesli X jest rozmaitoscia, to jest
nia réwniez X.

Waznym faktem jest to, ze jedli X jest grupa Liego, to X réwniez jest grupa Liego,
a kanoniczny rzut p : G — G jest homomorfizmem grup Liego. Zgodnie z punktem ee
powyzej, jadro tego homomorfizmu jest dyskretna podgrupa w G.

8.1. Przyktlady.

(1) Niech X = T. Wéwezas nakryciem uniwersalnym X jest (moze by¢) przestrzen X =
R. Odwzorowanie p : X — X jest dane wzorem

p(t) = e
(2) Grupa SL(2,C) jest nakryciem uniwersalnym grupy przeksztalcen Lorentza zacho-

wujacych kierunek czasu i orientacje przestrzenna.
(3) Grupa SU(2) jest nakryciem uniwersalnym grupy SO(3).

INalezy w definicji sprzezenia hermitowskiego macierzy uzyé¢ sprzezenia kwaternionéw
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9. Odwzorowanie wykladnicze.

Jak wiemy, krzywa calkowa pola lewo-(prawo-)niezmienniczego, przechodzaca przez jed-
noé¢ grupy, jest jednoparametrowa podgrupa. Mozemy zatem dobrze zdefiniowane odwzo-
rowanie

exp:g — Giv s 7, (1), (3)

gdzie v, jest krzywa calkowa pola ,X, v,(0) = e. Z twierdzenia o zaleznosci rozwiazan
rownania od jego wspotczynnikow wynika gladkosé odwzorowania exp. Bezposrednio z de-
finicji wynika, ze pochodna exp w zerze jest identycznoscia w g. Z twierdzenia o lokalnej
odwracalnoéci exp jest lokalnym dyfeomorfizmem. Skoro tak, to strukture (lokalnej) grupy
mozna przenieS¢ na otoczenie zera w algebrze. Mozna wiec w algebrze Liego wprowadzi¢
dzialanie grupowe (lokalnie, w otoczeniu zera). Wzory, opisujace to dzialanie sg klasycznymi
wzorami Bakera-Campbella-Hausdorffa. Dla macierzy daja one przepis na macierz C' taka,

ze edel = e przy zadanych macierzach A, B.

10. Homomorfizmy grup Liego.
Komentujac definicje grupy Liego zauwazylismy, ze w kontekscie grup ciagtosé¢ implikuje

rozniczkowalnosé. Pokazemy, ze jest tak dla homomorfizmow.

TWIERDZENIE 3. Niech v : R — G bedzie ciaglym homomorfizmem. Wéwczas istnieje
wektor v € g taki, ze

V() = exp(tv) (4)
dla wszystkich t € R.
DowoD: Niech U i V beda otoczeniami 0 € g a O i W otoczeniami e € G takimi, ze

e exp jest dyfeomorfizmem U na O,
e V+VCU,
e W =expV,
e W2 CO.
Aby skonstruowaé takie otoczenia zaczynamy od pary U, O spelniajacej pierwszy warunek.
Dalej niech W, bedzie takie, ze W7 C O (takie otoczenie istnieje na mocy ciagtoéci mnozenia
w G, zauwazmy, ze w szczegdlnosci Wi C O) i niech V; = exp~ (W ). Niech Vs bedzie takie,
ze Vo + Vo C U (istnieje na mocy ciaglodci dodawania w g) i niech ¥V = V; NV,. Wowezas
spelniony jest drugi warunek. Niech W = exp(V) (spelniony jest wiec warunek trzeci).
Mamy V C Vi, wiec W = exp(V) C exp(V;) = Wy, a wiec W? C O.

Odwzorowanie ~ jest ciagle, wigc istnieje € > 0 taki, ze y(t) € W dla |t| < e. Ustalmy
a €] — e,¢e]. Woéwezas istnieje v € V C U taki, ze

~v(a) = expwv.

Ponadto istnieje w € V taki, ze
'y(%) = expw.

Poniewaz v(%)v(%) = v(a) mamy
exp(w) exp(w) = exp(v).

Pamigtajmy, ze ¢t — exp(tw) jest jednoparametrowa podgrupa, wiec exp(w)exp(w) =
exp(2w). Ponadto 2w € V 4+ V C U, a exp jest jednoznaczne na U. Stad v = 2w, a wiec

a

(%) = exp(3v).

Podobnie pokazujemy, ze



dla wszystkich n, a korzystajac ponownie z tego, ze v i t — exp(tv) sa homomorfizmami
mamy
v(5ra) = exp(3iv)
dla wszystkich m € Z i n € N. Poniewaz liczby
{Q%a| meZneN }
tworza zbidr gesty w R i zaréwno 7 i t — exp(tv) sa ciagle wzgledem ¢ otrzymujemy (4). m
WNIOSEK 1.
(1) Kazda ciggla jednoparametrowa podgrupa G jest gladka.
(2) Istnieje bijekcja pomiedzy zbiorem ciaglych jednoparmetrowych podgrup w G i g.
Korzystajac z wniosku 1(1) mozna udowodnié réwniez nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4. Niech ¢ : G — H bedzie cigglym homomorfizmem. Woéwczas ¢ jest od-
wzorowaniem gladkim. W szczegolnosci, kazda skoniczenie wymiarowa reprezentacja grupy
Liego jest gladka.

DowOD: (szkic) Pokazemy, ze ¢ jest klasy C'. Niech v € g i niech v, bedzie odpowiednia
1-parametrowsa grupa. Poniewaz ¢ jest homomorfizmem, ¢o~y, jest ciagla jednoparametrowa
grupa na H. Na mocy pierwszego punktu z wniosku do Twierdzenia 3 jest to podgrupa pew-
nego elementu ¢ (v) € . Wnioskujemy, ze ¢ ma pochodne kierunkowe w jednosci grupy zbie-
rajace sia do odwzorowania ¢: g — h. Dla dowolnego g € G mamy ¢ (g7, (t)) = ¢(g)P(7. (1)),
czyli ¢ ma pochodne kierunkowe w g, ktére, przy utozsamieniu T,G z g i Ty H z b tez
zbieraja sie do odwzorowania . Metodami znanymi z Analizy II (z ciagloéci pochodnych
czastkowych wynika ciagla rézniczkowalnosé) pokazuje sie, ze ¢ jest klasy C1. n

STWIERDZENIE 7. Niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem grup Liego. Wéwczas ¢’ ma
staty rzad.

DowOD: Z dowodu poprzedniego twierdzenia mamy, ze w reprezentacji TG = G x g i
TH = H x b pochodna homomorfizmu jest odwzorowaniem statym.

WNIOSEK 2. Niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem grup Liego. Wéwczas istnieje
otoczenie U elementu neutralnego w G takie, ze ¢p(U) jest podrozmaitoscia w H.

Whniosek 2 jest konsekwencja ,twierdzenia o stalym rzedzie”.
Niech a,b € G i niech v reprezentuje v € T,G. Rownosé

¢(ay(t)) = ¢(9)o(v(t))
implikuje réwnosé
¢’ (ab) L (b)(v) = Liy(qy (6(0)) ¢ (b) (v), ¢ (ab) Ly (b) = Liy(o) (¢(b))¢' (b)- ()

TWIERDZENIE 5. Niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem grup Liego. Oznaczmy algebre
Liego H przez . Woéwczas

(1) Odwzorowanie ¢'(e) : g — b jest homomorfizmem algebr Liego.

(2) Diagram #(e)
b
Jexp

G ¢ H

exp

—

jest przemienny.
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DowOD: Zajmijmy sie na poczatek punktem (2). Niech v € g. Wowczas t +— ¢(exp(tv))
jest jednoparametrows podgrupg w H. Podobnie ¢ — exp(t¢’(e)v). Obie podgrupy maja ta
samg pochodng w e € H wicc sa réwne. Stad exp(¢/(e)v) = ¢(exp(v)).

Niech X € X(G) bedzie polem lewo niezmienniczym. Zauwazmy najpierw, ze pola takie
mozna transportowa¢ przy pomocy homomorfizméw grup. Obetnijmy to pole do otoczenia
U takiego jak we wniosku 2. Wéwczas ¢.X jest polem na ¢(U) niezmienniczym na lewe
przesuniecia o elementy ¢(G),? gdyz na mocy (5) mamy

L), (0:X)(d) = Ly (¢ X)(c™'d)

= Ly (¢ 'd) X (c7d)

= ¢/(d)LX (c™'d)

= ¢/(d)X(d) = (¢.X)(d)
czyli Ly (e, (¢ X) = (¢.X) (korzystajac ze wzoru (5) podstawiamy ¢ = ab™'ib=c"'d, co
dajea=diab~! =d).

Pole ¢.X lewo niezmiennicze na ¢(U) mozna rozszerzy¢ do pola lewo niezmienniczego

na otoczeniu e € H (do tego wystarczy tylko znaé jego warto$é w e € H). Zatem ¢'(e)g
jest podalgebra Liego w . Odwzorowanie ¢'(e) jest homomorfizmem alebr Liego na mocy

WZoru

Q*[X, Y] = [<I>*X,<I>*Y]
stusznego dla transportowalnych pél wektorowych (patrz Stwierdzenie 5). n

WNIOSEK 3. Zalézmy, ze G jest spéjna i niech ¢, ¢o : G — H beda homomorfizmami grup
Liego takimi, ze ¢ (e) = ¢h(e). Wowczas ¢1 = ¢o.

DowoD: Niech U bedzie otoczeniem e € G takim, ze exp jest dyfeomorfizmem otoczenia
0 € gnal. Dla a € Y mamy a = exp(v) dla dokladnie jednego v € g. Zatem

¢1(a) = ¢1 (exp(v)) = exp(¢(e)v) = exp(¢h(e)v) = ¢2(exp(v)) = d2(a).
Poniewaz kazdy element G jest skonczony iloczynem elementéw z U, mamy ¢ = ¢s. [

TWIERDZENIE 6. Niech G bedzie spéjna i jednospéjna i niech H bedzie grupa Liego o
algebrze Liego h. Niech A : g — b bedzie homomorfizmem algebr Liego. Wéwcza istnieje
doktadnie jeden homomorfizm grup Liego ¢ : G — H taki, ze

A= ¢/(e). (6)

DowoD: Jednoznacznoéé wynika natychmiast z wniosku 3.
Rozwazmy grupe Liego G x H. Jej algebra Liego jest g & h z nawiasem

[(v1, w1), (V2, w2)] = ([v1, va], [wy, wa]).

Niech
g= {(U,)\v)| v e g}.
Wowezas g jest podalgebra Liego w gh, wiec na mocy twierdzenia 1 istnieje podgrupa Liego
GwGxH taka, ze g jest jej algebra Liego. Pokazemy, ze jest ona wykresem homomorfizmu
¢ spelniajacego (6).
Niech 7 i o beda rzutami G na wspbélrzedne. Jest jasne, ze odpowiadajace im homo-
morfizme algebr Liego sa rzutami:

m(e): (v, ) — v € g,
mh(e) : (v, \w) — v € b.

2Trzeba tu braé tylko “mate” przesuniecia, czyli takie, ktére nie wyprowadzaja poza U.
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Jasne jest réwniez, ze 7} (e) jest izomorfizmem. Oznacza to, ze obraz m, zawiera otoczenie
jednosci w G, a wiec na mocy spéjnosci G homomorfizm ten jest surjekcja o dyskretnym
jadrze. Nietrudno teraz wykazaé, ze 1 : G—G jest w istocie nakryciem.3

Teraz z jednospojnosci G wynika, ze 71 jest dyfeomorfizmem. Oznacza to, ze mozemy
zdefiniowaé ¢ = mo o 1~ 1. m

11. Dziatanie grup na rozmaitosci.

Przypomnijmy, ze (lewym) dzialaniem grupy G na rozmaitoéci M nazywamy gladkie
odwzorowanie ®: G x M — M spelniajace warunki

(1) Vpe M, ®(e,p) = p, gdzie e jest elementem neutralnym grupy,
(2) dla wszystkich g,h € G oraz p € M mamy ®(gh,p) = ®(g, 2(h, p)).

Bedziemy tez oznaczaé: punkt ®(g,p) po prostu gp, odwzorowanie M — M:p — gp przez
®, i odwzorowanie G — M: g — ®(g, p) przez ¢, Dzialanie nazywamy

(1) efektywnym, jezeli dla kazdego g # e istnieje p € M takie, ze gp # p. Innymi slowy,
&, =idys tylko dla g = e,

(2) tranzytywnym, jezeli dla kazdej pary p,p’ € M istnieje g € G takie, ze p’ = gp,

(3) wolnym, jezeli dla kazdego g # e i dla kazdego p € M mamy gp # p,

DEFINICJA 4. Niech ® bedzie dzialaniem grupy G na rozmaitosci M. Stabilizatorem (pod-
grupq izotropii) punktu p € M nazywamy zbiér

G, ={g € G|®(g,p) = p}.

Orbitg punktu p € M nazywamy zbiér O, = ®,(G).

Latwo sprawdzamy, ze G, jest domknieta podgrupa: jest to zbiér domkniety,bo réwny
@, !(p) i podgrupa, bo e € G, i dla g, h € Gy mamy (gh)p = g(hp) =pig~'p=yg "' (g9p) =
p. Dla domknietej podgrupy H grupy G zbiér orbit prawego dziatania H na G jest roz-
maitoscia oznaczana G/H. Fakt ten przyjujemy bez dowodu. Na G/H przenosi sie lewe

dzialanie L: ¢'[g] = [¢'¢g]. Jest ono tranzytywne z podgrupa izotropii klasy elementu neu-
tralnego réwna H: gle] = [e] jest réwnowazne istnieniu h € H takiemu, ze ge = eh, a stad
g=nh.

STWIERDZENIE 8. Niech G}, bedzie podgrupa izotropii punktu p dla dzialania ® grupy G
na rozmaitosci M. Dla p’ = gp podgrupa izotropii G, sprz¢zona z Gp:

Gy = ngg_l-
DowoDp: Mamy dla h € G,
(ghg™ )" = gh(g™"gp) = g(hp) = gp =1,
czyli ghg™' € Gy i w druga strong: dla b’ € G
(9" Wgp =g~ (WD) =g~ =p,

czyli g7'h'g € G,,. [

STWIERDZENIE 9. Odwzorowanie ®,: G — M indukuje bijekcje G/G, — O,.

3Przesledzenie szczegétéw dowodu tego faktu jest dobrym zadaniem dla czytelnika.
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DowOD: Surjekcja jest oczywista. Niech teraz
®(h,p) = (1, p)
i stad
p=&(h™",®(h,p)) = ®(h~'h, ®(h',p) = (™ H',p),
czyli h='h' € G, i ' € hGp. Oznacza to, ze ®,(h) = ®,(h') wtedy i tylko wtedy, gdy h i
R’ rzutuja sie na ten sam element w G/G),,. m

11.1. Pochodne dzialanie algebry. Niech ®: G x M — M bedzie dzialaniem grupy G
na rozmaitosci M. Mamy stad styczne odwzorowanie

TE:TGxTM — TM.

Nieco p6zniej pokazemy, ze TG ma strukture grupy i ze odwzorowanie T® jest dzialaniem
tej grupy na TM. Oczywiscie, dziataniem grupy G na TM jest odwzorowanie

GxTM > (g,v) — T®,(v) € TM.

Nazywamy je dzialaniem stycznym grupy G.
Z kolei odwzorowanie styczne ze wzgledu na argument grupowy

TG x M 3> (v,p) — T®,(v) € TM,
obciete do przestrzeni T.G jest odwzorowaniem
gxM> (v,p) = To,(v) € TM.

Dla ustalonego v € g jest to pole wektorowe. Nazywamy je polem fundamentalnym dla —v
i oznaczamy _, X ;. Dobdr znakéw motywowany jest ponizszym twierdzeniem (punkt (c)):

TWIERDZENIE 7. Niech v,w € g. Wowczas
(a) Pole ,X s jest zupelne, tzn. jego krzywe calkowe sa okreslone na calym R.
(b) Niech p € M, to pola —X,, i ,Xn sa zwiazane przez ®,, tzn.
(Pp)x Xy = =X M-
(¢) Przyporzadkowanie v — , Xy jest homomorfizmem algebr Liego, czyli

[UXM7 wXM] = [v,w]XM‘

DowOb:

(a) Niech v:R — G bedzie jednoparametrowa podgrupa odpowiadajaca —v € g. Krzywa
s = y(t+ s)p = v(s)(v(t)p) reprezentuje wektor ,Xnr(y(t)p), wiec odwzorowanie
®, oy jest krzywa catkowa pola , Xy przechodzaca przez p € M.

(b) Niech krzywa 7 reprezentuje v € T.G = g, to t — ~(—t) reprezentuje —v =
—X,(e). Stad t — v(—t)g reprezentuje —X,(g) i t — P@,(y(—t)g,p) reprezentuje
(—(®p)xXy) (gp). Ale

@, (v(=t)g,p) = 2(7(=1), 2(9, p))

reprezentuje , X 7 (gp), co dowodzi zadanej réwnosci.
(¢) Z ogblnych wlasnosci transportu pdl wektorowych i z poprzedniego,

((I)P)*[_va _Xw] = [_((I)p)*va_(q)p)*Xw] = [UXManM]a

ale, pamietajac o zwigzku miedzy lewym i prawym nawiasem w T.G, mamy ([,],
oznacza prawy nawias)

[X'quw] = X[v,w]p = X—[v,w]7

czyli
(Pp)x[=Xo, —Xuw] = (Pp)5 X _[v,0] = ] XM

Odpowiednikiem punktu (b) powyzszego twierdzenia jest nastepujace stwierdzenie.
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STWIERDZENIE 10. Dla g € G iv € g zachodzi zwiazek
(@g)xv XM = (Ad, v) XM

DowOD: Niech krzywa « reprezentuje v, wéwczas t +— ®(y(—t), p) reprezentuje , X/ (p), a
t— ®(g, D(y(—t),p)) reprezentuje (Pg)x(yXar) w punkcie ®(g,p). Z drugiej strony,

t— ®(g, (v(—t),p)) = ®(gv(—t),p) = ®(g7(—t)g~", 9p)

reprezentuje (ad, v) X (gp), co dowodzi tezy. m
11.2. Struktura rézniczkowa orbity dziatania grupy. Jak pokazalismy w Stwierdze-
niu 9, odwzorowanie ®,: G — M indukuje bijekcje G/G, — O,. Pokazemy, ze ta bijekcja
jest immersja, czyli ze orbita jest podrozmaitoscia immersyjna.
LEMAT 1.

ker @/ (e) = gp,

gdzie g, jest algebra Liego podgrupy G,.
DowOD: Zawieranie ker ®/ (e) D g, jest oczywiste. Niech teraz v € ker @/ (e). Oznacza to,

ze dla f € C°°(M) mamy

d

0=0(fody) = f(1(t)P)],_y (7)

gdzie v jest jednoparametrowa podgrupa w G, odpowiadajaca v. Wezmy teraz w miejsce
funkcji f we wzorze (7) funkcje ¢ — g(q) = f((s)q). Dostajemy

0=1vgo®,) = S FGENOR,_y = < FOs +0p)] o =

= Sraep.®)

Oznacza to, ze funkcja s — f(y(s)p) jest stala. Poniewaz jest tak dla kazdej funkcji f na
M, to v(s) = p, czyli v(s) € Gp. Stad v € g,. m

TWIERDZENIE 8. Indukowane przez dzialanie grupy odwzorowanie ¥,:G/G, — O, C M
jest immersja.

DowoOD: Mamy przemienny diagram

G/G,
gdzie m, jest kanonicznym rzutowaniem. Z Lematu 1
kerm,(e) = g, = ker @, (e), (9)

a stad ker W} ([e]) = {0}. Z kolei, ®,(g) = ®yp(e), czyli ker @},(g) = ker @ ,(e) przy utozsa-
mieniu, przestrzeni T,G z g przez prawe przesuniecie. Zastepujac p przez gp w (9) mamy

ker 7y, (e) = ggp = F,(e).
i stad dimker @ (g) = dim g,,. Ale dimg, = dimgg,, bo G, = gGpg~! (Stwierdzenie 8),
wiec rzad @, jest staly i z twierdzenia o stalym rzedzie wynika, ze orbita O, jest podroz-

maitoscig wlozong i stad teza. [
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WNIOSEK 4.

(1)
T0p = {vXn(q) |U € g},

(2)
gp = {v € g| v Xn(p) =0}

11.3. Przyklady.

(1) Niech M = V bedzie przestrzenia wektorowa, a G = Aut(V) grupa automorfi-
zméw przestrzeni G. Algebra Liego grupy G jest, jak wiemy, przestrzen wszystkich
endomorfizméw z komutatatorem jako nawiasem Liego. Z drugiej strony, poniewaz
TV =V xV, odwzorowanie A € End(V') mozemy interpretowaé jako pole wektorowe
AnaV. Mamy wiec na V' dwa pola wektorowe: pole fundamentalne 4 Xy i pole A.
W lokalnym uktadzie wspoélrzednych A jest reprezentowane macierza [aij} i

A= aijx-j pye
Stad, dla A, B € End(V)
(4B = aijijki% B bijxjaki% = (a0, — bijaki)xj%) (10)
czyli o ~
[A,B]=C,

gdzie [c!;] = a*;b'y — b¥;a’y. Stad C = BA — AB. Zobaczmy teraz, jak wyglada
pole fundamentalne 4 Xy. W punkcie 2 € V' jest ono reprezentowane prosta ¢ —
(Id —tA)x = x — tAz, czyli 4 Xy = —A.

(2) Grupa Liego dziala na sobie przez lewe dzialanie, L: G x G 3 (g, h) — gh. Dzialanie
to jest tranzytywne i wolne. Zgodnie z Twierdzeniem 7, punkt (b),

vXG = _(Rh)*Xv = _X'u-

12. Reprezentacje dolaczone.

Lewe i prawe dzialania grupy na sobie nie respektuja struktury grupy, tzn. nie dzie-
taja poprzez homomorfizmy grup. Dziataniem respektujacym strukture grupy jest Ad: G x
G:(g,h) — LgR;1h = ghg~!. Pole fundamentalne ,X¢ tego dzialania jest, w punkcie
h € G, reprezentowane krzywa Ad(vy(—t), h) = y(—t)hy(t), gdzie v jest jednoparametrowa
podgrupa odpowiadajaca v € g. Dostajemy stad

’UXG = vX - X’u-
Poniewaz Adgy(e) = e dla kazdego g, styczne odzorowanie T Ad, zachowuje przestrzen
T.G. G dziala wiec na algebrze g poprzez odwzorowania liniowe. Dzialanie to tez bedziemy

oznacza¢ Ad. Podsumowujac, mamy homomorfizmy grup

Ad: G — Hom(G),
Ad: G — Aut(g)

i odpowiedni homomorfizm algebr
ad: g — End(g).
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Przypomnijmy, ze kazda algebra Liego wymiaru skonczonego moze byé wiernie reprezento-
wana jako podalgebra End (V') dla pewnej przestrzeni wektorowej V. Stad otoczenie jednosci
w G moze by¢ traktowane jak otoczenie tozsamosci w Aut(V). Jezeli wiec g, h € Aut(V),
to Ady h = ghg™' i podobnie, dla v € g C End(V), Ad,v = gvg~!. Stad, dla v,w € g,

ad, w = ad(v)w = %’Y(t)w’Y(_t)|t:0 = vw — wv = [v, W] (11)

STWIERDZENIE 11. Dla dzialania Ad na g zachodzi réwnosé

oXg = —ad(v),

gdzie ad(v) jest polem na g, opisywanym endomorfizmem ad(v).
DowoOD: Wynika bezposérednio z (11) i z pierwszego przykladu w poprzedniej sekcji. n

12.1. Dzialanie ko-dotaczone. Dzialanie ® grupy G na przestrzeni wektorowej V', po-
przez odwzorowania liniowe, mozna, przenie$é na przestrzen dualna V* wzorem

oF = (®,-1)". (12)

g~ ! pojawilo sie, by zapewnié¢ dzialanie z lewej strony. W szczegdlnosci, mamy dzialanie
G na ko-algebrze g*, oznaczamy je Ad*, i odpowiednie dzialanie algebry ad®. Poniewaz
Ad} = (Ady-1)*, to ad™(v) = —(ad(v))*.

TWIERDZENIE 9. Niech G bedzie spéjna. Orbity dzialania Ad* pokrywaja sie z lisémi
symplektycznymi struktury Poissona na g*, indukowanej przez strukture algebry Liego g.

DowOD: Poniewaz G jest spéjna, wystarczy poréwnaé przestrzenie styczne, czyli dystry-
bycje zadane przez strukture Poissona z jednej, i przez pola fundamentalne z drugiej strony
(patrz Rozdzial 2 i wniosek (1) z Twierdzenia 8). Przestrzen styczna do orbity sktada si¢ z
wartosci pol fundamentalnych, za$ styczna do licia symplektycznego jest obrazem odwzo-
rowania A: T*g* — Tg*, charakteryzujacego strukture Poissona na g*. Mamy T,g* = g* i
T¥g* = g, dla kazdego a € g*. Przy tej identyfikacji przestrzeni stycznej, pola fundamen-
talne sa postaci a — ad* (v)a, gdzie v € g. Z drugiej strony, dla liniowej funkcji © na g*
mamy d,? = v dla kazdego a € g*. Stad

(ad™(v)a, w) =

czyli ad* (v)a = Ay (v). n
13. Dzialanie symplektyczne grupy. Odwzorowanie momentu.
13.1. Rozmaitosci symplektyczne.

DEFINICJA 5. Rozmaitoscig symplektyczng nazywamy pare (P,w), gdzie P jest rozmaito-
Scia rézniczkowa, za$ w zamknieta, dw = 0, i niezdegenerowana 2-forma na P.

Niezdegenerowanie oznacza, ze stowarzyszone z w odwzorowanie wiazek wektorowych

O:TP > T*P
v — w(v, ) (13)

jest izomorfizmem wiazek wektorowych. Wynika stad, ze przyporzadkowanie polu wektoro-
wemu X formy & o X jest wzajemnie jednoznaczne. Forme @ o X oznacza sie X° (obniznie
wskaznikéw), a pole odpowiadajace formie o oznacza sie af (podnoszenie wskaznikow).
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STWIERDZENIE 12. Rozmaito$¢ symplektyczna jest wymiaru parzystego.

Dow6p: W lokalnym ukladzie wspétrzednych macierz odwzorowania jest antysymetryczna
z wyznacznikiem réznym od zera. Jezeli jednak mamy antysymetryczna (skosnie syme-
tryczna) macierz A rozmiaru n X n, to

det A = det AT = det(—A) = (—1)" det A.

Stad det A = 0 dla nieparzystego n. m

Kanonicznym przykladem rozmaitoéci symplektycznej jest wiazka kostyczna T*M z for-
ma wys zdefiniowana wzorem

wy =dOar, (O, v) = (Tpx,, (), Trar(v), dlav e TTFM.

W lokalnym ukladzie wspélrzednych (z°,p;) na T*M forma 6y = p;da’ oraz wy =
dp; A dat. Okazuje sie (Twierdzenie Darboux), ze na dowolnej rozmaitoéci symplektycz-
nej (P,w) wymiaru 2m mozna wprowadzi¢ (lokalnie) taki uklad wspéirzednych (z%,p;), ze
w = dp; Adz?. Taki uktad wspélrzednych nazywamy kanonicznym. W kanonicznym uktadzie
wspélrzednych odwzorowanie @ wyglada tak:

'ow =x"

Pjow =Dpj
Tk 0 W = Py
(pio&:_fvi’

gdzie (z%,p;,#%, ;) sa wspohzednymi w TP, a (2%, p;, 7k, ¢') wspéhrzednymi w T*P. Stad

_OH 0 0H 0
© 9p; Ozt Oxt Op;

(~dH)*

Na rozmaitosci symplektycznej zdefiniowa¢ mozemy nawias Poissona funkcji wzorem

{£.9} = w((df)¥, (dg9)*) = (dg)*(f).
Przestrzen funkcji gtadkich na P z tak okreslonym dziataniem jest algebra Liego.

PrzZYKEAD 5. Polu wektorowemu X na rozmaito$ci M przypisujemy funkcje X na T*M
wzorem

gdzie mpr: T*M — M jest kanonicznym rzutowaniem.

Bezpoérednim rachunkiem mozemy sprawdzié¢, ze zachodzi zwiazek

-

[X,Y]={X,V}, (14)

czyli przyporzadkowanie X +— X jest morfizmem algebry Liego pél wektorowych w algebre
Liego-Poissona funkcji na T*M.

13.2. Pola kanoniczne i hamiltonowskie. Odwzorowanie momentu. Pole wektorowe
X na rozmaitosci symplektycznej (P, w) nazywamy kanonicznym, jezeli Lxw = 0, gdzie
Lx oznacza pochodna Liego wzdluz pola X. Z wzoru Cartana na pochodna Liego form
rézniczkowych,

Cxw = ide + dixw = dixw7

czyli znikanie pochodnej Liego jest rownowazne warunkowi dixw = 0, czyli zamknietosci
formy ixw = X”. Lokalnie, forma zamknieta jest zupelna, czyli jest rézniczka funkeji. Jezeli
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forma X’ jest zupetna, czyli X* = —dH, gdzie H jest funkcja gladka na P, to méwimy,
ze pole X jest hamiltonowskie i funkcje H nazywamy jego hamiltonianem. Hamiltonian
jest okreslony z dokladnoscia do funkcji lokalnie stalej (stalej na sktadowych spéjnych P).
Przyktadem jest pole hamiltonowskie na T*M z hamiltonianem X , gdzie X jest polem
wektorowym na M. Pole to nazywamy podniesieniem kostycznym pola X i oznaczamy je
dx X. Odwzorowanie X + d %X jest homomorfizmem algebr Liego pél wektorowych.

Dzialtanie grupy G na rozmaitosci symplektycznej nazywamy hamiltonowskim, jezeli pola
fundamentalne tego dziatania sg hamiltonowskie. Przy ustalonym wyborze hamiltonianéw
mamy odwzorowanie

J:gx P—=R
:(v,p) = Hy(p), (15)

gdzie H, jest hamiltonianem pola fundamentalnego , X p. Zawsze mozemy dobraé¢ hamilto-
niany tak, by dla kazdego p odwzorowanie v — H,(p) bylo liniowe. W tym cely wystarczy
dowolny wyboér hamiltonianéw dla wektoréow bazowych algebry. Dwa takie wybory réznia
sie 0 element z g*. Od tego miejsca zakladamy, ze J jest liniowy ze wzgledu na g. Mamy
wiec odwzorowanie, oznaczac¢ je bedziemy tez symbolem J,

J:P —g*.

Odzorowanie to nazywamy odwzorowaniem momentu dzialania hamiltonowskiego grupy G
na P.

Odwzorowanie momentu nazywamy mocnym, jezeli stowarzyszone odwzorowanie H: g —
C>(P):v — H, jest homomorfizmem algebr Liego.

TWIERDZENIE 10 ZASADA ZACHOWANIA. Niech ® bedzie dzialaniem hamiltonowskim grupy
G na rozmaitosci symplektycznej (P, w), z odwzorowaniem momentu J. Niech ®7H = H dla
kazdego g € G. Wowezas J jest stale na trajektoriach pola hamiltonowskiego X = —(dH)#.

DowoOD: Niech t +— x(t) € P bedzie krzywa calkowsa pola pola X i niech v € g. Oznaczmy
Ju(p) = J(v, p). Mamy

(Ao, i(1)) = —(dJu, (AH)¥)(2(t))

= —w((d,)", (AH)*)(x(t)) = w((dH)", (d.,)")(x(t)
= —(dH,,Xp) = 0. (16)

&
~
=
8
—~
=
:—/
=
I

13.3. Przyklady odwzorowania momentu. Niech ®:G x M — M bedzie dzialaniem
grupy G na rozmaitosci M. Dla kazdego g € G mamy odpowiedni dyfeomorfizm wigzki
kostycznej (®,)*: T*M — T*M i diagram

WNIJ WMJ )
M M
<I>g—1

jest przemienny. Przyporzadkowanie g — <I>;f_1 jest dziataniem grupy G na T*M, podnie-
sieniem dziatania ®. Oznaczaé je bedziemy ®*.
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STWIERDZENIE 13. Podniesienie kostyczne ®* dzialania ® jest dzialaniem hamiltonowskim
z mocnym odwzorowaniem momentu danym wzorem

J(v,p) = (0, v Xnr (701 (D)) (17)

DowOD: Polem fundamentalnym dziatania podniesionego ®* jest podniesienie Ao X s
pola fundamentalnego , X s dzialania ®. Mamy ciag homomorfizméw algebr:

(1) v+ X z algebry g w algebre p6l wektorowych na M,
(2) X — X 7z algebry pdl na M w algebre Poissona funkcji na T*M,
(3) H +— —(dH)# z algebry Poissona w algebre p6l wektorowych naT*M.

Stad wynika teza. n
Teraz kilka szczegétowych przyktaddw.

e Hamiltonian jako odwzorowanie momentu.
Niech X bedzie polem hamiltonowskim z hamiltonianem H na rozmaitosci symplek-
tycznej (P,w). Zalézmy, ze pole to jest zupelne, tzn. jego przeplyw jest zdefiniowany
globalnie i mozna go uwazac za dzialanie grupy addytywnej R na P. Mamy oczywista
réwnosé 1 Xp = — X, wiec dziatanie jest hamiltonowskie z odwzorowaniem momentu
J:(1,p) — —H(p). Mozna zatem hamiltonian uwazaé¢ za odwzorowanie momentu.

e Podniesienie dziatania liniowego.
Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Algebra Liego grupy Aut(V) jest przestrzen
End(V) z komutatorem jako nawiasem Liego. Mamy réwnos$¢ (patrz sekcja 9.3)
AXy = —A. Zatem, zgodnie ze Stwierdzeniem 13, podniesienie dziatania Aut(V)
do T*V =V x V* ma odwzorowanie momentu

End(V) x V x V* 3 (A, v, f) — {f, aXv (v)) = —(f, Av).

e Ped jako moment grupy przesuniec.
Niech M bedzie przestrzenia afiniczna z modelows przestrzenia wektorowg V. Grupa
abelowa G =V dziala na M jako przesuniecia: ®(v,x) = v + x. Oczywiscie g =V z
zZerowym nawiasem i
XM — Vie— —u.

Hamiltonian podniesionego do T*M = M x V* pola jest dany wzorem
M x V¥(z,p) = (p,—v) = —(p,v).

Stad odwzorowanie momentu
J:T*M — g* =V*: (z,p) — —p.

e Moment lewego dzialania grupy na sobie.
Jak wiemy (9.3), polem fundamentalnym lewego dzialania, odpowiadajacym wek-
torowi v € g jest pole prawo-niezmiennicze —X,. Stad hamiltonian podniesionego
pola

Jo: TG — R:a — —(a, X, (rq(a))) = —(a,v),

gdzie a € g* odpowiada a przez prawe przesuniecia.

e Moment pedu jako moment grupy obrotéw. Grupa obrotéw na R3 jest grupa SO(3)
macierzy ortogonalnych o wyznaczniku 1. Jej algebra Liego 0(3) sa macierze AT =
—A. Odwzorowaniem momentu podniesienia kostycznego grupy jest odwzorowanie

JAa TR - R: (7, D) — —(P | AT). (18)
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Korzystajac z utozsamienia algebry o(3) z (R?, x) (iloczynem wektorowym wzgledem
orientacji kanonicznej), mozemy wzér (18) zapisaé jako

gdzie @ € R® odpowiada A € 0(3) i (, ) jest kanonicznym iloczynem skalarnym w
R3. Ostatecznie dostajemy

J(@,P) =7 x 7.

13.4. Zasady zachowania bez dzialania grupy (bez symetrii). Sens geometryczny
zasady zachowania (10) jest taki: Na rozmaitosci M mamy zadana funkcje f i dystrybucje
(w sensie geometrii rézniczkowej, a nie analizy funkcjonalnej) D C TM. Przypu$émy,ze
dla v € D mamy v(f) = 0. Oznacza to, ze df(M) C D° C T*M (D° jest anihilatorem
dystrybucji D).

Jezeli dystrybucja D jest catkowalna, to D° jest podrozmaitoscig koizotropowa, wiec
mozna wykonaé¢ redukcje symplektyczng. Dystrybucja D moze byé zadana przez dzialanie
grupy G: jest to dystrybucja rozpieta przez pola fundamentalne lub, réwnowaznie, styczna
do orbit dziatania grupy. Podniesienie dziatania G' do wiazki kostycznej T* M jest dziataniem
hamiltonowskim z odwzorowaniem momentu (17) J(v,p) = (p, v Xar(7ar(p))). Stad D° jest
poziomica zerowa odwzorowania momentu.

Przyjrzyjmy sie szczegblnemu przypadkowi dziatania hamiltonowskiego grupy G na roz-
maitoéci symplektycznej P, z odwzorowaniem momentu J. Podniesienie kostyczne tego
dzialania jest tez dzialaniem hamiltonowskim z odwzorowaniem momentu (17). Ale ,Xp
jest polem hamiltonowskim z hamiltonianem J(v, -), wiec dla a € T*P

J(v,a) = (a, , Xp(rp(a))) = (dJ,, a®).

Oznacza to, ze warunek J (v, a) = 0 jest réwnowazny stwierdzeniu, ze wektor a? jest styczny
do poziomicy .J,,. Poziomice odwzorowania momentu sa powierzchniami calkowymi dystry-
bucji &~ 1(D°). Latwo sprawdzié, ze catkowalnoéé dystrybucji @~!(D°) jest réwnowazna
koizotropowosci dystrybucji D jako podrozmaitosci T P.

14. Tloczyn pélprosty grup i algebr.

14.1. TIloczyn pdlprosty grup. Niech G, H beda grupami Liego i niech &:G x H — H
bedzie dziataniem grupy G przez automorfizmy, tzn. dla kazdego g € G odwzorowanie ®,
jest homomorfizmem grupy H. W iloczynie kartezjanskim G x H wprowadzamy dzialanie

(91, h1)(g2, h2) = (9192, h1®(g1, h2)). (19)

Jak juz wiemy z pierwszego semestru wykladu, G x H z tak okreslone dzialaniem jest grupa,
iloczynem pélprostym grup. Oznaczamy ja G X H. Jako przyktad weZmy grupe obrotéw
G = SO(V) przestrzeni wektorowe]j V' z iloczynem skalarnym g oraz grupe abelowa translacji
H = V. Dzialanie G definiujemy wzorem

®(g,h) = gh.

Tloczyn pélprosty G x H mozemy interpretowaé jako grupe afinicznych przeksztatcen eukli-
desowych przestrzeni V. Para (g, h) dziala na V' w sposéb nastepujacy:

(9, h)v = gv + h.
14.2. Grupa TG jako iloczyn péltprosty. Wiemy, ze TG ma kanoniczna strukture grupy.
Jezeli v; € TG jest reprezentowany przez krzywa v;: R — G, i = 1,2, to v1 - vy jest repre-

zentowane krzywa t — 71 (t)v2(t). Uzywajac prawych przesunie¢ mozemy utozsamié¢ wiazke
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styczna (jako rozmaito$é) z iloczynem kartezjanskim G x g. Jezeli w tym utozsamieniu
v; = (gi,w;), to wektor w; T.G jest reprezentowany krzywa ; = 7,9, ! Podobnie, jezeli
v1 - V9 jest reprezentowany para (g1ga,w), to w jest reprezentowany krzywa

t= 71 (0)72()(9192) " = ()2 ()gy 'grt =1 (t)g192(t)gr (20)

Krzywa ta reprezentuje wektor wi + Ady, wa, co sprawdzamy bezpoSrednim rézniczkowa-
niem. Zatem grupe TG mozemy interpretowaé jako iloczyn pélprosty grupy G i grupy
abelowej g wzgledem reprezentacji dotaczonej Ad.

UWAGA! Jezeli w powyzszej konstrukeji prawe przesuniecia zastapimy lewymi przesu-
nigciami, to zamiast krzywej (20) dostaniemy krzywa

t— g3 Y1(t)g272(t)

reprezentujaca wektor wsy + Adg_1 wy. Sugeruje to, ze w definicji iloczynu pélprostego wzor
2
(19) mozemy zastapi¢ wzorem

(gla hl)(QQahQ) = (gng,Q(gglvhl)hZ)

i tez otrzymamy strukture grupy na G x H. Odwzorowanie (g,h) — (g, ®(g,h)) zadaje
izomorfizm tej wersji iloczynu pélprostego z iloczynem pélprostym zdefiniowanym wzorem
(19).

14.3. Dzialanie algebry. Dzialanie grupy G na grupe H poprzez automorfizmy indukuje
dziatanie na algebrze Liego h grupy H przez obciecie dzialania stycznego G na TH do
przestrzeni T.H. Dzialanie to, tak jak dzialanie na H jest poprzez automorfizmy, czyli
mamy homomorfizm grup

G — Aut(h), glv,w] = [gv, gw], (21)
gdzie g € G i v,w € h. Homomorfizm grup indukuje homomorfizm algebr
g — End(b),
przy czym z warunku g(t)[v, w] = [g(t)v, g(t)w] wynika, ze dzialanie algebry spelnia warunek
alv, w] = [av, w] + [v, aw],

gdzie a € T.G jest reprezentowany krzywa ¢t — ¢(t). Oznacza to, ze algebra g dziala na b
przez rézniczkowania. Stad dzialaniem algebry Liego g na algebrze h nazywamy homomor-
fizm algebr

g — Der(h).

Mozemy teraz zdefiniowaé iloczyn pélprosty algebr definiujac nawias Liego na g x b wzorem

[(a,v), (b,w)] = ([a, b], [v, w] + p(a)w — <p(b)v).
W szczegdlnodci, algebra Liego iloczynu polprostego grup jest iloczynem pélprostym odpo-
wiednich algebr.

15. Algebry nilpotentne.

15.1. Idealy w algebrze Liego. Niech g bedzie algebra Liego, a a idealem w tej algebrze,
tzn. a jest podalgebra i [g,a] C a. Struktura algebry w g indukuje strukture algebry Liego
w przestrzeni ilorazowej g/a.

STWIERDZENIE 14. Jezeli b jest podalgebra g i kanoniczne rzutowanie g — g/a indukuje
izomorfizm b — g/a, to g jest iloczynem pélprostym b i a.
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DowoOD: Oczywistym jest, ze g = b x a jako przestrzenie wektorowe. Mamy zatem (nawias
w algebrze g) dla a,a’ € aib, b’ €b

[b+a,b +a] = [b,6] + [b,d] + [a,b] + [a, a'].
Poniewaz a jest idealem, [b,a], [V, a] € a, wigc odwzorowanie b x a 3 (b, a) > [b, a] okresla

dzialanie algebry b na algebrze a. Reszta oczywista. n

Jezeli a, b sg idealami w g, to a+ b tez jest idealem. Jezeli a jest idealem, a b podalgebra,
to a + b jest podalgebra. Zbior

c={a€g|la,z]=0Vzrecg}

jest oczywiscie idealem w g. Nazywamy go centrum algebry g.

15.2. Algebry nilpotentne. Niech A, B C g beda podzbiorami algebry Liego g. Symbo-
lem [A, B] oznaczamy podprzestrzen wektorowa w g rozpieta przez elementy postaci [a, b],
gdzie a € a, b € b. Jezeli A, B sa idealami, to [A, B] tez jest idealem. Istotnie, niech z € g
ia; € A, b; € B. Wowczas, z tozsamosci Jacobiego,

[3;‘, Z[aiv bl]] = Z[[wv ai]v bi] + Z[ai’ [C, bi“'

% i

Poniewaz A i B sa idealami, pierwszy skladnik w tej sumie nalezy do A, a drugi do B.
Mamy wiec centralny cigg idealow w algebrze g:

Clg=g, C"g=I[g,C" 'g], dla n>2.
Latwo sprawdzi¢ (korzystajac z tozsamosci Jacobiego), ze
[C"g,C%g] Cc C"**g. (22)

TWIERDZENIE 11. Nastepujace warunki sa réownowazne:

(1) istnieje n takie, ze C™g = {0},

(2) istnieje n takie, ze [x1,[x2, [T, - xyp]] -] = (adzy)(adz2) - - - (ad Tp—1)zy, = 0 dla
dowolnych z1,29,...,T, € g,

(3) istnieje ciag idealéw

g=a; DagD---Da, ={0} (23)
takich, ze a;/a;+1 lezy w centrum g/a;y1, tzn. [g,a;] C a;11.
Dowo6D: Wynikania (1) = (2) = (3) sa oczywiste. Pozostaje do wykazania (3) = (1).

Mamy a; = g, wiec
C?g=[g.g] = [9,01] C 2.

Podobnie
C%g=1[g.C%) C [g,02] C a3
i ogélnie,
ng C a;.
W szczegdlnosci, C™g = {0}. m

DEFINICIA 6. Algebre Liego g nazywamy nilpotentng, jezeli spetniony jest jeden z warun-
kéw Twierdzenia 11.
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15.3. Przyklad. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Flagg F = {V;} w V nazywamy
ciag podprzestrzeni
{0} =VoCcVi---CV, =V,

takich, ze dim V; = i. Zdefiniujmy przestrzen
WF)={zr € End(V) | 2V; C V;_1 dla i > 1}.

Jest to podalgebra taczna w End(V) i stad réwniez podalgebra Liego. Jezeli w V' wybierzemy
baze zgodna z flagg (i pierwszych wektoréw bazy rozpina V;), to w tej bazie elementy z n(F)
reprezentowane sg macierzami goérno-trojkatnymi z zerami na diagonali.

15.4. Podstawowe twierdzenia.

TWIERDZENIE 12 (ENGEL). Niech p: g — End(V') bedzie dzialaniem (reprezentacja) alge-
bry g na przestrzeni wektorowej V' i niech p(x) bedzie operatorem nilpotentnym dla kazdego
x € g. Istnieje flaga F = {V;} wV taka, ze p(g) C n(F).

Twierdzenie to jest réwnowazne nastepujacemu

TWIERDZENIE 13. Przy zalozeniach twierdzenia Engela istnieje niezerowy (zakladamy, ze
V #{0}) wektor v € V taki, ze p(x)v = 0 dla kazdego x € g.

Jezeli prawdziwe jest twierdzenie Engela, to jako v w Twierdzeniu 13 wybieramy dowolny,
niezerowy element z V;. W druga strong, jezeli Twierdzenie 13 jest prawdziwe, to prawdzi-
wo$¢ twierdzenia Engela dowodzimy indukcyjnie ze wzgledu na wymiar V. Dla dimV =1
jest oczywiste. Niech dim V = n. Wybieramy jako V; podprzestrzen rozpieta na wektorze
v. V1 zawiera sie w jadrze kazdego p(z), wiec p mozemy rzutowaé do reprezentacji p na
V = V/Vi. Z zalézenia indukcyjnego istnieje flaga F = {V;} taka ze p C n(F). Jako Vi1
wybieramy przeciwobraz {V;} wzgledem kanonicznego rzutowania. Wtasnoéé p(g) C n(F)
jest oczywista.

I jeszcze jedno twierdzenie.

TWIERDZENIE 14. Algebra Liego g jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy ad(z) jest
operatorem nilpotentnym dla kazdego x € g.

DowoOD: Jezeli g jest nilpotentna, to oczywiscie kazdy operator ad x jest nilpotentny.
Niech teraz Kazdy ad x bedzie nilpotentny, czyli dla kazdego x € g istnieje n, takie, ze
(adx)™ = 0. Z twierdzenie Engela istnieje flaga (a;) w g

{O}ZCloCal"'Can:g

taka, ze [g, a;] C a;_1, czyli a; jest idealem i spelniony jest trzeci z réwnowaznych warunkéw
definiujacych nilpotentnosé. m

16. Algebry rozwiazalne.

Zdefiniujemy teraz cigg pochodny idealow
g=D'gd>D?’>---D'g---, D'g=[D"'g D gl
Sprawdzmy najpierw, ze to jest rzeczywiscie ciag idealéw.

D?g = [g, g] jest idealem,
D3g = |[g, 9], [g,0]] iz tozsamosci Jacobiego

g, [[g. 9], [g,90]]] < [[g,[0,9]],10,0]] + [[g9], [0, (8. 6]]] < [lg, 9], [0, 9]
it.d.
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TWIERDZENIE 15. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(1) istnieje n takie, ze D"g = {0},

(2) istnieje n takie, Ze dla dowolnego zbioru 2™ elementéw z g [[[- -1, [ - -l [[-- -], [ - - ]]] =
0,

(3) Istnieje ciag idealéw

g=a;DayD---Da, ={0} (24)
takich, ze algebry a;/a; 1 sa abelowe tzn. [a;, ;] C a;41.

Dowop: Réwnowazmosé (1) i (2) oraz wynikanie (1) = (3) sa oczywiste. Pozostaje do
wykazania (3) = (1). Mamy

D? = [g,g] = [a1,01] C az, stad

D3g = [[g, 0], [9, 6]] C [ao,02] C a3

Dig Ca;

W szczegdlnosei, D"g = {0}. ]

DEFINICIA 7. Algebre Liego g nazywamy rozwigzalng, jezeli spetniony jest jeden z warun-
kéw Twierdzenia 15.

W szczegdlnosdcei, algebra nilpotentna jest rozwiazalna.

16.1. Przyklad. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa i niech F = {V;} bedzie flaga w
V. Zdefiniujmy przestrzen

b(F) ={x € End(V) | 2V; C V; dla i > 0}.

Jest to podalgebra taczna w End(V) i stad réwniez podalgebra Liego. Jezeli w V' wybierzemy
baze zgodna z flaga (i pierwszych wektoréw bazy rozpina V;), to w tej bazie elementy
z b(F) reprezentowane sa macierzami gérno-tréjkatnymi. Widac¢ stad, ze [b(F),b(F)| C
n(F) (macierze gérno-trojkatne z zerami na diagonali). Z nilpotentnosci n(F) wynika, ze
[6(F),b(F)] jest rozwiazalna, a zatem i b(F) jest rozwigzalna.

16.2. Twierdzenie Liego. Udowodnimy teraz odpowiednik twierdzenia Engela.

TWIERDZENIE 16 (LIE). Niech p:g — End(V) bedzie dzialaniem rozwiazalnej algebry
Liego g w przestrzeni wektorowej V' nad cialem C. Istnieje flaga F = (V;) w przestrzeni V
taka, ze p(g) C b(F).

Podobnie jak w przypadku twierdzenia Engela, mamy sformulowanie réwnowazne.

TWIERDZENIE 17. Przy spelnionych zalozeniach twierdzenia 16 istnieje niezerowy wektor
v € V, wlasny dla wszystkich p(x).

DowoD: (Twierdzenia 17)

Zauwazmy, ze wektor v, o ktérym mowi twierdzenie indukuje odwzorowanie x: g — C takie,
ze p(x)v = x(x)v (y(x) jest wartoscia wlasna p(z) dla wektora v). Podstawa dowodu jest
nastepujacu lemat.

LEMAT 2. Niech b bedzie idealem w algebrze Liego g, p reprezentacja (dzialaniem) algebry
g w V. Niech v € V bedzie niezerowym wektorem takim, ze dla pewnej funkcji x: ) — C
mamy p(x) = x(x)v, x € h. Wowcezas x([x, h]) = 0 dla wszystkich x € g, h € §.
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DowOD: Niech 0 # x € g. Tworzymy ciagg podprzestrzeni przestrzeni V'
{0} = Vo C Vi = {u} € Va = {v, pl)v} C Vi = {v, pla)v, p(a)?v} C ---

V' jest wymiaru skonczonego, wigc istnieje najmniejsze n takie, ze V,, = V,,41. Oczywiste,
ze dimV; =i dlai < niV, =V, Pokazemy teraz, ze dla h € h mamy (v oznacza tu
p(z)v) , ,

hz'v = x(h)z'v (mod V;). (25)
Dowdd jest indukeyjny wzgledem i. Dla ¢ = 0 mamy hv = x(h)v z zalozenia. Dla ¢ > 0

ha' = xha'™tv — [z, h]z" to.
7 zalozenia indukcyjnego,
ha' v = x(h)z' " v (mod Vi_,)
[z, h]z" " v = x([z, k)" v (mod V;_,).

Stad, poniewaz xV;_1 C V;,

i—1

zha'™ v = x(h)zz™ v (mod V;)

[z, h]2" v € V;,
co koficzy dowdd relacji (25). Wynika z niej, ze w bazie (v,zv,...,2" 'v), macierz [h}]
obciecia p(h) do V,, jest macierza gérno-tréjkatna z x(h) na diagonali. Jest tak dla kazdego
h € b. Poniewaz w tej bazie p(x) (obciete do V;,) jest macierza [x } z jedynkami bezposrednio

pod diagonala, niezerowsg ostatnia kolumna i zerami na pozostalych miejscach, dostajemy
bezposrednim rachunkiem, ze

nx([z, h]) = Try, (p([z, h])) = Te([z}][h5] — [R5)[25]) = Tr([ef][RY]) — Te([R}][25)
Zh:+1+X ZhZ-H“‘X z,) =0.

Stad x([z,h]) = 0. ]

Wracamy do dowodu Twierdzenia Liego, indukcyjnego ze wzgledu na wymiar algebry.
Dla dimg = 0 twierdzenie jest trywialne. Niech wiec dimg > 0. Poniewaz algebra g jest
rozwiazalna, to [g,g] # g, czyli istnieje podprzestrzen h C g ko-wymiaru 1, zawierajaca
(g, g]. Z tego zawierania wynika, ze b jest idealem. Z zalozenia indukcyjnego wynika istnienie
wektora v € V', wlasnego dla wszystkich p(h), h € b, czyli

p(h)o = x(h)v.
Wprowadzmy przestrzen
W={weV|ph)w=xh)w, heh}.
Przestrzen ta zawiera v, wiec jest niepusta. Z Lematu wynika, ze dlaz € g, w € W, h € h

p(h)p(x)w = p(z)p(h)w — p([z, h])w = x(h)p(x)w — x([z, h))w = x(h)p(x)w,
czyli p(x)w € W. W jest podprzestrzenia niezmiennicza dla wszystkich p(x). Wybierzmy
x € g taki, ze x & h. W przestrzeni W (nad ciatem C!) istnieje wektor wlasny vy operatora
p(x). Z definicji W, wektor ten jest te wektorem wasnym dla wszystkich p(h), h € b. Stad
i z faktu, ze ko-wymiar h w g jest 1, wynika, ze vy jest wektorem wlasnym dla wszystkich
operatoréow reprezentacji p. [
Wnioski:

(1) W algebrze rozwiazalnej istnieje flaga idealéw. Wystarczy zastosowaé twierdzenie
Liego do reprezentacji ad.
(2) Jezeli g jest rozwigzalna, to algebra pochodna [g, g] jest nilpotentna.
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16.3. Forma Killinga i kryterium Cartana. Niech B:V; x V5, — K bedzie bilinowa
forma nad cialem K i niech p; bedzie dzialaniem algebry g na przestrzeni V;. Méwimy, ze
forma B jest niezmiennicza wzgledem dzialan algebry, jezeli

B(p1(z)v,w) + B(v, p2(x)w) dla z € g.

Niech p bedzie dzialaniem g na przestrzeni wektorowej V. Przyktadem formy biliniowej jest
odwzorowanie

Byig x g — K:(z,y) — Try(p(z)p(y)).

Forma ta jest symetryczna. Pokazemy, ze jest niezmiennicza wzgledem dzialania dotaczo-
nego ad. Istotnie,

By(adx(z1), 22) + By(z1,ad 2(22)) = Tr(p([z, 21])p(22)) + Tr(p(z1)p([2, 2]))
= Tr(p(x)p(x1)p(x2) — p(x1)p(x)p(2) + pl21)p(2)p(22) — pla1)p(a2)p(x)) = 0.

W przypadku reprezentacji dotaczonej forma ta nazywana jest formq Killinga: B(z,y) =
Tr(ad(z) ad(y)).

TWIERDZENIE 18 (KRYTERIUM CARTANA). Niech g bedzie podalgebra algebry Liego en-
domorfizméw End (V') przestrzeni wektorowej nad R lub C. Nastepujace warunki sa réwno-
wazne:

(1) algebra g jest rozwiazalna,
(2) Tr(zy) =0dlaxz €egiy€lg,gl

DowoD: Wystarczy rozpatrzeé przypadek ciata liczb zespolonych. W przypadku ciala R
przechodzimy do kompleksyfikacji przestrzeni V. Z twierdzenia o strukturze endomorfizméw
wiemy, ze kazdy endomorfizm v € End(V) ma przedstawienie u = s + n, gdzie sn = ns,
endomorfizm s ma baze wektoréw wlasnych i n jest nilpotentny. Rozklad ten jest jedno-
znaczny.

Niech wigc g bedzie algebra rozwiazalna. Z twierdzenia Liego, w przestrzeni V istnieje
flaga (V;), niezmiennicza wzgledem g. W bazie zgodnej z flaga, endomorfizmy z g maja
postaé gérnotréjkatna, a z D(g) = [g, g] z zerami na diagonali. Stad Tr(zy) =0 dlaz € g i
y € g, gl

Niech teraz Tr(zy) = 0 dla z € giy € [g,g9]. Mamy pokazaé, ze ideal pochodny jest
nilpotentny, czyli, ze kazdy u € [g, g] jest nilpotentny. Niech u = s + n bedzie rozkladem, o
ktérym mowa powyzej. Mamy pokazaé, ze s = 0, co wynika z réwnosci (do udowodnienia)
Tr(us) = 0, gdzie § jest sprzezeniem zespolonym. Problem w tym, ze 5 na ogdl nie nalezy
do g. Poniewaz u € [g,g], wiec wystarczy mie¢ réwnosé¢ 0 = Tr([z,y]5) = Tr(y[s, z]) dla
x,y € g. Zadanie sprowadza sie do pokazania, ze [3,x] € [g,g], co przekracza nieco ramy
naszego wykladu. [

17. Algebry poélproste.
17.1. Idealy rozwigzalne. Zaczniemy od prostego stwierdzenia.

STWIERDZENIE 15. Jezeli a jest idealem rozwiazalnym w algebrze g oraz algebra ilorazowa
g/a jest rozwiazalna, to algebra g tez jest rozwigzalna.

DowoOD: Niech 7: g — g/a bedzie kanonicznym rzutowaniem. Z definicji algebry ilorazowej,
7~Y(Di(g/a)) = D'g + a. Z rozwiazalnoéci g/a istnieje n takie, ze D"(g/a) = 0. Zatem
D™g C a iz rozwiagzalnodci a wynika rozwiagzalnoscé g. [

Jezeli teraz a i b sg idealami rozwiagzalnymi, to ideal a+b jest tez rozwigzalny. Wystarczy
zauwazyc¢, ze algebra

(a+b)/a=0b/(bNa)

jest rozwiazalna (bo b jest rozwiazalna) i skorzystaé ze Stwierdzenia 15. Wynika stad, ze w
algebrze istnieje doktadnie jeden maksymalny ideal rozwiazalny. Nazywany jest radykatem
algebry.
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17.2. Algebry pélproste i proste. Algebre Liego nazywamy polprosta, jezeli jej radykat
jest zerowy. Réwnowaznie, algebra Liego g jest polprosta, jezeli nie zawiera niezerowych
idealéw abelowych. Istotnie, jezeli istnieje niezerowy ideal abelowy, czyli rozwiazalny, to
radykal jest niezerowy. Odwrotnie, jezeli radykal t jest niezerowy, to ostatni nietrywialny
ideal w ciagu pochodnym idealéw algebry t jest idealem abelowym w g.

TWIERDZENIE 19. Algebra g jest péiprosta wtedy i tylko wtedy, gdy jej forma Killinga jest
niezdegenerowana.

DowoOD: Oznaczmy przez n przestrzen wszystkich x € g, dla ktérych Tr(adzady) = 0
przy dowolnym y € g. Sprawdzamy, ze n jest idealem w g. Istotnie, z niezmienniczosci
formy Killinga mamy, dla z € n,

Vz,y € g Tr(ad[z,z]ady) = — Tr(adzad[z,y]) =0

istad [z,2] €n. Dlax € niy € [n,n] mamy Tr(adzady) = 0, czyli, na mocy kryterium
Cartana 18 algebra ad(n) jest rozwiazalna podalgebra End(g). Ale ad(n) jest ilorazem n
przez centrum algebry g, ktore jest abelowe, wiec rozwigzalne. Ze Stwierdzenia 15 wynika,
ze ideal n jest rozwiazalny. Jezeli algebra g jest p6lprosta, to n = {0}.

W druga strong. Mamy pokazaé, ze jezeli forma Killinga jest niezdegenerowana, to ideat
abelowy w g jest zerowy. Niech wiec a bedzie idealem abelowym. Rozpatrzmy o = adzxady
dlaz €a, y € g. Mamy oz = [z, [y, ]] € a, wiec o(g) C a. Ponadto, dla z € a, 0z = 0, bo
[y,2] € a. Stad 02 =01 Tro = 0. n

Algebra g nazywa sie prostq, jezeli jest ona

(i) nieabelowa,
(ii) nie zawiera idealéw wlasciwych.

17.3. Podstawowe wlasnosci algebr pdlprostych.

TWIERDZENIE 20. Niech a bedzie idealem w algebrze polprostej g. Wowczas podprzestrzen
ortogonalna (wzgledem formy Killinga) a’ jest tez idealem i g = a x at (iloczyn prosty
algebr Liego).

DowoOD: Z niezmienniczoéci formy Killinga, dla 2 € g, vy € a', z € a mamy
Tr(ad[z,y] ad z) = — Tr(ad y ad[z, 2]).

a jest idealem, wiee [z, 2] € a i stad Tr(adyad[z, 2]) = 0. Zatem [z,y] € at, czyli at jest
ideatem. Stad i z niezmienniczosci formy Killinga mamy, dla z,y € anat, z € g,

Tr(ad zad[z, y]) = — Tr(ad[z, z] ady) = 0,

czyli a N at jest abelowym idealem w g. Algebra jest péiprosta, wiec a N at = {0}. Jako
przestrzen wektorowa g jest suma prosta a i at. Ponadto, dlax € aiy € a’ mamy [z,y] = 0,
bo [z,y] € anat. Stad g jest iloczynem prostym algebr Liego a i a*. n

Ideaty w a, a' sg tez ideatami w g. Algebry a, a' sg polproste, wiec stosujac indukcje
dostajemy rozklad na algebry proste (nie posiadajace idealéw wlasciwych).

STWIERDZENIE 16. Pélprosta algebra Liego jest iloczynem prostym prostych algebr Liego.

Dla prostych algebr (wiec nieabelowych) mamy oczywista réwnosé Dig = g. Stad réwniez
dla algebr pélprostych mamy D'g = g. Zauwazmy, ze rozklad algebry pélprostej na proste
jest jednoznaczny.

TWwIERDZENIE 21 (H. WEYL). Kazda skoriczenie-wymiarowa reprezentacja polprostej al-
gebry Liego jest wpeini przywiedlna.
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DowOD: Bez dowodu. ]

7 twierdzenia tego wynikaja dwa wazne wnioski.

WNIOSEK 5. Niech g bedzie pélprostym idealem w algebrze Y. Istnieje jedyny ideat a C §
taki, ze h = g @ a (suma prosta).

DowoD: Algebra g dziata w algebrze b, wiec z Twierdzenia Weyla istnieje podprzestrzen
a C g, dopelniajaca g i niezmiennicza wzgledem adx, = € g. Pokazemy, ze [g,a] = {0}.
Istotnie, [g,a] C g, bo g jest idealem i [g,a] C a, bo a jest niezmiennicza. Jezeli teraz
y = x4 a € h jest takie, ze [g,y] = [g,2] = 0, to = nalezy do centrum algebry pdlprostej
g, czyli © = 0. Zatem a sklada sie ze wszystkich elementéw b, zerujacych podalgebre g.
Wynika stad jednoznacznosé a i to, ze jest to ideal (tozsamos$é Jacobiego). n

WNIOSEK 6. Kazde rézniczkowanie algebry pélprostej g ma postaé ad x.

DowOD: Potézmy h = Der(g) i zastosujmy poprzedni wniosek (g jest idealem w b, bo
[D,adz] = ad(Dx)). W rozkladzie Der(g) = g @ a, ideal a sklada si¢ z rézniczkowan
komutujacych z ad g. Niech wiec D € a. Mamy, dla kazdego « € g, ad(Dz) = [D,adz] =0
i stad Dx = 0, bo centrum g jest zerowe. Stad D =01 a = {0}. [
17.4. Zwarte algebry i grupy. Zacznijmy od przypadku K = C. Grupy Liego sa grupami
analitycznymi, wiec funkcje analityczne na zwartej grupie sa stale (zasada maximum dla
funkcji analitycznych). W szczegblnosci, przy ustalonej bazie w algebrze grupy, wspélczyn-
niki macierzy Ad, sa funkcjami analitycznymi na grupie, wigc stalymi dla grupy zwartej i
spojnej. Na takiej grupie Ady, = Ad, = Idg, czyli

glexpr)g~! = exp(Ady(z)) = expz.

Zatem grupa jest lokalnie, a stad globalnie abelowa. Pokazuje sie, ze musi to by¢ torus, czyli
G = C"/T, gdzie T jest dyskretna podgrupa rzedu 2n w C".

Przypadek rzeczywisty jest mniej restrykcyjny. Na zwartej grupie Liego mozna wprowa-
dzi¢ metryke riemannowska, lewo- i prawo-niezmiennicza (wiec Ad-niezmiennicza). Kon-
strukcja niezmienniczej metryki wyglada tak: definiujemy tensor metryczny w jednosci
grupy i przenosimy na cala grupe przy pomocy lewego przesuniecia. otrzymang metryke
uéredniamy (grupa zwartal) catkujac wzgledem miary prawo-niezmienniczej. Wynik jest
dwustronnie niezmiennicza metryks riemannowska. Stad definicja algebry zwartej jako po-
siadajacej niezmiennicza metryke euklidesows.

TWIERDZENIE 22. Niech g bedzie rzeczywista, zwarta algebra Liego. Wowczas g = ¢ X s
(iloczyn prosty), gdzie ¢ jest abelowa, a s pélprosta algebra Liego z ujemnie okreslona forma
Killinga.

DowoDb: Niech g bedzie niezmiennicza forma euklidesows. Ortogonalne dopetnienie ideatu
jest tez ideatem: dla z € a, = € at, y € g mamy

g([y,x],z) = 79(937 [y,z]) =0,

wiec [r,y] € at. Zatem g jest w peli przywiedlna wzgledem dzielania ad i rozklada sie
na sume prosta minimalnych niezerowych idealéw a;. Kazdy z ideatéw a; jest albo jedno-
wymiarowy (abelowy) albo prosty. Tak wiec g = ¢ @ s, gdzie ¢ jest algebra abelowa, a s
polprosta. Pozostaje do pokazania, ze forma Killinga algebry s jest ujemnie okre$lona. Niech
,y, 2 € 5. Z niezmienniczosci g mamy 0 = g([z,y], 2) + g(y, [z, z]) i kladac z = [z,y] dosta-
jemy g([z, ], [z,y]) = —g(y, (ad z)?y). Niech (y;) bedzie baza ortonormalna w s. Dostajemy

s(adz)? Zg yi, (ad 2)?y;) = ZQ z,yi), [z, y:]) < 0.

Jezeli @ # 0, to adx # 0 (centrum algebry s jest trywialne) i >, g([x, vi], [, ys]) # 0. Stad
ujemna okreslonosé¢ formy Killinga na s.
|
Mamy tez twierdzenie odwrotne.
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TWIERDZENIE 23. Jezeli rzeczywista algebra Liego jest postaci g = ¢ X s, gdzie ¢ jest
abelowa, a s pélprosta algebra Liego z ujemnie okreslona forma Killinga, to istnieje zwarta
grupa Liego z algebra Liego g. Jezeli ¢ = 0, to kazda spojna grupa Liego z algebra Liego g
jest zwarta.

17.5. Przyklady grup i algebr pdélprostych. Grupe spdjng nazywamy pdlprosta (pro-
sta), jezeli jej algebra jest pélprosta (prosta).

(1) Skladowa jednosci w Aut(V') nie jest pdlprosta, bo jej algebra Liego End (V') zawiera
ideal abelowy odwzorowan proporcjonalnych do identycznosci.

(2) Niech dimV = 2n z zadana forma symplektyczng (sko$nie symetrycza i niezdegene-
rowana) 2. Algebra sp(V') endomorfizméw przestrzeni V, dla ktérych forma € jest
niezmiennicza, jest prosta.

(3) Algebra sl(V') endomorfizméw przestrzeni V o §ladzie zerowym jest prosta dla dim V' >
1.

(4) Algebra op(V) endomorfizméw, dla ktérych niezegenerowana i symetryczna forma
biliniowa B jest niezmiennicza, jest pélprosta dla dimV > 2 a takze prosta dla
dimV > 4.
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