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v/ Dlaczego mechanike: ? Mechanika
jest miejscem, w ktorym ksztattuje sie jezyk
fizyki. Warto wiec wraca do mechaniki, by
lepiej zrozumie sens pewnych konstrukcji,

stosowanych poza mechanika, ale przez analogie
do mechaniki.
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v/ Dlaczego mechanike: ? Mechanika
jest miejscem, w ktorym ksztattuje sie jezyk
fizyki. Warto wiec wraca do mechaniki, by
lepiej zrozumie sens pewnych konstrukcji,
stosowanych poza mechanika, ale przez analogie
do mechaniki.

v/ Dlaczego geometriz ? Geometria
rozniczkowa pozwala mowio uktadach
jezykiem niezaleznym od uktadow odniesienia
(cechowa). Pozwala eliminowastruktury
Zbyteczne, pozostawiajac na widoku jedynie te
Istotne.
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Struktury geometryczne zwiazane z wariacyjnym
opisem uktadow fizycznych.

v/ W opisie wariacyjnym zasada wariacyjna
prowadzi do listy uktadow regularnych
(potencjalnych), z ktérymi opisywany uktad jest
w rownowadze (statycznej lub dynamicznej).
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v/ W opisie wariacyjnym zasada wariacyjna
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v/ Mozna powiedzie, ze w opisie wariacyjnym
Interesuje nas cata rozniczka potencjatu
(dziatania) lub ich uogaolnienia (np w opisie
uktadow z dysypacja, wiezami itp).



4/ Strukturami geometrycznymi zwiazanymi z
| . tzn konfiguracjami
dynamicznymi sa po’fozenla | predkm -

elementy wiazki stycznej do rozmasic potoza.
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, tzn konfiguracjami
dynamicznymi sa po’fozenla | predkm -
elementy wiazki stycznej do rozmasiti potoze.

v/ Opisem wariacyjnym uktaddéw dynamicznych z
wiezami i dysypacja. W szczegolsa,
wynikajacymi z niego odpowiednikami rowna
Eulera-Lagrange’a.
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4/ Strukturami geometrycznymi zwiazanymi z

, tzn konfiguracjami
dynamicznymi sa po’fozenla | predkm -
elementy wiazki stycznej do rozmasiti potoze.

v/ Opisem wariacyjnym uktaddéw dynamicznych z
wiezami i dysypacja. W szczegolsa,
wynikajacymi z niego odpowiednikami rowna
Eulera-Lagrange’a.

v/ Podstawami rachunku wariacyjnego, czyli zasada
prac wirtualnych w réznych jej odmianach.
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v/ Geometria wartsci afinicznych, tzn gemetria, w
ktore] funkcje zastapione sa cieciami wiazki
afiniczne]. Geometria taka jest potrzebna do opisu
niezaleznego od uktadu odniesienia (cechowania)
(mechanika newtonowska, zalezna od czasu,
relatywistyczne| czastki natadowanej itp).
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Kto sie zajmuje?

&/ Pawet Urbaski
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Opis lagranzowski

ﬂ%} Gdzie réwnanie?
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E < dL: TTM —T'TM
l X I Gdzie rownanie?
A\ i Istnieje kanoniczny diffeomorfizm
ay: TT"M —TTM

D = a; (dL(TM))

jest rownaniem na krzywe fazowe (bez sit
zewnetrznych, ale mozna je bez trudu dotagzy



4 Ta sama podrozmaiso D mozemy przenige do
T*T*M, korzystajac z istnienia n&* M kanonicznej
formy symplektycznej,, | odpowiadajacemu je]

E izomorfizmowi wiazek wektorowych

Byr: TT"M —T*T*M



'+ Tasama podrozmaio D mozemy przeni& do

d T*T*M, korzystajac z istnienia n&* M kanonicznej
formy symplektycznej,, | odpowiadajacemu je]
Izomorfizmowi wiazek wektorowych

I By TT*M —=T*T* M

| pytac, czy dostaBmy obraz rézniczki funkciji na
T*M.
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'+ Tasama podrozmaio D mozemy przeni& do
T*T*M, korzystajac z istnienia n&* M kanoniczne]
formy symplektycznej,, | odpowiadajacemu je]
Izomorfizmowi wiazek wektorowych

i Gar: TT*M —— T*T* M

| pytac, czy dostaBmy obraz rozniczki funkcji na
T*M.
Odpowiedz znajdziemy w znanych twierdzeniach
geometrii symplektyczney.



'+ We wspotczesnym rozumieniu, transformacja
_egendre’a jest przegiem od lagranzjanu (opisu
agranzowskiego) do (na ogot uogolnionego)
namiltonianu.
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'+ We wspotczesnym rozumieniu, transformacja

4 Legendre’a jest przeégiem od lagranzjanu (opisu
agranzowskiego) do (na ogot uogolnionego)
namiltonianu.

-

E . Przepcie to oparte jest na kanonicznym
I symplektomorfizmiel *£' | T*E* (dla dowolnej
i wiazki wektorowe|E'), generowanym przez ewaluacje
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miedzyE | £*.

Uzywa sie tu standardowych twierdze sktadaniu
relacji symplektycznych.
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Mamy wiec trzy diffeomorficzne rozmasaoi:

By Qg

T*T*M TT*M

T"TM
W literaturze mowi sia o

Jakie struktury geometryczne tkwia w tym obrazku?



Podwojne wiazki wektorowe

Sympozjum IFT, 08.12.2007 — p. 11/23



AN

L)
LS T
T

Kazda z powyzszych rozma#oi ma (autonomicznie)
dwie struktury wiazki wektorowej: nadlM | nad

T*M.

. Sato szczegolne przypadki ogodlnej sytuacji: Dla

kazdej wiazki wektorowet: £ — M, je] wiazka
stycznal £ | wiazka kostycznd * E' posiadaja dwie
(zgodne) struktury wiazki wektorowej

TE—' T - F |

TEl lT

E T
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Zgodnase struktur wiazek wektorowych mozna
wyartykutowa tak: odpowiadajace im mnozenia
przez liczby (bedace dziataniem monoidu

multyplikatywnego(R, -)) komutuja (Grabowski i
Rotkiewicz).
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Zgodnasc struktur wiazek wektorowych mozna
wyartykutowa tak: odpowiadajace im mnozenia
przez liczby (bedace dziataniem monoidu

multyplikatywnego(R, -)) komutuja (Grabowski i
Rotkiewicz).

Ogolnie: rozmaitec z dwiema zgodnymi strukturami
wiazki wektorowe] nazywa siz.
(Pradines, 1974) - nasza specja&no
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v T*T*M 1 T*TM sarozmaiteciami symplektycznymi
Zz formamiwT«ys | Wty
. I TT*M ma strukture symplektyczngrwy, |
v § Wymienione struktury symplektyczne respektuja (sa
E i linlowe) obie struktury wiazki wektorowej.
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Struktura symplektyczna (Poissona) na wiazce
wektorowejr: £ — M jest liniowa, jezel;
odpowiednie odwzorowanie

TE—-TF (T"E—TE)

jest liniowe ze wzgledu na obie struktury wiazki
wektorowe.



« Struktura symplektyczna (Poissona) na wiazce
J wektorowejr: E — M jest liniowa, jezeli
odpowiednie odwzorowanie

& TE—-TF (T"E—TE)

L)

E I jest liniowe ze wzgledu na obie struktury wiazki
i wektorowe].

Trojke Tulczyjewa mozemy teraz przedstawi
diagramem:
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T*M

VAN

M M
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oy, B | caty ten diagram to rownowazny opis
jednej, bardzo znanej strukturs' wiazki
stycznej.

Po ludzku: nawiasu Liego pol wektorowych na
rozmaitcci M
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Standardowa definicja algebroidu Liego w wiazce
wektorowejr: £ — M:

Nawias Liego cie wiazki E, ktory jest
pseudorozniczkowaniem za wzgledu na mnozenie
ciec przez funkcje, tzn

X, fY] = fIX Y]+ o(X) ()Y,

gdziep: £ — TM jest odwzorowaniem wiazek
wektorowych (nad identyczisoia wi/), zwanym
algebroidu.
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v/ algebra Liego,
v/ dystrybucja foliacji,
v/ Wwiazka kostyczna rozmaioi poissonowskiej,

v/ Wwiazka styczna do wiazki gtdownej podzielona
przez dziatanie grupy.
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Dla algebroidu Liego mamy odpowiedni diagram
(nasza specjalrso):

T*E* TE" : T*E

\ /\TM /
v /
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.+ Dla algebroidu Liego mamy odpowiedni diagram
(nasza specjalrso):

TE”

NEVAN

TM

VARV /
NSNS N

A reprezentuje tu liniowa strukture Poissona.

T°E

E ¢ E
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'+ Istnienie tego diagramu pozwala uprawiaechanike
4 analityczna w oparciu o strukture algebroidu
Przykiady:

o 4/ bryta sztywna (algebra Liego przestrzenia
I konfiguracyjna),

v/ redukcje lagranzowskie uktadoéw z symetriami.



v/ K. Konieczna and P. Urlieki: Double vector
bundles and dualityirch. Math. (Brno) 35,
(1999), 59-95

v/ J. Grabowski and P. Urlpaki: Algebroids —
general differential calculi on vector bundlgs,
I Geom. Phys,, 31 (1999), 111-1141.

v/ K. Grabowska, J. Grabowski and P. Uns&i: Lie
brackets on affine bundleann. Global Anal.
Geom. 24 (2003), 101-130.

v/ P. Urbanski: An affine framework for analytical
mechanics, InClassical and Quantum
Integrability, BCP59, Warsaw 2003, 257-279.
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v/ K. Grabowska and P. Uribaki: AV-differential
geometry and Newtonian mechani8gp. Math.
Phys. 58 (2006), 21-40.

v/ K. Grabowska, J. Grabowski and P. Unisi:
AV-differential geometry: Euler-Lagrange
equations,. Geom. Phys. 57 (2007), 1984-1998.

v/ 35. W.M. Tulczyjew and P. Urbieski:
Constitutive sets of convex static systelrsp.
Math. Phys., 60 No. 2 (2007), 199-219.
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Zakonczenie

To znaczy bg oryginalnym.
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