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. Pokazaé, ze funkcja

o) { Fp d (50) £ (00

dla (z,y)
jest ciggla na R2.

. Pokazaé, ze funkcja

_ ] = dla (2,y) #(0,0)
f(x,y)—{ 6 dla (z,y) =

jest ciagta w punkcie (0,0).

. Pokazaé, ze funkcja

[ b (5,9) £ 0,0)
f(x,y)—{ 6 dla (z,y) =

jest nieciagta w punkcie (0,0).

. (Przypomnienie — by¢ moze niekonieczne) Jesli Y C X, zas ® jest funkcja okreslona
na X, to jej obcieciem (mowi sie tez czasem: ograniczeniem, zwezeniem) do zbioru
Y nazywamy funkcje ¢ okreslona na Y i taka, ze ¢(x) = ®(z) dlaxz € Y.
Rozwazmy funkcje

[ da (5,y) £(0,0) vy = | Fhp da @) # (0,0
f(x,y) = { 6 dla (x,y) — (0,0) ! g( 7y) - { —6 dla (x,y) =

Pokazac, ze:

(a) Zwezenia f i g do dowolnej prostej w R? sg ciagle;
(b) f jest ograniczona na R?;
(c) g nie jest ograniczona na dowolnym otoczeniu punktu (0, 0);
(d) f jest nieciggta w (0,0).
Przyklady te pokazuja, ze z ciaglosci "czastkowych’ (tzn. po obcieciu do podzbiorow)
nie wynika ciagtosé ‘globalna’ (tzn. na calym zbiorze).

. Zbada¢ ciaglosé¢ nastepujacych funkcji:

(a)

[ EE dla (2,y) #(0,0)
fx,y) = { 0 da (x,y) =(0,0)
_ [ s dla (2,y) # (0,0
fx,y) = { 6 dla (z,y) = (0,0)



6.

10.

11.

12.

- {5 & 0
(@ 1
{7t £2208
Niech
o) = ol dla (wy) £ (0,0)

2,2 2
w2y + (- y)
Pokazac, ze granice iterowane

lim (21/13% f(x,y)) , lim (lim f(x,y)) ,

z—0 y—0 \z—0

istnieja i sa rowne zeru, ale nie istnieje granica ( l)inr%0 0 f(z,y).
x7y - b

Niech ) .
f(z,y) = (z +y)sin —sin "

Pokazac, ze istnieje granica: ( l)irr%O 0 f(z,y), ale nie istnieja granice iterowane
x’y - k)

timg (lim (). g (lim f(.)).

z—0
Obliczy¢ (jesli istnieja) nastepuace granice:

) r+y
(a)  lim L
(z,y)—(+o0,4+00) T2 — Ty + 92
. x?
lim —_
(z,y)—(0,0) x2 + 12
x2y2
im _
(z,9)—(0,0) x* 4+ y4
_ 1 — cos(z? + y?)
lim
(@y)—00) (22 + y?)x2y?

(b)
(c)

(d)

(By¢ moze tylko przypomnienie) Pokaza¢ ciagtosé normy oraz dodawania i mnozenia
przez liczbe dla przestrzeni unormowanych.

Pokaza¢ na przykltadach, ze jesli f : X — Y jest ciagla na X (X,Y — przestrzenie
metryczne), to obraz zbioru otwartego (domknietego) w X nie musi by¢ zbiorem
otwartym (domknietym) w Y.

Pokaza¢, ze jesli f : X — Y jest ciagla na X (X,Y — przestrzenie metryczne), to
obraz zbioru zwartego w X jest zbiorem zwartym w Y.

Niech (X, d) — przestrzeri metryczna, E C X, E # (. Odlegloscig punktu x € X od
zbioru E nazywamy

pe(x) = inf d(z,y).

yek



13.

14.

(a) Pokazac, ze pp(r) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = nalezy do domkniecia zbioru
E.

(b) Pokaza¢, ze pg jest funkcja jednostajnie ciagta na X. Wsk. pp(x2) < d(x2,y) <
d(zg, 71) + d(21,y), tak wiec pp(r2) < d(22,71) + pr(21).

Niech K i F' beda roztacznymi podzbiorami przestrzeni metrycznej X, przy czym K
jest zwarty, za$§ F' — domkniety. Pokaza¢, ze istnieje liczba € > 0 taka, ze d(p,q) > €
dla dowolnych p € K, q € F.

Wsk. Funkcja pg jest dodatnia i ciagla na K.

Pokazac, ze twierdzenie moze okazac sie falszywe, jesli zaden ze zbioréw K, F' nie
jest zwarty.

Niech f: X — Y, g: X — Y, gdzie X,Y sa przestrzeniami metrycznymi, f,g
— ciagte. Niech F bedzie wszedzie gestym podzbiorem w X. Pokazaé, ze f(FE) jest
gesty w f(X). Jesli g(p) = f(p) dla wszystkich p € E, to pokaza¢, ze g(p) = f(p)
dla wszystkich p € X.

Innymi stowy: Odwzorowanie ciagle jest okreslone przez swoje wartos$ci na wszedzie
gestym podzbiorze argumentow.



