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1. Pokaza¢, »e funkcja

f(x, y) =
{

x2y
x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

jest ci¡gªa na R2.

2. Pokaza¢, »e funkcja

f(x, y) =
{

x2y
x2+y4 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

jest ci¡gªa w punkcie (0, 0).

3. Pokaza¢, »e funkcja

f(x, y) =
{
x2−y2
x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

jest nieci¡gªa w punkcie (0, 0).

4. (Przypomnienie � by¢ mo»e niekonieczne) Je±li Y ⊂ X, za± Φ jest funkcj¡ okre±lon¡
na X, to jej obci¦ciem (mówi si¦ te» czasem: ograniczeniem, zw¦»eniem) do zbioru
Y nazywamy funkcj¦ φ okre±lon¡ na Y i tak¡, »e φ(x) = Φ(x) dla x ∈ Y .
Rozwa»my funkcje

f(x, y) =
{

xy2

x2+y4 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

, g(x, y) =
{

xy2

x2+y6 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

Pokaza¢, »e:

(a) Zw¦»enia f i g do dowolnej prostej w R2 s¡ ci¡gªe;

(b) f jest ograniczona na R2;
(c) g nie jest ograniczona na dowolnym otoczeniu punktu (0, 0);

(d) f jest nieci¡gªa w (0, 0).

Przykªady te pokazuj¡, »e z ci¡gªo±ci 'cz¡stkowych' (tzn. po obci¦ciu do podzbiorów)
nie wynika ci¡gªo±¢ 'globalna' (tzn. na caªym zbiorze).

5. Zbada¢ ci¡gªo±¢ nast¦puj¡cych funkcji:

(a)

f(x, y) =
{
x2y2

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

(b)

f(x, y) =
{
x3y3

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)
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(c)

f(x, y) =
{
x4−y4
x4+y4 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

(d)

f(x, y) =
{

1
x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

6. Niech

f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
dla (x, y) 6= (0, 0).

Pokaza¢, »e granice iterowane

lim
x→0

(
lim
y→0
f(x, y)

)
, lim
y→0

(
lim
x→0
f(x, y)

)
,

istniej¡ i s¡ równe zeru, ale nie istnieje granica lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

7. Niech

f(x, y) = (x+ y) sin
1
x
sin
1
y
.

Pokaza¢, »e istnieje granica: lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), ale nie istniej¡ granice iterowane

lim
x→0

(
lim
y→0
f(x, y)

)
, lim
y→0

(
lim
x→0
f(x, y)

)
.

8. Obliczy¢ (je±li istniej¡) nast¦pu¡ce granice:

(a) lim
(x,y)→(+∞,+∞)

x+ y
x2 − xy + y2

,

(b) lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2 + y2
,

(c) lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x4 + y4
,

(d) lim
(x,y)→(0,0)

1− cos(x2 + y2)
(x2 + y2)x2y2

.

9. (By¢ mo»e tylko przypomnienie) Pokaza¢ ci¡gªo±¢ normy oraz dodawania i mno»enia
przez liczb¦ dla przestrzeni unormowanych.

10. Pokaza¢ na przykªadach, »e je±li f : X → Y jest ci¡gªa na X (X, Y � przestrzenie
metryczne), to obraz zbioru otwartego (domkni¦tego) w X nie musi by¢ zbiorem
otwartym (domkni¦tym) w Y .

11. Pokaza¢, »e je±li f : X → Y jest ci¡gªa na X (X,Y � przestrzenie metryczne), to
obraz zbioru zwartego w X jest zbiorem zwartym w Y .

12. Niech (X, d) � przestrze« metryczna, E ⊂ X, E 6= ∅. Odlegªo±ci¡ punktu x ∈ X od
zbioru E nazywamy

ρE(x) = inf
y∈E
d(x, y).
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(a) Pokaza¢, »e ρE(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x nale»y do domkni¦cia zbioru
E.

(b) Pokaza¢, »e ρE jest funkcj¡ jednostajnie ci¡gª¡ na X. Wsk. ρE(x2) ¬ d(x2, y) ¬
d(x2, x1) + d(x1, y), tak wi¦c ρE(x2) ¬ d(x2, x1) + ρE(x1).

13. Niech K i F b¦d¡ rozª¡cznymi podzbiorami przestrzeni metrycznej X, przy czym K
jest zwarty, za± F � domkni¦ty. Pokaza¢, »e istnieje liczba ε > 0 taka, »e d(p, q) > ε
dla dowolnych p ∈ K, q ∈ F .
Wsk. Funkcja ρE jest dodatnia i ci¡gªa na K.
Pokaza¢, »e twierdzenie mo»e okaza¢ si¦ faªszywe, je±li »aden ze zbiorów K, F nie
jest zwarty.

14. Niech f : X → Y , g : X → Y , gdzie X, Y s¡ przestrzeniami metrycznymi, f, g
� ci¡gªe. Niech E b¦dzie wsz¦dzie g¦stym podzbiorem w X. Pokaza¢, »e f(E) jest
g¦sty w f(X). Je±li g(p) = f(p) dla wszystkich p ∈ E, to pokaza¢, »e g(p) = f(p)
dla wszystkich p ∈ X.
Innymi sªowy: Odwzorowanie ci¡gªe jest okre±lone przez swoje warto±ci na wsz¦dzie
g¦stym podzbiorze argumentów.
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