ANALIZA 11 'R’, LISTA No 7 — calki wielokrotne
20.05.2013

1 Calki — zadania

1.1 Calki po obszarach prostokatnych

1. Obliczy¢ catke z funkeji f po prostokacie P:
f(,9) = Ggps P =[3,4] x [1,2]. Odp. In 5}
flz,y) = 5:c Y — 2y3 P =[2,5] x [1,3]. Odp. 660.
flz,y) = = [0,1] x [0, 1]. Odp. 13-
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f(z,y) =e*v, P =10,1] x [0,1]. Odp.
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P =0,1] x [0,1]. Wsk. W jakiej kolejnosci wygodniej
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)
(f) f(z,y) =z sin(z +y), P=[0,7] x [0, 7]. Odp.
(8) f(z,y) =2%ye™, P =10,1] x [0,2]. Odp.
2. (a) Znalez¢ objeto$¢ bryty ograniczonej z dotu plaszezyzna xy, z bokoéw — plaszezyz-
nami z =0, x =a, y =0, y = b, a od gory paraboloida eliptyczna:
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(wszystkie parametry a, b, ¢, d s dodatnie). Odp. %b (%2 + %)

(b) To samo dla bryly ograniczonej plaszczyzna xy, powierzchniag x? + 2? = R? dla
z > 01 ptaszczyznami y = 0 i y = H. Wsk. Bardziej naturalne jest liczenie
w ukl. wsp. biegunowych, ale 'nie uprzedzajmy wypadkow’ i liczmy we wsp.
kartezjanskich. Odp. (kazdy powinien wiedzie¢, ze) sTR*H.

(c) To samo dla bryly ograniczonej plaszczyznami z = 0, z = a, x = b, y = ¢
y=d (b>a>0,d>c>0)iparaboloida hiperboliczng
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Uwaga. Funkcja podcatkowa wprawdzie nie jest okreslona w punkcie (0,0), ale
mozna ja tam dookreslic definiujac f(0,0) = 1.

3. Pokazaé, ze



4. Pokazaé¢ nierduno$é Cauchy’ego — Buniakowskiego — Schwarza: Dla dowolnych ciggtych
na [a, b] funkeji f, g zachodzi nieréwnosé

(/abf(ac)g(x)dg;>2 < /ab F2(2)dz - /ang(:C>dx

Wsk. Scatkowacé funkcje (f(2)g(y) — g(x)f(y))* po kwadracie [a, b] x [a, b].

5. Udowodnié¢ nieréwnosé

b b )
/af(a:)dx ; m?(b—a).

dla f — ciaglej na [a, b]. Wsk. Skorzystaé z nierownosci C-B-Schwarza, bedacej trescia
poprzedniego zadania.

1.2 Calki po obszarach niekoniecznie prostokatnych

1. Zamieni¢ kolejnos¢ catkowania w calkach:
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2. Rozstawi¢ granice catkowania, tzn. znalez¢ granice catkowania, zapisujac catke po
kazdym z ponizszych obszarow D w postaci calki iterowane;j:

(a) D — trojkat ograniczony prostymi z =0, y =0, z + 2y = 4.

(b) D - obszar dany nieréwnos$ciami: z? + y> < 4, z > 0, y > 0.

(¢) D — obszar dany nieréwnosciami: x +y < 2, z —y < 2, x > 0.

(d) D - obszar dany nier6wnos$ciamizy > x2, y < 9 — z2.

(e) D — obszar dany nieréwnoscia: (x — 3)* + (y — 2)2 < 9.

(f) D — obszar ograniczony krzywymi: y = 23 iy = /.

(g) D - obszar dany nieréwnosciami: y* < 8z, y < 2z, y +4x — 24 < 0

(h) D — obszar ograniczony krzywymi y? —2? = 1i 22 +4? = 9 i zawierajacy punkt

(0,0).



(i) D — czworokat o wierzchotkach: (1,1), (2,3), (4,3), (6,1).

3. Obliczy¢ calki:

2
a) / /\/rz - %dxdy, gdzie T jest trojkatem o bokach y =0, y =rx, v =1,
T

b) //(6 —x —y)dzdy, gdzie T jest trojkatem o wierzchotkach (0,0), (2,2), (1,3)

/ / —dxdy, gdzie D jest obszarem zdefiniowanym przez nieré6wnosci: 2 < x <

4, 1

SYS

/ / —dxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym przez krzywe: x = 2,
x, = 1. Odp. Wsk. Ktora kolejnoéé¢ catkowania bedzie wygodniejsza?
9

y
1
(e) I =

// z+5y)dzdy, gdzie D jest trojkatem ograniczonym przez proste: y = x,
y—3:1:,$—1. Odp. ]—3.
) I = //\/ZxQ — y2dady, gdzie D jest trojkatem ograniczonym przez proste:
D

y=0,r=1,y=2 0dp. I =} (5+1}).
4. Obliczy¢ dla nastepujacych figur plaskich o jednorodnej gestosci masy wspolrzedne
srodka masy:

2

(a) Obszaru ograniczonego parabola y = x* oraz prostymi: y =11z = 0.

(b) Cwiartki elipsoidy % + y2 = 1 (znajdujacej si¢ w pierwszej ¢wiartce uktadu
wspotrzednych).

(c) Wycinka kota o kacie o i promieniu R

(d) Obszaru ograniczonego osiami wspotrzednych i krzywej y = cos z (w L. ¢wiartce).

1.3 Calki potréjne
1. Obliczy¢ calki:

1
" /Z/ [+ a4y o) Adydz gdae O jest suescianem [0 1%

) // /z dxdydz, gdzie V' jest ostrostupem ograniczonym ptaszczyzng x+y+z =

1%
2 i ptaszczyznami wspotrzednych;



Zamiana zm. w calce podwdjnej

. Obliczy¢ calke z funkcji f(z,y) = y*v R2 — 22 po kole o promieniu R i $rodku w
poczatku ukladu wspolrzednych. Odp. 32 RP.

. Obliczy¢ objetos¢ bryly ograniczonej ptaszczyznami z = 0, y = 0, z = 0, walcem
22 + 9% = R? i paraboloidg hiperboliczng z = xy; chodzi o bryle lezacag w pierwszej
¢wiartce. Odp. R

. Obliczy¢ objetoéé bryty Vivianiego, tzn. bryly wycietej walcem 2% + 3% = Rx z kuli
2? +y* + 2* = R*. Odp. T2 R?.

. Obliczy¢ objeto$¢ bryty powstatej przez przeciecie pod katem prostym dwu nieskonicze-
nie dtugich walcow o jednakowej $rednicy

. Obliczy¢ pola powierzchni figur ograniczonych krzywymi o podanych nizej réwna-
niach. Wyliczenia poprzedzi¢ rozpoznaniem ksztettu krzywych. Wsk. Wspotrzedne
biegunowe.

(a) (22 +y?)* = 2a*(2? — y?) (lemniskata Bernoulliego). Odp. 2a?.

(b) (22 +y?)? = 2a2®. Odp. 2mwa®,

(¢) (22 +y?)? = a*(z* + y*). Odp. 37a®.

. Obliczy¢ pola powierzchni figur ograniczonych krzywymi o podanych nizej réwna-

niach. Wyliczenia poprzedzi¢ rozpoznaniem ksztelttu krzywych. Wsk. Uogolnione
wspolrzedne biegunowe: x = ar cos ¢, y = brsin ¢. Policzy¢ jakobian!

2
(a) (z—; + Z—j) = 4. Odp. (‘;Cb;.
2

(b) (2—5 + Z—;) = 2% + ¢ Odp. imab(a® + b?).

2
(¢) (% +%) =% Odp. 5.

. Zmalez¢ pole ograniczone petla krzywej o ponizszych rownaniach. Wsk. Wprowadzi¢
wspotrzedne r, 0 okreglone przez: x = rcos? 0; y = rsin® 6.
a2
(a) (z+y)* = az®y. Odp. .
(12
(b) (z+y)* = axy. Odp. &.

(12
(¢) (z+y)° = ax?y* Odp. 1%

. . . . 2 2 2 ) .
. Znalez¢ pole powierzchni asteroidy z3 + y3 = a3. Wsk. Rownanie parametryczne

asteroidy jest: x = acos®t, y = asin®t, t € [0,27]. Wprowadzi¢ wspotrzedne r, ¢

okreglone przez: x = rcos®t, y = rsin®t. Ile wynosi jakobian? Odp. %mﬁ.

. Obliczy¢ calki: / / xydxdy, gdzie C jest (krzywoliniowym) ’czworokatem’ ogranic-
c
zonym Krzywymi:

(a) y = ax®, y = b2, y* = pz, y* = qx. Wsk. Wprowadzi¢ wspoltrzedne &, 7
zdefiniowane przez: y = &3, y? = nz.

(b) v® = ax?, y? = ba*, y = ax, y = Bx. Wsk. Wprowadzi¢ wspolrzedne &,n
zdefiniowane przez: y® = €22, y? = nz.
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16.

2.1

Obliczy¢ catke ///zdxdydz, gdzie C' jest gorng potowa elipsoidy 2—2—1— Z—j—i— i—; < 1.
c

Obliczy¢ catke // /zdxdydz, gdzie C' jest bryta ograniczong przez tworzaca stozka
22 = g—i(xQ +1?) icplaszczyzn(; z = h.

Obliczy¢ catke ///(x 4y + 2)?dadydz, gdzie C jest wspdlng czeécia paraboloidy
22 +y? < 2azi kucii 2% 4+ y? + 22 < 3a.

Znalezé $rodek ciezkoséci bryly ograniczonej powierzchniami paraboloidy 22 + y? =
2az oraz kuli 22 + 3% + 22 = 3a°.

Znalez¢ potencjat walca w srodku jego podstawy.
Obliczy¢ potencjal grawitacyjny stozka o jednorodnej gestosci masy:

(a) w wierzchotku

(b) w srodku podstawy.
Obliczy¢ natezenie pola grawitacyjnego stozka o jednorodnej gestosci masy:

(a) w wierzchotku

(b) w srodku podstawy.

Wsk. Mozna wykorzysta¢ poprzednie zadanie.

Pare zadan nieco innych

. Przy zamianie calki podwojnej na iterowana, w wiekszosci zagadnient praktycznych

catka podwdjna istnieje i jest rowna kazdej z dwu calek iterowanych. Nie musi tak
jednak by¢ dla dowolnej funkcji.

Rozpatrzmy funkcje okreslona na |0, 1]x]0, 1]:

2?2 — o2

f(%y):m

(a) Sprawdzi¢, ze dla dowolnego x €]0,1], funkcja ¢(y) = f(z,y) (x traktujemy
jako parametr) jest ciagla, a zatem catkowalna. Obliczy¢: I(x) = [ f(z,y)dy.

(b) Analogicznie prawdzié¢, ze dla dowolnego y €]0, 1], funkcja ¢ (x) = f(z,y) (tu
y traktujemy jako parametr) jest ciagta, a zatem catkowalna. Obliczy¢: J(y) =
I3 f(z,y)dz.

(c) Obliczyé [} da J} dyf(x,y) oraz i dy i duf(z,y).

(d) Czy f jest calkowalna na [0,1] x [0,1]7 (Pytanie moze nieco na wyrost, gdyz
catka, jesli istnieje, to najwyzej jako calka niewtasciwa, bo f nie jest ogranic-
zona na [0, 1] x [0,1])



Moratl jest dox¢ banalny. Przy stosowaniu twierdze« nale»y sprawdza¢ za2o»enia.
2. (a) Obliczy¢V,(R) = objjtox¢ kuli n—wymiarowej o promieniu R. Wsk. Znale¢,
przez ca®k] iterowanj, wzér rekurencyjny wij»icy V,,(R) z V,,_1(R).

(b) Obliczy¢ ré»nic) V,(R) — V,(0.9R) dla n = 1,2,3,10,20,100. Innymi s2owy:
Jaka cz}£¢ masy pomara«czy—wymiarowej skupiona jest w skorce?

1Skojarzenie: AS BANALNY - pélstéwko



