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1 Caªki � zadania

1.1 Caªki po obszarach prostok¡tnych

1. Obliczy¢ caªk¦ z funkcji f po prostok¡cie P :

(a) f(x, y) = 1
(x+y)2 , P = [3, 4]× [1, 2]. Odp. ln

25
24 .

(b) f(x, y) = 5x2y − 2y3, P = [2, 5]× [1, 3]. Odp. 660.
(c) f(x, y) = x2

1+y2 , P = [0, 1]× [0, 1]. Odp.
π
12 .

(d) f(x, y) = y
(1+x2+y2)3/2 , P = [0, 1] × [0, 1]. Wsk. W jakiej kolejno±ci wygodniej

caªkowa¢? Odp. ln 2+
√
2

1+
√
3
.

(e) f(x, y) = ex+y, P = [0, 1]× [0, 1]. Odp.
(f) f(x, y) = x sin(x+ y), P = [0, π]× [0, π2 ]. Odp.
(g) f(x, y) = x2y exy, P = [0, 1]× [0, 2]. Odp.

2. (a) Znale¹¢ obj¦to±¢ bryªy ograniczonej z doªu pªaszczyzn¡ xy, z boków � pªaszczyz-
nami x = 0, x = a, y = 0, y = b, a od góry paraboloid¡ eliptyczn¡:

z =
x2

2p
+
y2

2q

(wszystkie parametry a, b, c, d s¡ dodatnie). Odp. ab6
(
a2

p
+ b

2

q

)
.

(b) To samo dla bryªy ograniczonej pªaszczyzn¡ xy, powierzchni¡ x2+ z2 = R2 dla
z > 0 i pªaszczyznami y = 0 i y = H. Wsk. Bardziej naturalne jest liczenie
w ukª. wsp. biegunowych, ale 'nie uprzedzajmy wypadków' i liczmy we wsp.
kartezja«skich. Odp. (ka»dy powinien wiedzie¢, »e) 12πR

2H.

(c) To samo dla bryªy ograniczonej pªaszczyznami z = 0, x = a, x = b, y = c,
y = d (b > a > 0, d > c > 0) i paraboloid¡ hiperboliczn¡

z =
xy

m
(m > 0).

Odp. |V | = (d
2−c2)(b2−a2)
4m .

3. Pokaza¢, »e ∫ ∫
P

(xy)xydxdy =
∫ 1
0
xxdx.

Uwaga. Funkcja podcaªkowa wprawdzie nie jest okre±lona w punkcie (0, 0), ale
mo»na j¡ tam dookre±lic de�niuj¡c f(0, 0) = 1.
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4. Pokaza¢ nierówno±¢ Cauchy'ego � Buniakowskiego � Schwarza: Dla dowolnych ci¡gªych
na [a, b] funkcji f, g zachodzi nierówno±¢(∫ b

a
f(x)g(x)dx

)2
¬
∫ b
a
f 2(x)dx ·

∫ b
a
g2(x)dx

Wsk. Scaªkowa¢ funkcj¦ (f(x)g(y)− g(x)f(y))2 po kwadracie [a, b]× [a, b].

5. Udowodni¢ nierówno±¢ ∫ b
a
f(x)dx ·

∫ b
a

dx
f(x)

 (b− a)2.

dla f � ci¡gªej na [a, b].Wsk. Skorzysta¢ z nierówno±ci C-B-Schwarza, b¦d¡cej tre±ci¡
poprzedniego zadania.

1.2 Caªki po obszarach niekoniecznie prostok¡tnych

1. Zamieni¢ kolejno±¢ caªkowania w caªkach:

(a)
1∫
0

dy

√
y∫
y

dx f(x, y)

(b)
1∫
−1

dx

√
1−x2∫
0

dy f(x, y)

(c)
r∫
0

dx

√
2rx−x2∫
x

dy f(x, y)

(d)
2∫
1

dx
2x∫
x

dy f(x, y)

(e)
2∫
0

dx
6−x∫
2x

dy f(x, y)

2. Rozstawi¢ granice caªkowania, tzn. znale¹¢ granice caªkowania, zapisuj¡c caªk¦ po
ka»dym z poni»szych obszarów D w postaci caªki iterowanej:

(a) D � trójk¡t ograniczony prostymi x = 0, y = 0, x+ 2y = 4.

(b) D � obszar dany nierówno±ciami: x2 + y2 ¬ 4, x  0, y  0.
(c) D � obszar dany nierówno±ciami: x+ y ¬ 2, x− y ¬ 2, x  0.
(d) D � obszar dany nierówno±ciami:y  x2, y ¬ 9− x2.
(e) D � obszar dany nierówno±ci¡: (x− 3)2 + (y − 2)2 ¬ 9.
(f) D � obszar ograniczony krzywymi: y = x3 i y =

√
x.

(g) D � obszar dany nierówno±ciami: y2 ¬ 8x, y ¬ 2x, y + 4x− 24 ¬ 0
(h) D � obszar ograniczony krzywymi y2−x2 = 1 i x2+y2 = 9 i zawieraj¡cy punkt
(0, 0).
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(i) D � czworok¡t o wierzchoªkach: (1, 1), (2, 3), (4, 3), (6, 1).

3. Obliczy¢ caªki:

(a)
∫ ∫
T

√
r2 − y2

x2
dxdy, gdzie T jest trójk¡tem o bokach y = 0, y = rx, x = 1,

(b)
∫ ∫
T

(6−x− y)dxdy, gdzie T jest trójk¡tem o wierzchoªkach (0, 0), (2, 2), (1, 3)

(c)
∫ ∫
D

x

y
dxdy, gdzie D jest obszarem zde�niowanym przez nierówno±ci: 2 ¬ x ¬

4, 1 ¬ y ¬ x2.

(d) I =
∫ ∫
D

x2

y2
dxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym przez krzywe: x = 2,

y = x, xy = 1. Odp. Wsk. Która kolejno±¢ caªkowania b¦dzie wygodniejsza?
I = 94 .

(e) I =
∫ ∫
D

(x+5y)dxdy, gdzieD jest trójk¡tem ograniczonym przez proste: y = x,

y = 3x, x = 1. Odp. I = 223 .

(f) I =
∫ ∫
D

√
2x2 − y2dxdy, gdzie D jest trójk¡tem ograniczonym przez proste:

y = 0, x = 1, y = x. Odp. I = 13
(
π
4 +

1
2

)
.

4. Obliczy¢ dla nast¦puj¡cych �gur pªaskich o jednorodnej g¦sto±ci masy wspóªrz¦dne
±rodka masy:

(a) Obszaru ograniczonego parabol¡ y = x2 oraz prostymi: y = 1 i x = 0.

(b) �wiartki elipsoidy x
2

a2
+ y

2

b2
= 1 (znajduj¡cej si¦ w pierwszej ¢wiartce ukªadu

wspóªrz¦dnych).

(c) Wycinka koªa o k¡cie α i promieniu R

(d) Obszaru ograniczonego osiami wspóªrz¦dnych i krzywej y = cos x (w I. ¢wiartce).

1.3 Caªki potrójne

1. Obliczy¢ caªki:

(a)
∫ ∫ ∫
C

1
(1 + x+ y + z)3

dxdydz, gdzie C jest sze±cianem [0, 1]3;

(b)
∫ ∫ ∫
V

z dxdydz, gdzie V jest ostrosªupem ograniczonym pªaszczyzn¡ x+y+z =

2 i pªaszczyznami wspóªrz¦dnych;
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2 Zamiana zm. w caªce podwójnej

1. Obliczy¢ caªk¦ z funkcji f(x, y) = y2
√
R2 − x2 po kole o promieniu R i ±rodku w

pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Odp. 3245R
5.

2. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy ograniczonej pªaszczyznami x = 0, y = 0, z = 0, walcem
x2 + y2 = R2 i paraboloid¡ hiperboliczn¡ z = xy; chodzi o bryª¦ le»¡c¡ w pierwszej
¢wiartce. Odp. 18R

4.

3. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy Vivianiego, tzn. bryªy wyci¦tej walcem x2 + y2 = Rx z kuli
x2 + y2 + z2 = R2. Odp. 6π−89 R3.

4. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy powstaªej przez przeci¦cie pod k¡tem prostym dwu niesko«cze-
nie dªugich walców o jednakowej ±rednicy

5. Obliczy¢ pola powierzchni �gur ograniczonych krzywymi o podanych ni»ej równa-
niach. Wyliczenia poprzedzi¢ rozpoznaniem kszteªtu krzywych. Wsk. Wspóªrz¦dne
biegunowe.

(a) (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2) (lemniskata Bernoulliego). Odp. 2a2.

(b) (x2 + y2)2 = 2ax3. Odp. 58πa
2.

(c) (x2 + y2)3 = a2(x4 + y4). Odp. 34πa
2.

6. Obliczy¢ pola powierzchni �gur ograniczonych krzywymi o podanych ni»ej równa-
niach. Wyliczenia poprzedzi¢ rozpoznaniem kszteªtu krzywych. Wsk. Uogólnione
wspóªrz¦dne biegunowe: x = ar cosφ, y = br sinφ. Policzy¢ jakobian!

(a)
(
x2

a2
+ y

2

b2

)2
= xy
c2
. Odp. a

2b2

2c2 .

(b)
(
x2

a2
+ y

2

b2

)2
= x2 + y2. Odp. 12πab(a

2 + b2).

(c)
(
x2

a2
+ y

2

b2

)2
= x

2

c2
. Odp. πa

3b
2c2 .

7. Znale¹¢ pole ograniczone p¦tl¡ krzywej o poni»szych równaniach. Wsk. Wprowadzi¢
wspóªrz¦dne r, θ okre±lone przez: x = r cos2 θ; y = r sin2 θ.

(a) (x+ y)4 = ax2y. Odp. a
2

210 .

(b) (x+ y)3 = axy. Odp. a
2

60 .

(c) (x+ y)5 = ax2y2. Odp. a
2

1260 .

8. Znale¹¢ pole powierzchni asteroidy x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 . Wsk. Równanie parametryczne

asteroidy jest: x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ [0, 2π]. Wprowadzi¢ wspóªrz¦dne r, t
okre±lone przez: x = r cos3 t, y = r sin3 t. Ile wynosi jakobian? Odp. 38πa

2.

9. Obliczy¢ caªki:
∫ ∫
C

xydxdy, gdzie C jest (krzywoliniowym) 'czworok¡tem' ogranic-

zonym krzywymi:

(a) y = ax3, y = bx3, y2 = px, y2 = qx. Wsk. Wprowadzi¢ wspóªrz¦dne ξ, η
zde�niowane przez: y = ξx3, y2 = ηx.

(b) y3 = ax2, y3 = bx2, y = αx, y = βx. Wsk. Wprowadzi¢ wspóªrz¦dne ξ, η
zde�niowane przez: y3 = ξx2, y2 = ηx.
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2.1

10. Obliczy¢ caªk¦
∫ ∫ ∫
C

zdxdydz, gdzie C jest górn¡ poªow¡ elipsoidy x
2

a2
+ y

2

b2
+ z

2

c2
¬ 1.

11. Obliczy¢ caªk¦
∫ ∫ ∫
C

zdxdydz, gdzie C jest bryª¡ ograniczon¡ przez tworz¡c¡ sto»ka

z2 = h
2

R2
(x2 + y2) i pªaszczyzn¦ z = h.

12. Obliczy¢ caªk¦
∫ ∫ ∫
C

(x+ y + z)2dxdydz, gdzie C jest wspóln¡ cz¦±ci¡ paraboloidy

x2 + y2 ¬ 2az i kuli x2 + y2 + z2 ¬ 3a2.

13. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci bryªy ograniczonej powierzchniami paraboloidy x2 + y2 =
2az oraz kuli x2 + y2 + z2 = 3a2.

14. Znale¹¢ potencjaª walca w ±rodku jego podstawy.

15. Obliczy¢ potencjaª grawitacyjny sto»ka o jednorodnej g¦sto±ci masy:

(a) w wierzchoªku

(b) w ±rodku podstawy.

16. Obliczy¢ nat¦»enie pola grawitacyjnego sto»ka o jednorodnej g¦sto±ci masy:

(a) w wierzchoªku

(b) w ±rodku podstawy.

Wsk. Mo»na wykorzysta¢ poprzednie zadanie.

3 Par¦ zada« nieco innych

1. Przy zamianie caªki podwójnej na iterowan¡, w wi¦kszo±ci zagadnie« praktycznych
caªka podwójna istnieje i jest równa ka»dej z dwu caªek iterowanych. Nie musi tak
jednak by¢ dla dowolnej funkcji.

Rozpatrzmy funkcj¦ okre±lon¡ na ]0, 1]×]0, 1]:

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2

(a) Sprawdzi¢, »e dla dowolnego x ∈]0, 1], funkcja φ(y) ≡ f(x, y) (x traktujemy
jako parametr) jest ci¡gªa, a zatem caªkowalna. Obliczy¢: I(x) =

∫ 1
0 f(x, y)dy.

(b) Analogicznie prawdzi¢, »e dla dowolnego y ∈]0, 1], funkcja ψ(x) ≡ f(x, y) (tu
y traktujemy jako parametr) jest ci¡gªa, a zatem caªkowalna. Obliczy¢: J(y) =∫ 1
0 f(x, y)dx.

(c) Obliczy¢
∫ 1
0 dx

∫ 1
0 dyf(x, y) oraz

∫ 1
0 dy

∫ 1
0 dxf(x, y).

(d) Czy f jest caªkowalna na [0, 1] × [0, 1]? (Pytanie mo»e nieco na wyrost, gdy»
caªka, je±li istnieje, to najwy»ej jako caªka niewªa±ciwa, bo f nie jest ogranic-
zona na [0, 1]× [0, 1])
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Moraª jest do±¢ banalny1: Przy stosowaniu twierdze« nale»y sprawdza¢ zaªo»enia.

2. (a) Obliczy¢Vn(R) = obj¦to±¢ kuli n−wymiarowej o promieniu R.Wsk. Znale¹¢,
przez caªk¦ iterowan¡, wzór rekurencyjny wi¡»¡cyVn(R) z Vn−1(R).

(b) Obliczy¢ ró»nic¦ Vn(R) − Vn(0.9R) dla n = 1, 2, 3, 10, 20, 100. Innymi sªowy:
Jaka cz¦±¢ masy pomara«czyn−wymiarowej skupiona jest w skórce?

1
Skojarzenie: AS BANALNY � póªsªówko
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