
1 Szeregi niesko«czone

1.1 De�nicje i przykªady

Dla danego ci¡gu {an} utwórzmy nowy ci¡g {sn} , zde�niowany jako:

s1 = a1, s2 = a1 + a2, . . . , sn = a1 + a2 + · · ·+ an =
n∑
j=1

aj (1)

Def. Je±li wy»ej zde�niowany ci¡g {sn} posiada granic¦, to granic¦ t¦ oznaczamy symbolem:

∞∑
n=1

an = lim
n→∞
sn = lim

n→∞

n∑
j=1

aj

i nazywamy sum¡ szeregu niesko«czonego a1 + a2 + · · · + an + . . . . Mówimy w takim
przypadku, »e szereg jest zbie»ny. Je±li powy»sza granica nie istnieje, to mówimy, »e szereg
jest rozbie»no±ci.

Uwaga. Szeregi mo»emy wi¦c uwa»a¢ za szczególny przypadek ci¡gów. Maj¡ one jednak
swoj¡ specy�k¦, a przy tym s¡ na tyle wa»ne, »e rozwa»a si¦ je na ogóª odr¦bnie.

Przykªadem takiej pewnej odr¦bno±ci problemów przy rozwa»aniu ci¡gów i szeregów
jest problem ich zbie»no±ci. W przypadku ci¡gów (przynajmniej tych które rozwa»ali±my)
w wi¦kszo±ci przypadków umiemy policzy¢ ich granice. Inaczej jest z szeregami: Za pomoc¡
dost¦pnych nam ±rodków rzadko umiemy znale¹¢ warto±¢ granicy i najcz¦±ciej rozwa»anym
problemem jest problem zbie»no±ci szeregu.

Def. Ci¡g {sn} nazywamy ci¡giem sum cz¦±ciowych szeregu niesko«czonego.
Przykª.

1. Szereg: 1 + 1 + 1 + . . . jest rozbie»ny do ∞, poniewa» sn = n.

2. Szereg geometryczny 1 + q + q2 + · · · + qn + . . . jest zbie»ny, gdy |q| < 1. Mamy
bowiem:

sn =
1− qn+1

1− q
i dla |q| < 1 ci¡g {sn} jest zbie»ny, a jego granica jest

lim
n→∞
sn =

1
1− q

3. Szereg 1 − 1 + 1 − 1 + 1 + . . . jest rozbie»ny; ci¡g {sn} jest w tym przypadku:
1, 0, 1, 0, 1, . . . i nie posiada ani wªa±ciwej, ani niewªa±ciwej granicy.

Def. n−t¡ reszt¡ szeregu a1 + a2 + · · ·+ an + . . . nazywamy szereg

rn = an+1 + an+2 + · · · =
∞∑

m=n+1

am. (2)

Stw. Je±li szereg a1 + a2 + · · ·+ an + . . . jest zbie»ny, to lim
n→∞
rn = 0.

Dow. Zauwa»my, »e je±li szereg a1+ a2+ · · ·+ an+ . . . jest zbie»ny, to równie» szereg
(2) jest zbie»ny przy ka»dej warto±ci n. Poniewa»

rn = lim
k→∞
(an+1 + an+2 + · · ·+ an+k) = lim

k→∞
sn+k − sn =

∞∑
m=1

am − sn,
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wi¦c

lim
n→∞
rn =

∞∑
m=1

am − lim
n→∞
sn =

∞∑
m=1

am −
∞∑
m=1

am = 0.

CBDO

1.2 Ogólne wªasno±ci szeregów zwi¡zane ze zbie»no±ci¡

Niektóre wªasno±ci szeregów s¡ bezpo±rednimi konsekwencjami wªasno±ci ci¡gów. W tej
Subsection wymienimy wªa±nie takie.

Tw. (Warunek Cauchy'ego). Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby szereg
a1 + a2 + . . . byª zbie»ny, jest, aby:

∀ε>0∃k∈N∀m∈N : |ak+1 + ak+2 + · · ·+ ak+m| < ε. (3)

Dow.Widzieli±my, »e zbie»no±¢ szeregu jest równowa»na zbie»no±ci jego sum cz¦±ciowych.
Ponadto, przypomnijmy sobie warunek Cauchy'ego zbie»no±ci ci¡gu {sn} : Mówiª on, i»

∀ε>0∃k∈N∀m∈N : |sk+m − sk| < ε,

a »e sn jest n−t¡ sum¡ cz¦±ciow¡ szeregu, to otrzymujemy warunek (3).
CBDO

Tw. Je±li szereg a1 + a2 + . . . jest zbie»ny, to lim
n→∞
an = 0.

Uwaga: Innymi sªowy, je±li lim
n→∞
an 6= 0, to szereg a1 + a2 + . . . nie jest zbie»ny.

Dow. Mamy: an = sn − sn−1, co daje

lim
n→∞
an = lim

n→∞
sn − lim

n→∞
sn−1 = 0,

poniewa» lim
n→∞
sn = lim

n→∞
sn−1.

CBDO

Uwaga: Powy»sze twierdzenie nie daje si¦ odwróci¢. Istniej¡ bowiem szeregi a1+a2+. . .
rozbie»ne, dla których jednak lim

n→∞
an. Takim szeregiem jest szereg harmoniczny:

1 +
1
2
+
1
3
+ · · ·+ 1

n
+ . . .

Mamy bowiem:

1
3
+
1
4
> 2 · 1

4
=
1
2
;
1
5
+
1
6
+
1
7
+
1
8
> 22
1
2
; . . .

1
2n + 1

+ · · ·+ 1
2n+1
= 2n

1
2n+1
=
1
2
,

mamy wi¦c

s2n+1 − s2n >
1
2
=⇒ s2n >

1
2
n.

Tak wi¦c lim
n→∞
s2n =∞, czyli ci¡g sum ¢z¦±ciowych szeregu harmonicznego jest rozbie»ny,

a to znaczy, »e sam szereg harmoniczny te» jest rozbie»ny (do ∞).
Def. Szereg nazywamy ograniczonym, je±li ci¡g jego sum cz¦±ciowych jest ograniczony

(tzn. je±li istnieje taka liczba M , »e dla ka»dego n ∈ N: sn < M).
Tw. Ka»dy szereg zbie»ny jest ograniczony.
Dow. jest to inne wypowiedzenie znanego nam twierdzenia, »e ka»dy ci¡g zbie»ny jest

ograniczony.
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Mamy dwa naturalne twierdzenia dotycz¡ce zbie»no±ci szeregu sumy oraz iloczynu
szeregu przez staª¡.

Tw. Je»eli szeregi a1 + a2 + . . . i b1 + b2 + . . . s¡ zbie»ne, to

∞∑
n=1

(an ± bn) =
∞∑
n=1

an ±
∞∑
n=1

bn.

Dla ustalenia uwagi we¹my sum¦. Mamy

∞∑
n=1

(an ± bn) = lim
n→∞
(a1 + b1 + a2 + b2 + · · ·+ an + bn)

= lim
n→∞
(a1 + a2 + · · ·+ an) + lim

n→∞
(b1 + b2 + · · ·+ bn) =

∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

bn;

dla ró»nicy dowód jest analogiczny.
CBDO

Tw. Je»eli szereg a1 + a2 + . . . jest zbie»ny, to dla dowolnej staªej c ∈ R
∞∑
n=1

can = c
∞∑
n=1

an.

Dow. Mamy bowiem
∞∑
n=1

can = lim
n→∞
(ca1 + ca2 + · · ·+ can)

= c lim
n→∞
(a1 + a2 + · · ·+ an) = c

∞∑
n=1

an.

CBDO

Wniosek. W szczególno±ci
∞∑
n=1

(−an) = −
∞∑
n=1

an.

1.3 Szeregi naprzemienne-twierdzenie Leibniza; twierdzenie Abela

Def. Szeregiem naprzemiennym nazywamy szereg postaci

a1 − a2 + a3 − a4 + . . . , gdzie an  0. (4)

Tw. (Leibniza). zwane te» cz¦±ciej kryterium Leibniza Szereg naprzemienny (4), speªniaj¡cy
warunki

a1  a2  a3  . . . oraz lim
n→∞
an = 0 (5)

jest zbie»ny. Ponadto sumy cz¦±ciowe tego szeregu: sn = a1 − a2 + a3 − a4 + · · · ± an oraz
suma szeregu speªniaj¡ nierówno±ci

s2n ¬
∞∑
n=1

(−1)n−1an ¬ s2n+1. (6)
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Dow. Ci¡g sum cz¦±ciowych o wska¹nikach parzystych jest niemalej¡cy. Mamy bowiem

s2m+2 = s2m + (a2n+1 − a2n+2), a z zaªo»enia a2n+1 − a2n+2  0.

Jest to jednocze±nie ci¡g ograniczony, poniewa»

s2n = a1 − ((a2 − a3) + (a4 − a5) + . . . ) ¬ a1.

Skoro tak, to ci¡g {s2n} jest zbie»ny. Oznaczmy jego granic¦ przez g: lim
n→∞
s2n = g.

Zauwa»my, »e udowodnimy zbie»no±¢ szeregu (5) dowodz¡c, »e lim
n→∞
s2n+1 = g.

Mamy: s2n+1 = s2n + a2n+1, co daje

lim
n→∞
s2n+1 = lim

n→∞
s2n + lim

n→∞
a2n+1 = g,

bo lim
n→∞
a2n+1 = 0 na mocy zaªo»enia.

Wreszcie, nierówno±ci (6) wynikaj¡ z faktów, »e ci¡g {s2n} jest rosn¡cy (wi¦c jego
granica jest wi¦ksza lub równa dowolnemu z wyrazów ci¡gu), za± ci¡g {s2n+1} jest malej¡cy
(wi¦c lim

n→∞
s2n+1  s2k+1 dla dowolnego k).

Przykª. Szereg anharmoniczny:

1− 1
2
+
1
3
− 1
4
+ . . . (7)

jest zbie»ny. Poka»emy pó¹niej, »e sum¡ tego szeregu jest ln 2.
i interpretacja elektrostatyczna. CBDO

Tw. (Abela).zwane te» cz¦±ciej kryterium Abela Je±li ci¡g {an} d¡»y monotonicznie do zera,
za± szereg sum cz¦±ciowych ci¡gu {bn} : Bn = b1+ b2+ · · ·+ bn jest ograniczony, to szereg

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn + . . . (8)

jest zbie»ny.
Dow. Oznaczmy przez {sn} ci¡g sum cz¦±ciowych szeregu b1+ b2+ . . . : sn = b1+ b2+

· · ·+ bn. Na mocy zaªo»enia, istnieje takie M , »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi |sn| < M .
Aby dowie±¢, »e szereg (8) jest zbie»ny, oszacujmy sum¦

akbk + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn (9)

dla n > k. Zauwa»my najsampierw, i»

−2M < bm + bm+1 + · · ·+ bn < 2M (10)

dla ka»dego m i n  m, poniewa»

|bm + bm+1 + · · ·+ bn| = |sn − sm−1| ¬ |sn|+ |sm−1| ¬ 2M.

Wyra»enie (9) przepiszmy teraz tak:

akbk + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn =

(ak − ak+1)bk + (ak+1 − ak+2)(bk + bk+1)+

+(ak+2 − ak+3)(bk + bk+1 + bk+2) + · · ·++(an)(bk + bk+1 + · · ·+ bn) ¬
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¬ 2M((ak − ak+1) + (ak+1 − ak+2) + · · ·+ an) = 2Mak (11)

na mocy (10).
Analogicznie mamy akbk + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn  −2Mak, a st¡d

|akbk + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn| ¬ 2Mak. (12)

We¹my teraz jakie± ε > 0. Zakªadamy, »e ci¡g {an} jest zbie»ny do zera; znaczy to,
»e istnieje takie k, »e ak < ε

2M . Wy»ej udowodnili±my (12), co przepiszemy jako |akbk +
ak+1bk+1 + · · · + anbn| < ε. Zgodnie z warunkiem Cauchy'ego zbie»no±ci ci¡gu (je»eli
|an − am| < ε dla n,m dostatecznie du»ych, to ci¡g {an} jest zbie»ny), szereg

∑∞
n=1 anbn

jest zbie»ny.
CBDO

Uwaga. Z wzoru (12) mamy oszacowanie na sum¦ szeregu:∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anbn

∣∣∣∣∣ ¬ 2Ma1; (13)

jest tak, poniewa» na mocy wzoru (12) nierówno±¢ |a1b1 + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn| ¬ 2Ma1
zachodzi dla ka»dego n.

Uwaga 2. Kryterium Leibniza jest szczególnym przypadkiem kryterium Abela: W tym
ostatnim trzeba za ci¡g {bn} wzi¡¢ bn = (−1)n.

1.4 Szeregi o wyrazach dodatnich. Kryteria zbie»no±ci d'Alemberta
i Cauchy'ego

Przy zaªo»eniu, »e wszystkie skªadniki szeregu a1 + a2 + . . . s¡ dodatnie, ci¡g jego sum
cz¦±ciowych jest rosn¡cy. Wynika st¡d natychmiast stwierdzenie:

Stw. Szereg o wyrazach dodatnich jest albo zbie»ny, albo rozbie»ny do ∞.
CBDO

Tw. (kryterium porównawcze)1

(Z) Je±li dla wszystkich n zachodzi 0 ¬ bn ¬ an i je±li szereg a1+a2+ . . . jest zbie»ny,
to zbie»ny jest równie» szereg b1 + b2 + . . . . Przy tym zachodzi

∞∑
n=1

bn ¬
∞∑
n=1

an.

(R) Je»eli natomiast szereg b1 + b2 + . . . jest rozbie»ny, to rozbie»ny jest te» szereg
a1 + a2 + . . . .

Dow. (Z) Oznaczmy sumy cz¦±ciowe szeregów a1 + a2 + . . . i b1 + b2 + . . . jako sn i
tn:

sn = a1 + a2 + · · ·+ an, tn = b1 + b2 + · · ·+ bn.

Mamy oczywi±cie tn ¬ sn.
Mamy te»: (przypomnijmy sobie odpowiednie twierdzenia o granicach ci¡gów monotonicznych)

sn ¬ lim
n→∞
sn =

∞∑
n=1

an wi¦c tn ¬
∞∑
n=1

an.

1Mo»na je wyra»a¢ w ró»nych wersjach; tu jest jedna z nich
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Z nierówno±ci tej wnioskujemy, »e ci¡g sum cz¦±ciowych szeregu b1+b2+. . . jest ograniczony,
a wi¦c szereg b1+b2+ . . . jest zbie»ny. Z drugiej strony, wynika st¡d nierówno±¢

∑∞
n=1 bn ¬∑∞

n=1 an. (pami¦tamy, »e dla ci¡gów byªo: Je»eli dla ci¡gu {xn} ka»dego n zachodzi:
xn ¬ C, to lim

n→∞
xn ¬ C).

(R) Ci¡g sum cz¦±ciowych szeregu b1+b2+ . . . jest monotoniczny i nieograniczony, i �
z uwagi na nierówno±¢ bn ¬ an � taki jest te» ci¡g sum cz¦±ciowych szeregu a1+ a2+ . . . ;
wobec tego szereg a1 + a2 + . . . jest rozbie»ny do ∞.

CBDO

Kryterium powy»sze jest ogólne i sukces w jego stosowaniu do jakiego± szeregu b1 +
b2 + . . . zale»y od tego, czy znajdziemy taki szereg zbie»ny a1 + a2 + . . . , który szacuje
od góry b1 + b2 + . . . .

Przykª. Poka»emy zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

1
n2
. (14)

Uczynimy to przez porównanie go z szeregiem:

1
1 · 2
+
1
2 · 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
+ . . . ; (15)

mamy:

1
1 · 2
+
1
2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1)n
=
(
1− 1
2

)
+
(1
2
− 1
3

)
+ · · ·+

(
1

(n− 1)
− 1
n

)
= 1− 1

n
,

czyli granica sum cz¦±ciowych sn szeregu (15) jest: lim
n→∞
sn = 1. Na mocy kryterium

porównawczego, szereg (14) jest zbie»ny2.
Bior¡c do porównywania w kryterium porównawczym szereg geometryczny, otrzymujemy

nast¦puj¡ce dwa kryteria.
Tw. (kryterium d'Alemberta). Szereg a1+a2+ . . . o wyrazach dodatnich, speªniaj¡cy

warunek
lim
n→∞

an+1
an
< 1 (16)

jest zbie»ny.
Dow. We»my h takie, aby byªy speªniona nierówno±ci: lim

n→∞
an+1
an
< h < 1. Istnieje

wi¦c k takie, »e dla n  k mamy an+1
an
< h, czyli an+1 < anh. Tak wi¦c szereg ak +

ak+1 + . . . ma skªadniki odpowiednio nie wi¦ksze od skªadników szeregu geometrycznego
ak + akh + akh2 + . . . . Ten szereg geometryczny jest zbie»ny, bo 0 < h < 1. Z kryterium
porównawczego jest wi¦c zbie»ny szereg

∑∞
n=k an, a co za tym idzie � i szereg

∑∞
n=1 an.
CBDO

Tw. (kryterium Cauchy'ego). Szereg a1 + a2 + . . . o wyrazach dodatnich, speªniaj¡cy
warunek

lim
n→∞

n
√
an < 1 (17)

jest zbie»ny.
Dow. Podobnie jak w kryterium d'Alemberta, istnieje takie h i takie k, »e dla n  k

zachodzi n
√
an < h, a to jest równowa»ne nierówno±ci an < hn. Porównuj¡c teraz szereg

2Zobaczymy pó¹niej, »e suma szeregu (14) jest równa π
2

6
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ak + ak+1 + . . . z szeregiem geometrycznym hk + hk+1 + . . . , widzimy, »e je»eli szereg
geometryczny jest zbie»ny (tzn. h < 1), to zbie»ny jest równie» szereg a1 + a2 + . . . .

Ustalili±my wi¦c pewne kryteria zbie»no±ci. Daje si¦ te» znale¹¢ kryteria rozbie»no±ci.
Tw. (Kryteria rozbie»no±ci). Je±li dla szeregu a1 + a2 + . . . o skªadnikach dodatnich

zachodzi jedna z nierówno±ci

lim
n→∞

an+1
an
> 1 lub lim

n→∞
n
√
an > 1, (18)

to szereg jest rozbie»ny.
Dow. Je±li ma miejsce pierwsza z nierówno±ci (18), to dla dostatecznie du»ych nmamy

an+1
an
> 1 co daje an+1 > an,

a to znaczy, »e ci¡g {an} nie jest zbie»ny do 0, czyli nie jest speªniony warunek konieczny
zbie»no±ci szeregu � tak wi¦c szereg a1 + a2 + . . . jest rozbie»ny.

Je±li natomiast speªniona jest druga z nierówno±ci (18), to dla dostatecznie du»ych n
mamy

n
√
an > 1; co daje an+1 > 1,

i znowu ci¡g {an} nie jest zbie»ny do 0.
CBDO

Przykª. Szereg:
∞∑
n=1

xn

n!
(19)

dla x  0 jest zbie»ny.
Dow. Mamy:

an+1
an
=
xn+1

xn
n!

(n+ 1)!
=
x

n+ 1
=⇒ lim

n→∞

an+1
an
= 0.

Z kryterium d'Alemberta wynika, »e szereg (19) jest zbie»ny.
Przykª. Kryterium d'Alemberta nie rozstrzyga o zbie»no±ci szeregu harmonicznego ani

szeregu (14).
W takich przypadkach trzeba stosowa¢ inne, bardziej subtelne kryteria (Kummera,

Raabego), o których zainteresowany Czytelnik mo»e przeczyta¢ w ksi¡»kach podanych w
literaturze. Tu sformuªujemy jeszcze jedno, do±¢ uniwersalne

Tw. (kryterium "zag¦szczeniowe" Cauchy'ego). Rozwa»my szereg S = a1+ a2+ · · · =∑∞
n=1 an o wyrazach dodatnich, gdzie ci¡g {an} d¡»y do zera monotonicznie. Utwórzmy

szereg "zag¦szczony": Z =
∑∞
k=0 2

ka2k . Wtedy je±li szereg Z jest zbie»ny, to szereg S te»
jest zbie»ny; i je±li szereg Z jest rozbie»ny, to szereg S te» jest rozbie»ny.
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Dow. Zbie»no±¢: Mamy nast¦puj¡ce oszacowanie z góry na szereg S:

S = a1
+a2 + a3

+a4 + a5 + a6 + a7
+a8 + a9 + · · ·+ a15 + . . .

¬ a1
+2 · a2
+4 · a4

+8 · a8 + · · · =
∞∑
k=0

2ka2k = Z;

je±li wi¦c zbie»ny jest szereg zag¦szczony Z, to � wzi¡wszy pod uwag¦ kryterium porównawcze
� jest zbie»ny te» szereg wyj±ciowy S.

Rozbie»no±¢: Mamy te» nast¦puj¡ce oszacowanie z doªu na szereg S:

S = a1 + a2
+a3 + a4

+a5 + a6 + a7 + a8
+a9 + · · ·+ a15 + . . .

 a1 + a2
+2 · a4
+4 · a8

+8 · a16 + · · · =

=
1
2
a1 +
1
2
(a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . ) 

1
2
Z,

zatem � z kryterium porównawczego � je±li rozbie»ny jest szereg zag¦szczony Z, to rozbie»ny
jest te» wyj±ciowy szereg S.

CBDO

Przykª. Rozwa»my zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=1

1
nα
, (20)

gdzie α > 0 (dla α ¬ 0 nie jest speªniony warunek konieczny zbie»no±ci szeregu).
Rozwa»my szereg "zag¦szczony":

∞∑
k=1

2k
1
2kα
=
∞∑
k=1

2k(1−α) =
∞∑
k=1

(
2(1−α)

)k
W ostatniej sumie rozpoznajemy szereg geometryczny. Oznaczaj¡c: q = 2(1−α) widzimy,
»e b¦dzie on zbie»ny, je±li q < 1, co ma miejsce wtedy, gdy α > 1.

Tak wi¦c: szereg (20) jest zbie»ny dla α > 1, a rozbie»ny dla α ¬ 1.
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1.5 Szeregi bezwzgl¦dnie zbie»ne

Def. Szereg a1+a2+ . . . nazywamy bezwzgl¦dnie zbie»nym, je±li szereg |a1|+ |a2|+ . . . jest
zbie»ny. Szereg, który jest zbie»ny, ale nie jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, nazywamy warunkowo
zbie»nym.

Tw. Je±li szereg a1+a2+ . . . jest zbie»ny bezwzgl¦dnie, to jest te» zbie»ny w zwykªym
sensie. Ponadto ∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

an

∣∣∣∣∣ ¬
∞∑
n=1

|an|. (21)

Dow. Zgodnie z warunkiem Cauchy'ego zbie»no±ci szeregów, musimy oszacowa¢ sum¦:
ak + ak+1 + · · ·+ an i pokaza¢, »e dla dostatecznie du»ych k i dowolnych n (n > k) suma
ta jest dowolnie maªa. Mamy:

|ak + ak+1 + · · ·+ an| ¬ |ak|+ |ak+1|+ · · ·+ |an| ¬
∞∑
i=k

|ai|.

Ostatnia suma powy»ej, jako reszta rk−1 szeregu zbie»nego, d¡»y do 0, gdy k d¡»y do ∞.
Innymi sªowy, dla dowolnego ε > 0 istnieje takie k, »e rk−1 < ε, sk¡d |ak+ak+1+· · ·+an| < ε
dla ka»dego n > k.

W ten sposób pokazali±my zbie»no±¢ szeregu a1+ a2+ . . . . Ponadto, oznaczaj¡c: sn =
a1 + a2 + · · ·+ an oraz tn = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| mamy: |sn| ¬ tn, sk¡d, po przej±ciu do
granicy, wynika

| lim
n→∞
sn| = lim

n→∞
|sn| ¬ lim

n→∞
tn,

a to jest dokªadnie wzór (21).
CBDO

Przykª. Szereg geometryczny 1+ q+ q2+ . . . , gdzie |q| < 1, jest zbie»ny bezwzgl¦dnie,
poniewa» jest zbie»ny szereg 1 + |q|+ |q|2 + . . . .

Przykª. Szereg
∑∞
n=1

xn

n! jest zbie»ny bezwzgl¦dnie dla ka»dego x. Jak si¦ niedªugo oka»e,
jego suma jest równa ex.

Przykª. Szereg anharmoniczny jest zbie»ny warunkowo, poniewa» szereg warto±ci bez-
wzgl¦dnych jego skªadników to szereg harmoniczny, który jest rozbie»ny.

1.6 (Pozorne) paradoksy z szeregami niesko«czonymi

Przyjrzymy si¦ teraz zagadnieniu przemienno±ci szeregów niesko«czonych. Wiemy, »e
dodawanie jest przemienne, tzn. a + b = b + a, co implikuje, »e suma sko«czonej ilo±ci
skªadników jest przemienna, tzn. nie zale»y od kolejno±ci skªadników. Okazuje si¦, »e
analogiczna wªasno±¢ ma te» miejsce dla szeregów bezwzgl¦dnie zbie»nych, natomiast
na ogóª nie zachodzi dla szeregów zbie»nych warunkowo. B¦dziemy to pokazywa¢, ale
najsampierw sprecyzujemy, co rozumiemy przez zmian¦ kolejno±ci skªadników, gdy ilo±¢
tych skªadników jest niesko«czona.

Def. Przez permutacj¦ ci¡gu liczb naturalnych rozumiemy ci¡g liczb naturalnych {mn}
= m1,m2, . . . taki, »e ka»da liczba naturalna wyst¦puje w ci¡gu {mn} dokªadnie raz. Je±li
m1,m2, . . . jest permutacj¡ ci¡gu liczb naturalnych, to mówimy, »e szereg am1 + am2 +
· · · + amn + . . . powstaª z szeregu a1 + a2 + . . . + an + . . . przez zmian¦ porz¡dku jego
skªadników.
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Tw. Ka»dy szereg bezwzgl¦dnie zbie»ny jest przemienny. Inaczej mówi¡c, je±li szereg∑∞
n=1 an jest bezwzgl¦dnie zbie»ny i je±lim1,m2, . . . jest permutacj¡ ci¡gu liczb naturalnych,

to ∞∑
n=1

amn =
∞∑
n=1

an. (22)

Dow. Niech ε > 0. Ze zbie»no±ci szeregu |a1|+ |a2|+ . . . wynika, »e istnieje takie k, »e
∞∑
i=k+1

|ai| < ε. (23)

Poniewa» ci¡g {mn} zawiera wszystkie liczby naturalne, wi¦c istnieje takie r, »e w±ród
liczb m1,m2, . . . ,mr wyst¦puj¡ liczby 1, 2, 3, . . . , a» do k. Poniewa» za± ka»da liczba
naturalna wyst¦puje dokªadnie raz w ci¡gu {mn} , to dla ka»dego n > r mamy mn > k.
Je±li wi¦c przy danym n > r ze zbioru m1,m2, . . . ,mr, . . . ,mn skre±limy liczby 1, 2, . . . , k,
to pozostan¡ w nim wyª¡cznie liczby wi¦ksze od k (przy tym wszystkie ró»ne). Tak wi¦c,
oznaczaj¡c

sn = a1 + a2 + . . .+ an, tn = am1 + am2 + · · ·+ amn
i skre±laj¡c w ró»nicy tn − sn skªadniki o równych wska¹nikach, otrzymamy w ró»nicy
tn − sn jedynie skªadniki o wska¹nikach wi¦kszych od k. Wynika st¡d, »e

|tn − sn| ¬ 2
∞∑
i=k+1

|ai|,

sk¡d mamy:
|tn − sn| < 2ε.

na mocy (23). Poniewa» ta ostatnia nierówno±¢ zachodzi dla ka»dego n > r, to zachodzi:
lim
n→∞
tn = lim

n→∞
sn, a to oznacza, »e speªniona jest teza twierdzenia, tzn. (22).

CBDO

Uwaga. Powy»sze twierdzenie nie jest prawdziwe dla dowolnego szeregu zbie»nego.
Jako przykªad, we¹my szereg anharmoniczny i oznaczaj¡c jego sum¦ przez c (niedªugo
oka»e si¦, »e c = ln 2), przestawmy jego skªadniki w nast¦puj¡cy sposób:

c = 1− 1
2
+
1
3
− 1
4
+
1
5
− 1
6
+
1
7
− 1
8
+
1
9
− . . . ;

policzmy c+ 12c:

c+
1
2
c = 1 +

1
3
− 1
2
+
1
5
+
1
7
− 1
4
+
1
9
+
1
11
− 1
6
+ . . .

w czym rozpoznajemy sum¦ szeregu anharmonicznego po przestawieniu skªadników. Tak
wi¦c przez przestawienie skªadników uzyskali±my szereg zbie»ny do innej warto±ci. Okazuje
si¦, »e ma miejsce nawet bardziej (pozornie) paradoksalna sytuacja:

Tw. (Riemanna): Maj¡c dany szereg zbie»ny warunkowo, mo»na przez zmian¦ porz¡dku
jego skªadników uzyska¢ szereg rozbie»ny lub zbie»ny do dowolnej, z góry zadanej granicy
(sko«czonej lub niesko«czonej).

Bez dowodu. (Dla ciekawych, jest np. w skrypcie P. Urba«skiego, "Analiza", t. 1).
Zagadka. Widzieli±my, »e energia elektrostatyczna krysztaªu jednowymiarowego jest

równa sumie szeregu anharmonicznego. Czy to znaczy, »e ta energia mo»e by¢ dowolna,
je±li przez zmian¦ kolejno±ci sumowania mo»na uzyska¢ dowoln¡ warto±¢? Mo»e wi¦c
energia elektrostatyczna jest ¹le okre±lon¡ wielko±ci¡?
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1.7 Mno»enie szeregów

Wiemy, »e je±li pomno»ymy dwie sko«czone sumy, to znów otrzymamy jak¡± sum¦. Przy
szeregach niesko«czonych pojawiaj¡ si¦ pytania o zbie»no±¢. Poni»sze twierdzenie pokazuje,
»e dla szeregów bezwzgl¦dnie zbie»nych szeregi dadz¡ si¦ pomno»y¢, i szereg w wyniku
powstaªy ma tak¡ posta¢, jakiej oczekujemy.

Tw. (Cauchy'ego). Przy zaªo»eniu, »e szeregi:
∑∞
n=1 an i

∑∞
n=1 bn s¡ bezwzgl¦dnie

zbie»ne, zachodzi
∞∑
n=1

an ·
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

cn, (24)

gdzie
c1 = a1b1,

c2 = a1b2 + a2b1,

. . . ,

cn = a1bn + a2bn−1 + · · ·+ an−1b2 + anb1 =
n∑
k=1

akb
n+1−k.

Dow. Oznaczmy

sn = a1 + a2 + · · ·+ an, tn = b1 + b2 + · · ·+ bn, un = c1 + c2 + · · ·+ cn,

czyli
un = a1tn + a2tn−1 + a3tn−2 + · · ·+ ant1.

B¦dziemy szacowa¢ ró»nic¦

sntn − un = a1tn + a2tn + · · ·+ antn − un =

= a2(tn − tn−1) + a3(tn − tn−2) + · · ·+ an(tn − t1). (25)

Poniewa» szeregi:
∑∞
n=1 bn i

∑∞
n=1 |an| s¡ zbie»ne, a wi¦c ograniczone, to istnieje taka liczba

M , »e dla ka»dego j zachodzi:

|tj| < M oraz |a1|+ |a2|+ · · ·+ |aj| < M. (26)

Warunek zbie»no±ci szeregu b1 + b2 + . . . oznacza dokªadnie tyle, co warunek zbie»no±ci
ci¡gu {tn} ; zapiszmy warunek Cauchy'ego zbie»no±ci ci¡gu {tn} : Dla ka»dego ε > 0
istnieje takie k, »e je±li n > m > k, to zachodzi

|tn − tm| < ε (27)

Podobnie dla szeregu |a1|+ |a2|+ . . . mamy

|ak+1|+ |ak+2|+ · · ·+ |an| < ε. (28)

W dalsym ci¡gu we¹my n > 2k. Na mocy (25) mamy

|sntn − un| ¬ (|a2||tn − tn−1|+ · · ·+ |ak||tn − tn−k+1|)+

+(|ak+1||tn − tn−k|+ · · ·+ |an||tn − t1|).
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Oszacujmy teraz pierwszy nawias wykorzystuj¡c (27), a drugi � wykorzystuj¡c (26),
pami¦taj¡c zarazem, »e n− k + 1 > k oraz |tn − tj| ¬ |tn|+ |tj| < 2M :

|sntn − un| ¬ (|a2|+ · · ·+ |ak|)ε+ (|ak+1|+ · · ·+ |an|) · 2M < Mε+ ε · 2M,

Tym samym pokazali±my, »e nierówno±¢: |sntn−un| < 3Mε zachodzi dla ka»dego n > 2k.
Znaczy to, »e lim

n→∞
(sntn − un) = 0. Poniewa» za± ci¡gi: {sn} i {tn} s¡ zbie»ne, wi¦c

lim
n→∞
sntn = lim

n→∞
sn lim
n→∞
tn, a to znaczy, »e lim

n→∞
sn · lim

n→∞
tn = lim

n→∞
sntn = lim

n→∞
un, czyli

zachodzi wzór (24).
CBDO

Przykª. Poka»emy, »e
∞∑
n=0

xn

n!

∞∑
n=0

yn

n!
=
∞∑
n=0

(x+ y)n

n!
(29)

Mamy bowiem:

∞∑
n=0

xn

n!
·
∞∑
n=0

yn

n!
=
∞∑
n=0

(
1 · y

n

n!
+
x

1!
· y

n−1

(n− 1)!
+
x2

2!
· y

n−2

(n− 2)!
+ · · ·+ x

n

n!
· 1
)

=
∞∑
n=0

1
n!

(
yn +

n

1!
xyn−1 +

n(n− 1)
2!

x2yn−2 + · · ·+ xn
)
=
∞∑
n=0

(x+ y)n

n!

(przy ostatniej równo±ci wykorzystali±my wzór dwumienny Newtona).
Uwaga. Twierdzenie o mno»eniu szeregów jest prawdziwe te» przy sªabszym zaªo»eniu,

a mianowicie, »e jeden z szeregów (tu: a1+a2+ . . . ) jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, a drugi(tu:
b1+b2+ . . . ) jest zbie»ny, ale niekoniecznie bezwzgl¦dnie. W dowodzie wykorzystywali±my
bowiem tylko bezwzgl¦dn¡ zbie»no±¢ szeregu a1 + a2 + . . . .

Je±li natomiast oba szeregi s¡ warunkowo zbie»ne, to szereg c1 + c2 + . . . mo»e by¢
rozbie»ny.

Przykª. We¹my

an = bn =
(−1)n√
n
;

szeregi a1 + a2 + . . . i b1 + b2 + . . . s¡ wówczas zbie»ne (z jakiego kryterium?), za± szereg
c1 + c2 + . . . jest rozbie»ny.

2 Szeregi pot¦gowe

Def. Szeregiem pot¦gowym nazywamy szereg

S(x) =
∞∑
n=0

anx
n (30)

Wyra»enia bardzo podobne pojawiaªy si¦ przy omawianiu wzoru Taylora; tyle »e tam
suma byªa sko«czona i na ko«cu �gurowaªa tam reszta. Ale je±li reszt¦ mo»na uczyni¢
dowolnie maª¡, to otrzyma si¦ wyra»enie dokªadnie takie, jak (30).

�eby to dokªadniej zobaczy¢, przypomnijmy sobie wzór Taylora:

f(b) = f(a) +
f ′(a)
1!
(b− a) + f

′′(a)
2!
(b− a)2 + · · ·+ f

(n−1)(a)
(n− 1)!

(b− a)n−1 +Rn, (31)

12



Dla ustalenia uwagi we¹my a = 0 oraz oznaczmy x = b Wtedy wida¢, »e je±li zachodzi
lim
n→∞
Rn = 0, to funkcja f(x) daje si¦ rozwin¡¢ w szereg pot¦gowy:

f(x) = f(0) +
f ′(0)
1!
x+
f ′′(0)
2!
x2 + · · · =

∞∑
n=0

fn(0)
n!
xn (32)

Podamy teraz proste kryterium, kiedy funkcj¦ mo»na rozwin¡¢ w szereg (32).
Stw. Zaªó»my, »e wszystkie pochodne f (n) s¡ ograniczone w przedziale [0, x], tzn.

istnieje taka liczbaM , »e nierówno±¢ |f (n)(θx)| < M zachodzi dla ka»dego n i dla ka»dego
θ ∈]0, 1[. Wtedy f(x) ma rozwini¦cie (32) w szereg pot¦gowy.

Dow. Mamy:

|Rn| =
∣∣∣∣xnn! f (n)(θx)

∣∣∣∣ ¬ ∣∣∣∣xnn!
∣∣∣∣M,

a poniewa»

lim
n→∞

xn

n!
= 0, wi¦c te» lim

n→∞
Rn = 0.

CBDO

Def. Przedziaªem zbie»no±ci szeregu pot¦gowego nazywamy zbiór tych x ∈ R, dla
których szereg (30) jest zbie»ny.

2.1 Rozwini¦cia w szereg ró»nych funkcji

2.1.1 Funkcja wykªadnicza

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
.

Mamy bowiem: f (n)(x) = ex, a st¡d f (n)(0) = 1. Oszacowanie reszty: Zauwa»my, »e w
przedziale [0, x] pochodne wszystkich rz¦dów s¡ wspólnie ograniczone; je±li bowiem 0 ¬ x,
to f (n)(θx) ¬ ex, za± gdy x < 0, to f (n)(θx) < 1. Szereg powy»szy jest zbie»ny dla ka»dego
x ∈ R.

2.1.2 Funkcje trygonometryczne

sin x =
x

1!
− x

3

3!
+
x5

5!
+ . . .

Bowiem mamy: f (n)(0) = sin 0 dla n parzystych, oraz f ′(0) = 1, f ′′′(0) = −1, f (5)(0) = +1
itd. Oszacowanie reszty: Pochodne wszystkich rz¦dów funkcji sin x s¡ wspólnie ograniczone
dla dowolnego x przez 1.

Podobnie pokazujemy, »e

cosx = 1− x
2

2!
+
x4

4!
+ . . .

Rozwini¦cia w szereg funkcji sin i cos s¡ zbie»ne dla dowolnego x ∈ R.
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2.1.3 (uogólniony) dwumian Newtona dla dowolnych wykªadników rzeczywistych
(nie naturalnych)

(1+x)a = 1+ ax+
a(a− 1)
2!
x2+ · · · =

∞∑
n=0

a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n+ 1)
n!

xn dla |x| < 1.

(33)
Z uwagi na nieco odmienne techniki oszacowa«, rozwa»ymy oddzielnie przypadki x > 0 i
x < 0.

1. Przypadek x > 0. Dla f(x) = (1 + x)a, n−ta pochodna jest

f (n)(x) = a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n+ 1)(1 + x)a−n

co daje wyra»enie na reszt¦ w postaci Lagrange'a

Rn(x) =
a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n+ 1)

n!
xn(1 + θnx)a−n.

Mamy:

lim
n→∞

a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n+ 1)
n!

xn = 0 dla |x| < 1

Gdyby kto± zapomniaª, jak takie granice si¦ liczy, to we¹my iloraz (n+1)−wszego i n−tego wyrazu

ci¡gu an =
a(a−1)(a−2)...(a−n+1)

n! xn. Mamy:

an+1
an
=
a− n+ 1
(n+ 1)

x
n→∞−→ 0

czyli wyrazy ci¡gu {an} s¡ � co najmniej od pewnego miejsca � mniejsze od wyrazów ci¡gu

geometrycznego o q < 1; za q mo»na wzi¡¢ jak¡± liczb¦ wi¦ksz¡ od x a mniejsz¡ od 1. A to znaczy,

»e ci¡g {an} jest zbie»ny do zera.

Aby wi¦c dowie±¢, »e lim
n→∞
Rn(x) = 0, wystarczy pokaza¢, »e przy danym x ci¡g (1+

θnx)a−n jest ograniczony dla dowolnego n. Poniewa» x > 0, to zachodzi nierówno±¢:
1 < 1 + θnx < 1 + x, z czego wynika

1 ¬ (1 + θnx)a ¬ (1 + x)a dla a  0, lub (1 + x)a ¬ (1 + θnx)a ¬ 1 dla a ¬ 0.

Zachodzi te» nierówno±¢ (1+ θnx)−n < 1. Ostatecznie widzimy, »e ci¡g (1+ θnx)a−n

jest ograniczony.

2. Przypadek x < 0. Zapisuj¡c reszt¦ w postaci Cauchy'ego, mamy

Rn(x) =
a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n+ 1)

n!
xn(1− θ′n)n−1(1 + θ′nx)a−n.

Mamy, podobnie jak poprzednio

lim
n→∞

a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n+ 1)
n!

xn−1 = 0 dla |x| < 1

Poka»my � te» podobnie jak poporzednio � »e ci¡g (1 − θ′n)n−1(1 + θ′nx)a−n jest
ograniczony. Poka»emy równowa»nie, »e ci¡gi:(

1− θ′n
1 + θ′nx

)n−1
oraz (1 + θ′nx)

a−1 (34)
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s¡ ograniczone. Podstawmy: y = −x. Mamy: y > 0 oraz θ′n > θ
′
ny, zatem 1 − θ′n <

1− θ′ny < 1. Tak wi¦c (
1− θ′n
1− θ′ny

)n−1
< 1.

Mamy te»: 1− y < 1− θ′ny < 1, zatem

(1−y)a−1 ¬ (1−θ′ny)a−1 ¬ 1 dla a−1  0, lub 1 ¬ (1−θ′ny)a−1 ¬ (1−y)a−1 dla a−1 ¬ 0

Obydwa ci¡gi (34) s¡ wi¦c ograniczone. Znaczy to, »e lim
n→∞
Rn(x) = 0.

Rozwini¦cia dla kilku warto±ci a

• a = −1. Otrzymujemy znany nam wzór

1
1 + x

= 1− x+ x2 − x3 + . . . , (35)

a za chwil¦ si¦ nam przyda

•
1
1 + x2

= 1− x2 + x4 − x6 + . . . , (36)

• a = 12 . Mamy:
√
1 + x = 1 +

1
2
x− 1
2 · 4
x2 +

1 · 3
2 · 4 · 6

x3 + . . .

• a = −12 . Mamy:

1√
1 + x

= 1− 1
2
x+
1 · 3
2 · 4
x2 − 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6
x3 + . . .

• St¡d od razu wynika:

1√
1− x2

= 1 +
1
2
x2 +
1 · 3
2 · 4
x4 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

x6 + . . . (37)

Zastosowanie ostatniego wzoru. Energia kinetyczna w ruchu relatywistycznym jest

E =
m0c

2√
1− v2

c2

,

gdzie m0 jest mas¡ spoczynkow¡ cz¡stki, v � pr¦dko±¢, c � pr¦dko±¢ ±wiatªa. Gdy v
jest znacznie mniejsze od c, to mo»na powy»sze wyra»enie rozwi«¡¢ w szereg Taylora
w pot¦gach v

c
i pierwszych kilka wyrazów b¦dzie dobrym przybli»eniem ogólnego wzoru.

Mamy:

E ≈ m0c2 +
1
2
m0v

2 +
3
8
v2

c2
m0v

2 + . . . ;

pierwszy wyraz to energia odpowiadaj¡ca masie spoczynkowej; drugi � to zwykªa (nierelatywistyczna)
energia kinetyczna; i trzeci � to pierwsza poprawka relatywistyczna (znacz¡ca np. w
przypadku widm elektronowych ci¦»szych atomów).
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2.2 Ró»niczkowanie szeregów pot¦gowych

Tw. Je»eli: f(x) = a0 + a1x+ a2x2 + . . . , to dla ka»dego x le»¡cego wewn¡trz przedziaªu
zbie»no±ci zachodzi

f ′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x2 + . . . ,

przy czym przedziaªy zbie»no±ci szeregów dla f i f ′ s¡ takie same.
Dow. Bez dowodu.

CBDO

Uwaga. Innymi sªowy, szeregi pot¦gowe mo»na (wewn¡trz przedziaªu zbie»no±ci) ró»niczkowa¢
wyraz za wyrazem.

Wykorzystuj¡c to twierdzenie, wypiszemy rozwini¦cia w szereg kilku dalszych funkcji.

• Rozwa»my szereg:

F (x) = x− x
2

2
+
x3

3
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
; (38)

Zró»niczkujmy ten szereg wyraz za wyrazem; w my±l powy»szego twierdzenia,otrzymany
szereg to b¦dzie rozwini¦cie w szereg pochodnej F ′(x). Wida¢, »e pochodn¡ szeregu
(38 jest szereg (35), który de�niuje funkcj¦ 1

1+x . Jaka funkcja F (x) speªnia: F ′(x) =
1
1+x? Odpowied¹ jest ªatwa: Jest to funkcja: ln(1 + x) +C. Musi zachodzi¢: F (0) =
0 = ln 1 + C, co daje C = 0. Mamy zatem:

ln(1 + x) = x− x
2

2
+
x3

3
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
. (39)

• Teraz rozwa»my:

G(x) = x− x
3

3
+
x5

5
− x

7

7
+ . . . ; (40)

wida¢, »e jego pochodna to szereg (36). Argumentuj¡c jak w poprzednim przykªadzie,
widzimy, »e G(x) = arctg(x), czyli rozwini¦cie w szereg pot¦gowy funkcji arctg(x)
dane jest wzorem (40). Przedziaª zbie»no±ci tego szeregu to ]− 1, 1].

• Wreszcie, bior¡c szereg:

H(x) == x+
1
2 · 3
x3 +

1 · 3
2 · 4 · 5

x5 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 7

x7 + . . . (41)

widzimy, »e pochodna tego szeregu to funkcja 1√
1−x2 , zatem wzór (41) okre±la rozwini¦cie

w szereg funkcji arcsin(x).
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