
1 Troch¦ przypomnie« i motywacji

2 De�nicje i wyj±cie troch¦ poza nie

2.1 Przestrze« wektorowa, liniowa niezale»no±¢, baza

2.1.1 Przestrze« wektorowa

Def. Przestrze« wektorowa
Przykªady

1. Przykªad kanoniczny: Kn = K × K × · · · × K (n razy) � iloczyn kartezja«ski n
egzemplarzy ciaªa K. (W dalszym ci¡gu b¦dziemy u»ywa¢ jedynie ciaª R i C.)
Dodawanie wektorów i mno»enie wektora przez liczb¦ de�niujemy analogicznie jak
w przypadku trójwymiarowym:

Dla v =


v1

v2

...
vn

 , w =

w1

w2

...
wn



mamy : v + w =


v1 + w1

v2 + w2
...

vn + wn

 oraz αv =

αv1

αv2

...
αvn


Uwaga: vk oznacza tu k−t¡ skªadow¡ wektora v, a nie k−t¡ pot¦g¦ v ! Okazuje si¦,
»e numerowanie warto prowadzi¢ na dwa sposoby: Dla jednego rodzaju obiektów
indeksy (numery) piszemy z prawej strony na górze (tu robimy to dla skªadowych
wektorów), a dla drugiego (numery elementów bazy) piszemy na dole. Niedªugo si¦
oka»e, dlaczego warto robi¢ takie rozró»nienie.

2. C([a, b]) � przestrze« funkcji ci¡gªych na odcinku [a, b]. Maj¡c dane dwie funkcje
f, g ∈ C([a, b]) (tzn. patrzymy na funkcje f, g jako na wektory), de�niujemy ich
sum¦ jako funkcj¦ f + g, której warto±¢ w punkcie x jest: (f + g)(x) = f(x) + g(x);
oraz mno»enie wektora f przez liczb¦ λ ∈ R jest funkcj¡ λf , której warto±¢ w
punkcie x okre±lamy jako: (λf)(x) = λf(x).

3. Kn[·] � przestrze« wielomianów stopnia n o wspóªczynnikach z ciaªa K. Dodawanie
wielomianów oraz mno»enie ich przez liczb¦ de�niujemy analogicznie jak dla funkcji.

2.1.2 Kombinacja liniowa, liniowa niezale»no±¢

Def.Kombinacj¡ liniow¡ wektorów x1,x2, . . . ,xn z wspóªczynnikami λ1, λ2, . . . , λn nazywamy
wektor

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn
Def. Ukªad wektorów x1,x2, . . . ,xn nazywamy liniowo niezale»nym, gdy równo±¢

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn = 0
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zachodzi tylko dla wspóªczynników zerowych: λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.
Def. Mówimy, »e przestrze« wektorowa V ma wymiar n, gdy ka»dy ukªad n + 1

wektorów z V jest liniowo zale»ny, za± istniej¡ w V ukªady n wektorów liniowo niezale»nych.
Wymiar przestrzeni V oznaczamy dimV (od ang. dimension).

2.1.3 Baza

Def. Baz¡ w przestrzeni wektorowej wymiaru n nazywamy ukªad n wektorów liniowo
niezale»nych.

Przykª. (kontynuacja powy»szych)

1. Przestrze« Kn ma wymiar n. Jako baz¦ mo»na w niej wybra¢ e1, e2, . . . , en:

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =

0
1
...
0

 , . . . , en =

0
0
...
1


(tzn. w wektorze ek na k−tym miejscu mamy 1, pozostaªe skªadowe s¡ zerowe).
Wymiar przestrzeni Kn wynosi n.

2. dimC([0, 1]) = ∞. Na tej konstatacji poprzestaniemy. Baz¦ mo»na wybra¢, ale
wymaga to du»ego wkªadu z analizy, wychodz¡cego poza ramy tego wykªadu.

3. dimKn[·] = n + 1. Bo: Z tego co ongi± mówili±my o wielomianach, pami¦tamy, »e
wielomian jest okre±lony jednoznacznie przez podanie swoich wspóªczynników (przy
pot¦gach t od 0 do n � zakªadamy, »e mamy wielomiany od zmiennej t). Jako baz¦
mo»na wybra¢: e0 = 1, e1 = t, e2 = t2, . . . , en = tn.

Ale! W przykªadach 1. i 3. bazy mo»na powybiera¢ inaczej. We¹my np. V = R3. Mamy
tu baz¦ standardow¡:

e1 =

 10
0

 , e2 =
 01
0

 , e3 =
 00
1

 ;
ale w niczym nie gorszy jest wybór:

E1 =

 10
0

 , E2 =
 11
0

 , E3 =
 11
1

 .
Sprawd¹my, »e jest to baza: Równo±¢

λ1E1 + λ2E2 + λ3E3 = 0

jest równowa»na ukªadowi równa«:
λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ2 + λ3 = 0
λ3 = 0

który ma jedyne rozwi¡zanie
λ1 = λ2 = λ3 = 0.
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2.1.4 Rozkªad wektora w bazie

Mamy proste ale wa»ne
Stw. Niech w przestrzeni wektorowej V b¦dzie zadana baza e = (e1, e2, . . . , en). Wtedy

ka»dy wektor v ∈ V ma jednoznaczny rozkªad w bazie e:

v = v1e1 + v2e2 + · · ·+ vnen, (1)

tzn. wspóªczynniki v1, v2, . . . , vn s¡ jednoznacznie wyznaczone.
Dow. Zaªózmy, »e rozkªad v nie jest jednoznaczny, tzn. »e istnieje rozkªad identyczny

jak (1), tyle »e z innymi wspóªczynnikami:

v = s1e1 + s2e2 + · · ·+ snen; (2)

odejmijmy stronami (1) i (2). Mamy:

(s1 − v1)e1 + (s2 − v2)e2 + · · ·+ (sn − vn)en = 0. (3)

Ale je»eli który± ze wspóªczynników sk ma by¢ ró»ny od którego± ze wspóªczynników vk,
to sk − vk 6= 0, czyli je±li który± ze wspóªczynników równo±ci (3) jest niezerowy. A to
oznacza sprzeczno±¢ z zaªo»eniem o liniowej niezale»no±ci e.

CBDO

Ozn. Cz¦sto przydatne jest zaznaczanie, w jakiej bazie rozkªadamy wektor. Je±li
rozkªadamy wektor v w bazie e i otrzymujemy przy tym rozkªad (1), to ten fakt oznaczamy
jako:

[v]e =


v1

v2

...
vn

 ; (4)

jest to po prostu inny zapis postaci rozkªadu (1), z jawnym zaznaczeniem, »e skªadowe
wektora v to wspóªczynniki rozkªadu w bazie e.

Wspominali±my, »e w danej przestrzeni mo»e by¢ wiele ró»nych baz. Zaªó»my, »e mamy
w danej przestrzeni V dwie bazy. Jak s¡ powi¡zane wspóªczynniki rozkªadu jakiego±
wektora v w obu tych bazach?

W peªnej ogólno±ci na to pytanie odpowiemy nieco pó¹niej, po podaniu kilku faktów
nt. odwzorowa« liniowych. Na razie zauwa»my, »e maj¡c wspóªczynniki rozkªadu w jednej
bazie e, mo»emy uzyska¢ wspóªczynniki rozkªadu w innej bazie E przez rozwi¡zanie ukªadu
równa«.

Przykª. Rozkªad tego samego wektora w ró»nych bazach.
Niech V = R2[·]. Jako pierwsz¡ baz¦ we¹my baz¦ standardow¡ e:

e0 = 1, e1 = t, e2 = t2 (5)

We¹my te» drug¡ baz¦ E, zde�niowan¡ jako:

E0 = 1, E1 = 1 + t, E2 = 1 + t+ t2 (6)

. Analogicznie jak w przykªadzie sprzed dwóch stron, przekonujemy si¦, »e E jest baz¡.
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Miejmy teraz zadany jaki± wektor v ∈ V ; we¹my: v ≡ v(t) = 3t2 + 5t − 2. Rozkªad
wektora v w bazie e jest natychmiastowy:

v = −2e0 + 5e1 + 3e2. (7)

Odwoªuj¡c si¦ do zapisu (1), mamy: v = v0e0+v1e1+v2e2, czyli: v0 = −2, v1 = 5, v2 = 3.
Stosuj¡c sposób oznaczania (4), mamy:

[v]e =

 −25
3

 (8)

Rozªó»my teraz wektor v w bazie E. Uczy«my to na dwa sposoby.
• Pierwszy sposób. Oznaczmy wspóªczynniki rozkªadu w bazie E przez α0, α1, α2.

Mamy wi¦c: v = α0E0 + α1E1 + α2E2. Korzystaj¡c z de�nicji (6), mamy:

v = α0 · 1 + α1(1 + t) + α2(1 + t+ t2) = (α0 + α1 + α2) · 1 + (α1 + α2) · t+ α2t2,

co daje ukªad równa« na wspóªczynniki:
α0 + α1 + α2 = −2
α1 + α2 = 5
α2 = 3

który ªatwo rozwi¡za¢, i otrzymujemy

α0 = −7, α1 = 2, α2 = 3.

Mo»emy zapisa¢ otrzymany wynik jako

[v]E =

 −72
3

 (9)

• • Drugi sposób. Spójrzmy na de�nicj¦ (6) bazy E jako na wyra»enie wektorów bazy
E przez wektory bazy e:

E0 = 1 = e0; E1 = 1 + t = e0 + e1; E2 = 1 + t+ t2 = e0 + e1 + e2.

Odwró¢my teraz t¦ zamian¦ zmiennych, tzn. wyra¹my wektory bazy e przez wektory bazy
E. W powy»szym przypadku ªatwo ten ukªad rozwi¡za¢. Mamy:

e0 = E0;

e1 = E1 − e0 = E1 − E0;
e2 = E2 − e0 − e1 = E2 − E0 − (E1 − E0) = E2 − E1.

Skorzystajmy teraz z rozkªadu (7) wektora v w bazie e; mamy:

v = −2e0 + 5e1 + 3e2 = −2 · E0 + 5(E1 − E0) + 3(E2 − E1)

= 3E2 + (5− 3)E1 + (−2− 5)E0 = 3E2 + 2E1 − 7E0
= α0E0 + α1E1 + α2E2;

czyli otrzymali±my [v]E � rozkªad (9) wektora v na skªadowe w bazie E � to samo co w
pierwszym sposobie.
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2.2 Odwzorowanie liniowe

Def. Niech V,W � dwie przestrzenie wektorowe. Mówimy, »e odwzorowanie F : V → W
jest liniowe, gdy dla dowolnych wektorów x, y ∈ V i dla dowolnego elementu ciaªa α ∈ K
speªnione s¡ warunki:

F (x+ y) = F (x) + F (y), (addytywność) F (αv) = αF (v) (jednorodność|). (10)

Czasem te warunki zapisuje si¦ w postaci jednego ('2 w 1')

∀
x,y∈V

∀
α,β∈K

: F (αx+ βy) = αF (x) + βF (y). (11)

Przykª.

1. Rn[·]→ R: Branie warto±ci wielomianu w (zadanym) punkcie x.

2. C([a, b])→ R: C([a, b]) 3 f →
∫ b
a
f(x)dx

3. Kot Arnolda: R2 → R2:
[
x1
x2

]
→
[
2x1 + x2
x1 + x2

]
• Zanim zaczniemy pokazywa¢ liniowo±¢, wprowad¹my poj¦ciemacierzy orazmno»enia
macierzy przez wektor.
• Macierz (m× n � o m wierszach i n kolumnach): Tablica liczb: Dokªadniej:

Def. Macierz A rozmiaru m×n (o m wierszach i n kolumnach) i elementach z ciaªa
K to tablica liczb postaci

A =


a11 . . . a

1
n

...
...

am1 . . . a
m
n

 , (12)

gdzie aij (elementy macierzy) s¡ liczbami z ciaªa K.

• Indeksowanie macierzy.
• Na wektor te» mo»na patrze¢ jako na macierz.
• Dziaªanie macierzy na wektor (tzn. mno»enie macierzy przez wektor).
• Stw. (na razie bardziej agitacyjne) Najogólniejsze odwzorowanie liniowe F : V →
W to mno»enie pewnej macierzy (macierz operatora F w bazach w V i W ) przez
wektor.
• Sprawdzenie »e to jest liniowe

4. Ró»niczkowanie wielomianów

5. Obrót w R3 (wokóª osi z )

6. Rzut

Def. Ker, Im
Przykª. Ker, Im przy ró»niczkowaniu
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3 Macierze odwzorowa« liniowych

Rozpatrzmy teraz zbiór wszystkich mo»liwych odwzorowa« liniowych z V doW . Nazwiemy
go L(V,W ).

Zbiorowi temu ªatwo nadamy struktur¦ przestrzeni wektorowej � podobnie jak to byªo
w przypadku zbioru funkcji ci¡gªych. Tu de�nicja b¦dzie wygl¡daªa tak:

(F1 + F2)(x) = F1(x) + F2(x), (αF )(x) = αF (x)

Przykª. L(R1, R1): y = ax dla x ∈ V = R1, y ∈ W = R1. Odwzorowanie takie jest
jednoznacznie wyznaczone przez jedn¡ liczb¦ a. Suma dwóch odwzorowa«: Ma : y = ax
oraz Mb : y = bx to odwzorowanie y = (a+ b)x.

Jak b¦dzie w ogólnym przypadku, tzn. ile jest odwzorowa« liniowych z V do W?
Jak opisa¢ (czy te»: parametryzowa¢) ich zbiór (b¦d¡cy � jak widzieli±my � przestrzeni¡
liniow¡)?

Przykªad. Je±li V = W = R, to odwzorowanie liniowe T : V → W ma posta¢:
V 3 v → w = αv ∈ W (α ∈ R), tzn. odwzorowanie to jest po prostu mno»eniem przez
liczb¦. Odwzorowa« liniowych z R1 do R1 jest wi¦c tyle ile liczb α, a wi¦c zbiór tych
odwzorowa« to R1: L(V,W ) ∼ R.

W ogólnym przypadku mamy
Stwierdzenie. Je±li e = (e1, . . . , en) � baza w V oraz w1, . . . , wn � jakiekolwiek wektory

z W , to istnieje dokªadnie jedno T ∈ L(V,W ) takie, »e Te1 = w1, . . . , T en = wn. Innymi

sªowy, odwzorowanie liniowe jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje warto±ci na wektorach

bazy.

Dowód: Zde�niujmy dziaªanie T ∈ L(V,W ) na wektorach bazy tak jak powy»ej.

Wtedy dla dowolnego wektora v =
n∑
i=1

viei mamy

T (v) = T (
n∑
i=1

viei) =
n∑
i=1

viT (ei) =
n∑
i=1

viwi,

do daje szukany wzór na T (dokªadniej, na T (v)). Pozostaje upewni¢ si¦, czy ten wzór

okre±la odwzorowanie liniowe. Bior¡c v =
n∑
i=1

viei i ṽ =
n∑
i=1

ṽiei, mamy: v+ṽ =
n∑
i=1

(vi+ṽi)ei
oraz

T (v + ṽ) =
n∑
i=1

(vi + ṽi)wi =
n∑
i=1

viwi +
n∑
i=1

ṽiwi = T (v) + T (ṽ).

Podobnie sprawdza si¦ jednorodno±¢.
CBDO

Wniosek: Baza e w V ustala wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ pomi¦dzy elementami
L(V,W ) a ci¡gami (w1, . . . , wn) wektorów z W . Innymi sªowy, caªa informacja o T jest
zawarta w ci¡gu [T ]e:

[T ]e = (Te1, . . . , T en).

[T ]e jest ci¡giem wektorów, a ka»dy z nich jest kolumienk¡ liczb. Wyra¹my wi¦c [T ]e w
bardziej konkretny sposób (jako zbiór liczb). Najsampierw, ustalmy baz¦ f = f1, . . . , fm w
przestrzeniW . Ka»dy z wektorów Tej mo»na zapisa¢ [Tej]f ∈ Km. Zatem caªa informacja
o T jest zawarta w ci¡gu (dwuwska¹nikowym) liczb [T ]f e:

[T ]f e = ([Te1]
f , . . . , [Ten]f ).
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Oznaczaj¡c wspóªrz¦dne wektora [Tej]f przez T ij (tu i = 1, . . . ,m) mo»emy zapisa¢:

[Tej]f =


T 1j
...
Tmj

 (13)

a dla ci¡gu wektorów [T ]f e

[T ]f e = ([Te1]
f , . . . , [Ten]f ) =



T 11
...
Tm1

 , . . . ,

T 1n
...
Tmn


 .

Ilo±¢ nawiasów w tym ostatnim wyra»eniu jest zdecydowanie za du»a; zapiszmy to wi¦c
inaczej:

[T ]f e = ([Te1]
f , . . . , [Ten]f ) =


T 11 . . . T

1
n

...
...

Tm1 . . . T
m
n

 . (14)

To � po przypomnieniu sobie, co to jest macierz � w naturalny sposób prowadzi nas do
de�nicji:

Def. Macierz odwzorowania liniowego T ∈ L(V,W ) w zadanych bazach: e w V oraz f
w W , to tablica liczb (macierz) [T ]f e opisana wy»ej.

Ustalenie baz w V oraz W zadaje wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ pomi¦dzy
elementami L(V,W ) oraz macierzami m× n.

Podsumujmy zwi¡zki pomi¦dzy wprowadzonymi wy»ej trzema poj¦ciami: (T � odwzorowanie
liniowe; [Tej]f � macierz tego odwzorowania; T ij � elementy tej macierzy.

Maj¡c bazy e w V oraz f w W , elementy T ij mo»emy liczy¢ na dwa sposoby:

1. Sposób I (transformacja wektorów bazy):

Tei = T 1if1 + · · ·+ Tmifm =
m∑
j=1

T j ifj

(rozwijamy w bazie f dziaªania operatora T na poszczególne wektory bazy e).

Jest to po prostu inna posta¢ wzoru (13).

2. Sposób II (transformacja skªadowych): Je±li Tv = w, gdzie V 3 v = ∑n
i=1 v

iei,
W 3 w = ∑mj=1wjfj, to

wj =
n∑
i=1

T j iv
i (15)

Wynika to z poprzedniego sposobu przez proste przeliczenie:

Tv = T (
n∑
i=1

viei) =
n∑
i=1

viT (ei) =
n∑
i=1

vi(
m∑
j=1

T j ifj) =
m∑
j=1

(
n∑
i=1

T j iv
i)fj

= w =
m∑
j=1

wjfj

i skoro tak, to mamy na skªadow¡ wj wzór (15).
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4 Przestrze« wektorowa macierzy

Oznaczmy przez Kmn zbiór macierzy m× n o elementach z K.
Zbiorowi Kmn mo»na nada¢ struktur¦ przestrzeni liniowej w nast¦puj¡cy sposób: Dodawanie

macierzy okre±lamy jako:
a11 . . . a

1
n

...
...

am1 . . . a
m
n

+

b11 . . . b

1
n

...
...

bm1 . . . b
m
n

 =

a11 + b11 . . . a1n + b1n

...
...

am1 + bm1 . . . amn + bmn

 ,
a mno»enie macierzy przez liczb¦ jako:

λ ·


a11 . . . a

1
n

...
...

am1 . . . a
m
n

 =

λa11 . . . λa

1
n

...
...

λam1 . . . λa
m
n

 .
Takie zde�niowanie dodawania macierzy i mno»enia ich przez liczb¦ zadaje izomor�zm
pomi¦dzy L(V,W ) a Kmn.

5 Macierz zªo»enia odwzorowa«

Niech U, V,W b¦d¡ trzema przestrzeniami wektorowymi z wybranymi bazami: g = (g1, . . . , gp)
� baza w U ; e = (e1, . . . , en) � baza w V ; f = (f1, . . . , fm) � baza w W . Je±li T ∈ L(V,W )
i S ∈ L(U, V ), to R = T ◦ S ∈ L(U,W ). Znajd¹my, jak macierz zªo»enia odwzorowa« T i
S:

[R]f g = C =


c11 . . . c

1
p

...
...

cm1 . . . c
m
p


wyra»a si¦ przez macierze tych odwzorowa«:

[T ]f e = A =


a11 . . . a

1
n

...
...

am1 . . . a
m
n

 , [S]eg = B =


b11 . . . b

1
p

...
...

bn1 . . . b
n
p

 .
Wspóªczynniki cij macierzy C = [R]f g s¡ okre±lone przez: Je±li U 3 u = ∑p

j=1 u
jgj,

W 3 w = ∑pi=1 uigi, to
w = Ru ⇐⇒ wi =

p∑
j=1

ciju
j.

Poniewa» w = Tv, gdzie v = Su, to oznaczaj¡c przez vk wspóªrz¦dne wektora v w bazie
e (mamy wi¦c v =

∑n
k=1 v

kek) mamy

wi =
n∑
k=1

aikv
k =

n∑
k=1

aik

 p∑
j=1

bkju
j

 = p∑
j=1

(
n∑
k=1

aikb
k
j

)
uj.

Wspóªczynniki cij s¡ wi¦c dane przez

cij =
n∑
k=1

aikb
k
j. (16)
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Def. Je±li A ∈ Kmn, B ∈ Knp, to macierz C ∈ Kmp, której elementy cij dane s¡ przez
wzór (16), nazywamy iloczynem macierzy A i B (i piszemy: C = AB).

Podsumowuj¡c,macierz zªo»enia odwzorowa« jest iloczynem macierzy tych odwzorowa«:

[T ◦ S]f g = [T ]
f
e[S]

e
g.

5.1 Wªasno±ci mno»enia macierzy

Mno»enie macierzy jest ª¡czne, tzn. (AB)C = A(BC), je±li iloczyny AB i BC s¡ okre±lone
z sensem (ª¡czno±¢ mno»enia macierzy wynika z ª¡czno±ci skªadania odwzorowa«). Natomiast
mno»enie macierzy na ogóª nie jest przemienne:[

1 0
0 −1

]
·
[
0 1
1 0

]
=
[
0 1
−1 0

]
,

[
0 1
1 0

]
·
[
1 0
0 −1

]
=
[
0 −1
1 0

]
.

Je±li przez IdV oznaczymy odwzorowanie identyczno±ciowe V → V , to dla T ∈ L(V,W )
mamy

[T ]f e = [T ◦ IdV ]
f
e = [T ]

f
e[IdV ]

e
e.

Podobnie
[T ]f e = [IdW ◦ T ]

f
e = [IdW ]

f
f [T ]

f
e

dla IdW � odwzorowania identyczno±ciowego W → W .
Macierz

[IdV ]ee = ([(IdV )e1]
e, . . . , [(IdV )en]e) =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 1

 ozn= In

nazywamymacierz¡ jednostkow¡. Pomno»enie dowolnej macierzyA przez macierz jednostkow¡
(w przypadkach, kiedy jest to wykonalne) nie zmienia A (wªasno±¢ elementu neutralnego):
Dla A ∈ Kmn mamy

AIn = A = ImA.

Def. Mówimy, »e macierz A ∈ Knn jest odwracalna, je±li istnieje macierz B ∈ Knn taka,
»e AB = In = BA. W takim przypadku B nazywamy macierz¡ odwrotn¡ do A.

�atwo zobaczy¢, »e powy»sza macierz B, je±li istnieje, jest okre±lona jednoznacznie.
Zapisujemy j¡ jako A−1. Zachodzi: (A−1)−1 = A.

Gdy mamy odwzorowania (odwracalne) S, T , to odwzorowanie odwrotne do S ◦ T
jest: (S ◦ T )−1 = T−1 ◦ S−1. To daje wzór na macierz odwrotn¡ do iloczynu: Je±li A,C �
macierze (odwracalne), to (AC)−1 = C−1A−1.

Macierze izomor�zmów (tzn. odwzorowa« liniowych odwracalnych) s¡ odwracalne:
Je±li T ∈ L(V,W ) jest odwracalne, e � baza w V , f � baza w W , to

[T ]f e[T
−1]ef = [T ◦ T

−1]f f = [IdW ]
f
f = In, [T−1]ef [T ]

f
e = [T

−1 ◦ T ]ee = [IdV ]
e
e = In,

gdzie n = dimV = dimW .
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5.2 Zmiana baz i zmiana macierzy operatora przy zmianie bazy

Je±li T ∈ L(V,W ) oraz e, e′ � dwie bazy w V , za± f, f ′ � dwie bazy w W , to

[T ]f
′

e′ = [IdW ◦ T ◦ IdV ]
f ′

e′ = [IdW ]
f ′

f [T ]
f
e[IdV ]

e
e′ .

Wzór ten pozwala obliczy¢ macierz odwzorowania T w "`nowych"' bazach e′, f ′ maj¡c
macierz T w "`starych"' bazach e, f .

Macierz
[IdV ]ee′ = ([e

′
1]
e, . . . , [e′n]

e)

nazywa si¦ macierz¡ zmiany bazy. Macierz [IdV ]ee′ jest macierz¡ odwrotn¡ do [IdV ]e
′

e:

[IdV ]ee′ [IdV ]
e′

e = [IdV ◦ IdV ]
e
e = [IdV ]

e
e = In,

i analogicznie
[IdV ]e

′

e[IdV ]
e
e′ = [IdV ◦ IdV ]

e′

e′ = [IdV ]
e′

e′ = In.

Przykªad. Niech operator A w bazie standardowej e = (e1, e2) =
([
1
0

]
,

[
1
0

])
b¦dzie dany

macierz¡:

[A]ee =
[
1 4
1 1

]
.

Znajd¹my jego macierz w bazie e′ = (e′1, e
′
2) =

([
2
1

]
,

[
2
−1

])
Mamy:

[Id]ee′ = ([e
′
1]
e, [e′2]

e) =
[
2 2
1 −1

]
(poszczególne kolumny s¡ to skªadowe wektorów e′i w bazie wektorów ek). Macierz [Id]e

′

e jest macierz¡
odwrotn¡ do [Id]ee′ . Niedªugo zobaczymy, jak si¦ liczy macierz odwrotn¡. W tymmomencie niech Czytelnik

sprawdzi, »e [Id]e
′

e =
1
4

[
1 2
1 −2

]
tzn. [Id]e

′

e[Id]
e
e′ = I2 =

[
1 0
0 1

]
.

Mamy

[A]e
′

e′ = [Id]
e′

e[A]
e
e[Id]

e
e′ =
1
4

[
1 2
1 −2

] [
1 4
1 1

] [
2 2
1 −1

]
=
[
3 0
0 −1

]
W tym przypadku, przez odpowiedni wybór bazy, udaªo si¦ wyrazi¢ operator A w postaci diagonalnej;
taka posta¢ jest bardzo wa»na przy badaniu macierzy.

5.3 Ukªady równa« liniowych

Ukªad równo±ci 
a11x

1 + . . . + a1nx
n = b1

a21x
1 + . . . + a2nx

n = b2

...
...

...
am1x

1 + . . . + amnxn = bm

(17)

gdzie aij, b
i � dane liczby (z ciaªa K), za± x1, . . . , xn � liczby niewiadome, nazywa si¦

ukªadem m równa« liniowych z n niewiadomymi.
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Przepiszmy lew¡ stron¦ ukªadu równa« na trzy sposoby:

x1


a11
...
am1

+ · · ·+ xn

a1n
...
amn

 =

a11x

1 + . . . + a1nx
n

a21x
1 + . . . + a2nx

n

...
...

am1x
1 + . . . + amnxn

 (18)

=


a11 . . . a

1
n

a21 . . . a
2
n

...
...

am1 . . . a
m
n



x1

x2

...
xn

 .
St¡d, wprowadzaj¡c oznaczenia:

a1 =


a11
a21
...
am1

 , . . . , an =

a1n
a2n
...
amn

 , A = (a1, . . . , an) =


a11 . . . a

1
n

a21 . . . a
2
n

...
...

am1 . . . a
m
n


oraz

x =


x1

x2

...
xn

 , b =


b1

b2

...
bm


ukªad równa« (17) mo»na zapisa¢ w postaci

x1a1 + · · ·+ xnan = b

lub
Ax = b.

Macierz A nazywa si¦ macierz¡ ukªadu równa« (17).
Mo»na rozpatrywa¢ j¡ jako macierz pewnego operatora liniowego Kn → Km.
Ze wzgl¦du na lew¡ cz¦±¢ (18) mamy

〈a1, . . . , an〉 = ImA.

Def. Liczb¦
rank(A) = dim ImA

nazywamy rz¦dem (kolumnowym) macierzy A. Jest oczywiste, »e jest to te» ilo±¢ liniowo
niezale»nych kolumn macierzy A.

Zachodzi nast¦puj¡ce stwierdzenie dotycz¡ce istnienia rozwi¡za« ukªadu (17).
Stwierdzenie. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. Istnieje rozwi¡zanie ukªadu (17).

2. b ∈ ImA.

3. b ∈ 〈a1, . . . , an〉.
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4. 〈a1, . . . , an, b〉 = 〈a1, . . . , an〉

5. rank(A, b) = rank(A)

Tutaj (A, b) = (a1, . . . , an, b) oznacza macierz powstaª¡ z A przez doª¡czenie jeszcze
jednej kolumny � wektora b. Macierz (A, b) nazywa si¦ macierz¡ rozszerzon¡ ukªadu
(17). Zawiera ona peªn¡ informacj¦ o ukªadzie.

Uwagi.

• Równowa»no±¢ 1) i 5) nosi nazw¦ twierdzenia Kroneckera � Capelliego.

• Je±li prawa strona ukªadu jest zerem (tzn. b = 0), to ukªad nazywamy jednorodnym;
je±li b 6= 0), to ukªad nazywamy niejednorodnym.

• Zbiór rozwi¡za« ukªadu jednorodnego jest przestrzeni¡ wektorow¡ (podprzestrzeni¡
Kn). Zbiór rozwi¡za« ukªadu niejednorodnego nie jest przestrzeni¡ wektorow¡.

Mamy te» proste
Stwierdzenie. Je±li m = n, to równanie Ax = b ma dla ka»dego b dokªadnie jedno

rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A−1. Wówczas x = A−1b.
W praktyce rzadko rozwi¡zuje si¦ ukªady równa« przez znajdowanie macierzy odwrotnej.

("`Rzadko"' nie znaczy "`wcale"'; jest to sposób potrzebny gdy np. macierz A zale»y od
parametrów). Najcz¦±ciej robi si¦ to metod¡ redukcji wierszowej � dodawania równa«
stronami tak, by otrzyma¢ mo»liwie prost¡ macierz ukªadu. Wykorzystujemy tu oczywisty
fakt, »e dodaj¡c do jakiego± równania kombinacj¦ liniow¡ pozostaªych równa«, otrzymujemy
ukªad równowa»ny, tzn. maj¡cy te same rozwi¡zania. Operacja ta odpowiada przej±ciu do
innej bazy w przestrzeni W .

Z formalnego punktu widzenia, redukcja wierszowa jest kombinacj¡ nast¦puj¡cych
operacji elementarnych, z których ka»da w oczywisty sposób nie zmienia rozwi¡za« ukªadu:

1. Mno»enie wiersza przez niezerow¡ staª¡.

2. Dodawanie jednego wiersza do drugiego.

3. Przestawianie dwóch wierszy.

Przykªad.

1) Rozwi¡za¢ ukªad równa«:  3 −4 1
−5 2 3
2 1 −3

x =
 2−8
5


Piszemy rozszerzon¡ macierz ukªadu i redukujemy (wierszowo). 3 −4 1

−5 2 3
2 1 −3

∣∣∣∣∣∣
2
−8
5

 (1)∼
 11 0 −11−9 0 9
2 1 −3

∣∣∣∣∣∣
22
−18
5

 (2)∼
 −1 0 1
−1 0 1
2 1 −3

∣∣∣∣∣∣
−2
−2
5


Równowa»no±¢ (1) bierze si¦ st¡d, »e równanie trzecie dodawali±my do pierwszego i drugiego z takimi
wspóªczynnikami, »eby w drugiej kolumnie pojawiªy si¦ same zera. Równowa»no±¢ (2): Pomno»yli±my
równania: pierwsze i drugie przez odpowiednio 11 i -9, aby otrzyma¢ prostsz¡ posta¢. I dalej:

(3)∼
[
−1 0 1
2 1 −3

∣∣∣∣ −25
]
(4)∼
[
−1 0 1
−1 1 0

∣∣∣∣ −2−1
]
(5)∼
[
−1 1 0
−1 0 1

∣∣∣∣ −1−2
]
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Równowa»no±¢ (3): Skre±lili±my jedno z powtarzaj¡cych si¦ równa«. (4): Dodali±my pierwsze równanie
do drugiego z takim wspóªczynnikiem, by wyzerowa¢ w nim trzeci¡ kolumn¦. (5): Przestawili±my wiersze,
aby uzyska¢ jawnie diagonaln¡ podmacierz ukªadu.

Ostatnia macierz ukªadu oznacza, »e wyj±ciowy ukªad doprowadzili±my do postaci{
−x1 + x2 = −1
−x1 + x3 = −2

którego rozwi¡zanie od razu piszemy: {
x2 = x1 − 1
x3 = x1 − 2

lub, w równowa»nej postaci (zmieniaj¡c jeszcze nazw¦ x1 na λ)

x =

 x1x2
x3

 =
 0−1
−2

+ λ
 11
1


2) Ukªad równa«:  3 −4 1

−5 2 3
2 1 −3

x =
 12
3


jest sprzeczny.

3) B¦dzie tu jeszcze liczenie macierzy odwrotnej.

Metoda redukcji wierszowej (i kolumnowej, gdzie analogiczne operacje przeprowadza
si¦ na kolumnach macierzy) maj¡ szerokie zastosowanie jako metody rachunkowe do
znajdowania j¡dra i obrazu operatora czy macierzy odwrotnej.

W analogii do rz¦du kolumnowego, de�niuje si¦ te» rz¡d wierszowy:
Def. Rz¡d wierszowy macierzy A: rankw(A) to ilo±¢ liniowo niezale»nych wierszy tej

macierzy.
Okazuje si¦, »e zachodzi równo±¢ tych dwu rz¦dów:
Tw. rankw(A) = rankk(A).
Dowód. Rozpatrzmy najsampierw jednorodny ukªad równa« liniowych:

a11x
1 + a12x

2 + . . . + a1nx
n = 0

a21x
1 + a22x

2 + . . . + a2nx
n = 0

...
...

...
am1x

1 + am2x2 + . . . + amnxn = 0

(19)

Dow. pomijamy.
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