1 Troche przypomnien i motywacji
2 Definicje i1 wyjscie troche poza nie

2.1 Przestrzen wektorowa, liniowa niezaleznos$é, baza
2.1.1 Przestrzen wektorowa

Def. Przestrzen wektorowa
Przyktady

1. Przyktad kanoniczny: K" = K x K x --- x K (n razy) — iloczyn kartezjanski n
egzemplarzy ciala K. (W dalszym ciagu bedziemy uzywaé jedynie cial R i C.)
Dodawanie wektor6w i mnozenie wektora przez liczbe definiujemy analogicznie jak
w przypadku trojwymiarowym:

) W
2 w?
Dla v = o, w= ]
UTL wTL
v+ w! av!
v? + w? av?
mamy : v4w = . oraz ov =
" 4w av™

Uwaga: v* oznacza tu k—ta sktadows wektora v, a nie k—ta potege v ! Okazuje sie,
ze numerowanie warto prowadzi¢ na dwa sposoby: Dla jednego rodzaju obiektow
indeksy (numery) piszemy z prawej strony na gorze (tu robimy to dla sktadowych
wektorow), a dla drugiego (numery elementoéw bazy) piszemy na dole. Niedtugo sie
okaze, dlaczego warto robi¢ takie rozroznienie.

2. C([a,b]) — przestrzen funkcji ciaglych na odcinku [a,b]. Majac dane dwie funkcje
fyg € C([a,b]) (tzn. patrzymy na funkcje f,g jako na wektory), definiujemy ich
sume jako funkcje f 4+ g, ktorej warto§¢ w punkcie x jest: (f + g)(z) = f(x) + g(x);
oraz mnozenie wektora f przez liczbe A € R jest funkcja Af, ktorej wartosé w
punkcie x okreslamy jako: (Af)(z) = Af(z).

3. K,,[-] - przestrzen wielomianéw stopnia n o wspotezynnikach z ciata K. Dodawanie
wielomianéw oraz mnozenie ich przez liczbe definiujemy analogicznie jak dla funkcji.
2.1.2 Kombinacja liniowa, liniowa niezalezno$§é

Def. Kombinacjg liniowg wektoréw X1, Xs, . . ., X, z wspOtczynnikami Ay, Ao, . .., A\, nazywamy
wektor
AiXgp 4 AoXo + -+ ApXy,

Def. Uktad wektorow xi,Xs, ..., X, nazywamy liniowo niezaleznym, gdy rownosé

/\1X1+)\2X2+"’+>\nxn:0



zachodzi tylko dla wspotezynnikow zerowych: Ay = Ay =--- =\, = 0.
Def. Mowimy, ze przestrzenn wektorowa V' ma wymiar n, gdy kazdy uktad n + 1
wektordéw z V' jest liniowo zalezny, za$ istnieja w V' uktady n wektoréw liniowo niezaleznych.
Wymiar przestrzeni V' oznaczamy dim V' (od ang. dimension).

2.1.3 Baza

Def. Bazg w przestrzeni wektorowej wymiaru n nazywamy uktad n wektoréw liniowo
niezaleznych.
Przykl. (kontynuacja powyzszych)

1. Przestrzen K" ma wymiar n. Jako baze mozna w niej wybra¢ ey, es, ..., e,:
1 0 0
0 1 0
€1 = . , €2 = . yerorsCn =
0 0 1

(tzn. w wektorze e; na k—tym miejscu mamy 1, pozostale skltadowe sg zerowe).
Wymiar przestrzeni K” wynosi n.

2. dim C([0,1]) = oo. Na tej konstatacji poprzestaniemy. Baze mozna wybra¢, ale
wymaga to duzego wktadu z analizy, wychodzacego poza ramy tego wyktadu.

3. dimK,[] = n + 1. Bo: Z tego co ongi§ mowilismy o wielomianach, pamietamy, ze
wielomian jest okreslony jednoznacznie przez podanie swoich wspotezynnikow (przy
potegach t od 0 do n — zaktadamy, ze mamy wielomiany od zmiennej t). Jako baze
mozna wybraé: eg = 1,e; = t,es = t2, ..., e, = t".

Ale! W przyktadach 1. i 3. bazy mozna powybiera¢ inaczej. Wezmy np. V = R3. Mamy
tu baze standardowa:

1 0 0
er=101], ea=|11|, e3s=101;
0 0 1

ale w niczym nie gorszy jest wybor:

1 1 1
Er=|0]|, Ea=|1], E3=]1
0 0 1

Sprawdzmy, ze jest to baza: Réwnosé
MEL+ MEy +A3E35=0
jest rownowazna uktadowi rownan:

AL+ A+ A3 =0
)\2+)\3:O

ktory ma jedyne rozwigzanie



2.1.4 Rozklad wektora w bazie

Mamy proste ale wazne
Stw. Niech w przestrzeni wektorowej V' bedzie zadana baza e = (e, e, ..., €,). Wtedy
kazdy wektor v € V ma jednoznaczny rozklad w bazie e:

v=uvle; + vy + - + V", (1)

tzn. wspolezynniki v, v?, ..., v" s3 jednoznacznie wyznaczone.

Dow. Zalozmy, ze rozktad v nie jest jednoznaczny, tzn. ze istnieje rozktad identyczny
jak (1), tyle ze z innymi wspo6tczynnikami:

v=s'e; + sPeg + -+ s"ep; (2)
odejmijmy stronami (1) i (2). Mamy:

(s —vhep + (s —vHeg + -+ (5" —v")e, = 0. (3)

Ale jezeli ktory$ ze wspotezynnikow s* ma byé rozny od ktéregosé ze wspotezynnikow vF,

to s¥ —v% #£ 0, czyli jedli ktorys ze wspotezynnikow rownosci (3) jest niezerowy. A to
oznacza sprzeczno$é z zalozeniem o liniowej niezaleznosci e.

CBDO

Ozn. Czesto przydatne jest zaznaczanie, w jakiej bazie rozktadamy wektor. Jesli

rozkltadamy wektor v w bazie e i otrzymujemy przy tym rozktad (1), to ten fakt oznaczamy

jako:

we=1 . |; (4)

jest to po prostu inny zapis postaci rozktadu (1), z jawnym zaznaczeniem, ze sktadowe
wektora v to wspotezynniki rozktadu w bazie e.

Wspominalismy, ze w danej przestrzeni moze by¢ wiele réznych baz. Zatézmy, ze mamy
w danej przestrzeni V' dwie bazy. Jak sa powiazane wspolczynniki rozkladu jakiegos
wektora v w obu tych bazach?

W pelnej ogdlnosci na to pytanie odpowiemy nieco p6zniej, po podaniu kilku faktow
nt. odwzorowan liniowych. Na razie zauwazmy, ze majac wspotczynniki rozktadu w jedne;j
bazie e, mozemy uzyska¢ wspotczynniki rozktadu w innej bazie E przez rozwiqgzanie uktadu
rownan.

Przykl. Rozklad tego samego wektora w r6znych bazach.

Niech V' = Ry[-]. Jako pierwsza baze wezmy baze standardows e:

€y = 1, €1 = t, €g = t2 (5)
Wezmy tez druga baze E, zdefiniowang jako:
Ey=1, E =1+t Ey=1+t+1 (6)

. Analogicznie jak w przyktadzie sprzed dwoch stron, przekonujemy sie, ze E jest bazg.



Miejmy teraz zadany jakis wektor v € V; wezmy: v = v(t) = 3t? + 5t — 2. Rozklad
wektora v w bazie e jest natychmiastowy:

v = —2¢ey + Se; + 3ey. (7)

Odwolujac sie do zapisu (1), mamy: v = vy +vle; +v2%eq, czyli: 00 = =2, v! =5, 02 = 3.
Stosujac sposob oznaczania (4), mamy:

—2
=1 5 (8)
3
Rozltézmy teraz wektor v w bazie E. Uczyrimy to na dwa sposoby.

e Pierwszy sposéb. Oznaczmy wspolczynniki rozkladu w bazie E przez o
Mamy wiec: v = a’Ey + o' E| + o F,. Korzystajac z definicji (6), mamy:

0 ot ol

v=a 1+a'(1+t)+?(1+t+t*) = (@ +a' +a?) -1+ (a' +a?) -t + a?t?

co daje uktad réwnan na wspoétczynniki:

A +al+a? = =2
at+a? =5
a? = 3
ktory tatwo rozwiazaé, i otrzymujemy
=—-7 o'=2 o*=3
Mozemy zapisa¢ otrzymany wynik jako
-7
] =| 2 (9)
3

e o Drugi sposéb. Spojrzmy na definicje (6) bazy E jako na wyrazenie wektoréow bazy
E przez wektory bazy e:

E(]:]_:e(); E1:1+t:€0+61; E2:1+t+t2:€0+61+62.

Odwrdoémy teraz te zamiane zmiennych, tzn. wyrazmy wektory bazy e przez wektory bazy
E. W powyzszym przypadku tatwo ten uktad rozwiaza¢. Mamy:

eg = Eo;
e1 = By —eg = Ey — Ey;
ey =y —eo—e1 = By — By — (Ey — Ey) = By — Ey.
Skorzystajmy teraz z rozkladu (7) wektora v w bazie e; mamy:
v = —2ey+bey +3ex =2 Ey+5(E, — Ey) +3(Ey — Ey)
=3FEy+ (b —3)Ey1 + (—2—5)Ey =3Ey+2E, — TE,
= a’Ey + o' E| + o*Fy;

czyli otrzymalismy [v]® — rozklad (9) wektora v na skladowe w bazie F — to samo co w
pierwszym sposobie.



2.2 Odwzorowanie liniowe

Def. Niech V., W — dwie przestrzenie wektorowe. Mowimy, ze odwzorowanie F' : V' — W
jest lintowe, gdy dla dowolnych wektoréw =,y € V' i dla dowolnego elementu ciata o € K
spetione sa warunki:

F(x+y) = F(x) + F(y), (addytywnos$¢) F(av)= aF(v) (jednorodnos¢|). (10)
Czasem te warunki zapisuje sie w postaci jednego (2 w 1’)

Y Y Flax+ By) = aF(z) + BF(y). (11)

z,yeV a,feK
Przykt.

1. R,[-] — R: Branie wartosci wielomianu w (zadanym) punkcie .

b
2. C([a,b]) = R: C([a,b]) > f —>/a f(z)dx

Ty 211 + 29
—
i) T+ To
e Zanim zaczniemy pokazywac liniowos¢, wprowadzmy pojecie macierzy oraz mnozenia

macierzy przez wektor.
e Macierz (m x n — o m wierszach i n kolumnach): Tablica liczb: Doktadniej:

3. Kot Arnolda: R? — R?:

Def. Macierz A rozmiaru m x n (o m wierszach i n kolumnach) i elementach z ciata
K to tablica liczb postaci

A= : : , (12)

gdzie a'; (elementy macierzy) sa liczbami z ciala K.

e Indeksowanie macierzy.

e Na wektor tez mozna patrzeé¢ jako na macierz.

e Dzialanie macierzy na wektor (tzn. mnozenie macierzy przez wektor).

e Stw. (na razie bardziej agitacyjne) Najogolniejsze odwzorowanie liniowe F': V —
W to mnoZenie pewnej macierzy (macierz operatora F w bazach w 'V i W) przez
wektor.

e Sprawdzenie ze to jest liniowe

4. Rozniczkowanie wielomianéw
5. Obrot w R3 (wokot osi 2 )
6. Rzut

Def. Ker, Im
Przykl. Ker, Im przy roézniczkowaniu



3 Macierze odwzorowan liniowych

Rozpatrzmy teraz zbiér wszystkich mozliwych odwzorowan liniowych z V' do W. Nazwiemy
go L(V, ).

Zbiorowi temu tatwo nadamy strukture przestrzeni wektorowej — podobnie jak to byto
w przypadku zbioru funkcji ciaglych. Tu definicja bedzie wygladata tak:

(F1 + Fy)(z) = Fi(z) + Fa(x), (aF)(z) = aF(x)

Przykl. L(R',R'): y = ax dla x € V = R!, y € W = R!'. Odwzorowanie takie jest
jednoznacznie wyznaczone przez jedna liczbe a. Suma dwoch odwzorowan: M, : y = ax
oraz M, : y = bx to odwzorowanie y = (a + b)z.

Jak bedzie w ogdlnym przypadku, tzn. ile jest odwzorowan liniowych z V do W?
Jak opisaé (czy tez: parametryzowac) ich zbior (bedacy — jak widzieliSmy — przestrzenia
liniowa)?

Przyklad. Jesli V = W = R, to odwzorowanie liniowe 7" : V — W ma postac:
Vov—w=aveW (a€R), tzn. odwzorowanie to jest po prostu mnozeniem przez
liczbe. Odwzorowan liniowych z R do R! jest wiec tyle ile liczb «, a wiec zbior tych
odwzorowan to R': L(V,W) ~ R.

W ogélnym przypadku mamy

Stwierdzenie. Jeslie = (ey,...,e,) —bazaw V oraz wy, ..., w, — jakiekolwiek wektory
z W, to istnieje doktadnie jedno T' € L(V, W) takie, ze Te; = wy,...,Te, = w,. Innymi
stowy, odwzorowanie liniowe jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje wartosci na wektorach
bazy.

Dowoéd: Zdefiniujmy dziatanie T € L(V,W) na wektorach bazy tak jak powyzej.

n

Wtedy dla dowolnego wektora v = Z v'e; mamy
i=1

= T(Z v'e;) = ZviT(ei) = Z viw;,
i=1 i=1 i=1

do daje szukany wzor na T' (dokladniej, na T'(v)). Pozostaje upewnié sie, czy ten wzor

okresla odwzorowanie liniowe. Biorac v = Z v'e; 10 = Z v'e;, mamy: v+0 = Z(Ul—i-@l)ei
=1 =1 =1

T(v—l—@)—zn:v + 9') val—l—vazf v) + T(D).

Podobnie sprawdza sie jednorodnosé.

oraz

CBDO
Whiosek: Baza e w V ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednioé¢ pomiedzy elementami
L(V,W) a ciagami (wy, ..., w,) wektorow z W. Innymi stowy, cala informacja o T" jest

zawarta w ciagu [T,
[T)e = (Tey,...,Tey).

[T, jest ciagiem wektoréw, a kazdy z nich jest kolumienky liczb. Wyrazmy wiec [T]. w
bardziej konkretny sposob (jako zbior liczb). Najsampierw, ustalmy baze f = fi,..., fn W
przestrzeni W. Kazdy z wektorow T'e; mozna zapisaé [T'e;]/ € K™. Zatem cala informacja
o T jest zawarta w ciagu (dwuwskaznikowym) liczb [T/,

[T) = ([Tei)!, ..., [Ten)’).

6



Oznaczajac wspolrzedne wektora [Te;]/ przez T%; (tui = 1,...,m) mozemy zapisac:

T

[Te)) = | (13)
Tm.

J

a dla ciagu wektorow [T/,
T T,
1V, = ([Tei],....[Te,}') = S TP
T ™,
[loé¢ nawiasow w tym ostatnim wyrazeniu jest zdecydowanie za duza; zapiszmy to wiec
inaczej:
T, ... T,
[T]fe = ([Tel]fv R [Ten]f) = . (14)
T ... Tm,
To — po przypomnieniu sobie, co to jest macierz — w naturalny sposéb prowadzi nas do
definicji:
Def. Macierz odwzorowania liniowego T' € L(V, W) w zadanych bazach: e w V oraz f
w W, to tablica liczb (macierz) [T/ opisana wyzej.
Ustalenie baz w V oraz W zadaje wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy
elementami L(V, W) oraz macierzami m x n.
Podsumujmy zwiazki pomiedzy wprowadzonymi wyzej trzema pojeciami: (T' — odwzorowanie
liniowe; [Tej}f — macierz tego odwzorowania; T"; — elementy tej macierzy.
Majac bazy e w V oraz f w W, elementy T"; mozemy liczy¢ na dwa sposoby:

1. Sposob I (transformacja wektorow bazy):
Te;=T'fi+ - 4+T"fm = ZTjifj
j=1
(rozwijamy w bazie f dzialania operatora T na poszczegolne wektory bazy e).

Jest to po prostu inna postaé¢ wzoru (13).

2. Sposo6b II (transformacja skladowych): Jesli Tv = w, gdzie V 3 v = Y1 v'e;,
Wsw=3,uwfj to

w = ZTjivi (15)
i=1

Wynika to z poprzedniego sposobu przez proste przeliczenie:

Z(i ) =3

=1 | = 7j=1 i=

n

Tv = T(Z vie;) = Z v'T (e;) T':0') f
i=1 i=1 1

m .
=w=) wf
j=1

i skoro tak, to mamy na sktadowa w’ wzor (15).



4 Przestrzen wektorowa macierzy

Oznaczmy przez K™, zbiér macierzy m x n o elementach z K.
Zbiorowi K™, mozna nada¢ strukture przestrzeni liniowej w nastepujacy sposoéb: Dodawanie
macierzy okreslamy jako:

CL11 CLln bll bln a11 —|—b11 aln—l—bln
: : + : f = : f 5
am1 Ce CLmn bm1 . bmn am1 + bm1 c. amn + bmn
a mnozenie macierzy przez liczbe jako:

a'y ... adb, Aa'y ... Adb,

a™y ... ad™, Aa™y .. Ad™y,

Takie zdefiniowanie dodawania macierzy i mnozenia ich przez liczbe zadaje izomorfizm
pomiedzy L(V,W) a K™,.

5 Macierz zlozenia odwzorowan

Niech U, V, W beda trzema przestrzeniami wektorowymi z wybranymi bazami: g = (g1, .. ., g,)
—bazaw U; e = (e1,...,e,) —bazaw V; f = (f1,..., fm) —bazaw W. Jesli T € L(V, W)
iSelL(UV),to R=ToS e L(UW). Znajdzmy, jak macierz ztozenia odwzorowan T i

St

Cll .. Clp
f _ . .
[R] g C - : :
™ "y
wyraza sie¢ przez macierze tych odwzorowan:
all aln bll blp
Ty, == | sr,=B=]
CLml . amn bnl e bnp
Wspotezynniki ¢; macierzy C' = [R])/ sa okreslone przez: Jesli U 3> u = ), u/g;,

Waw=3",ulg, to
P
— i N
w = Ru <— w —Zc]u.
Jj=1

k

Poniewaz w = T, gdzie v = Su, to oznaczajac przez v" wspodlrzedne wektora v w bazie

e (mamy wiec v = 37_, v*e;) mamy

n n p p n
D YIRS ST DU IS 9] O ST 1Y
k=1 k=1 j=1 k=1

Wspotezynniki ¢/; sa wiec dane przez
Cij = Z aikbkj. (16)
k=1

8



Def. Jesli A € K™, B € K", to macierz C' € K™, ktorej elementy ¢'; dane sa przez
wzor (16), nazywamy iloczynem macierzy A1 B (i piszemy: C' = AB).
Podsumowujac, macierz ztozenia odwzorowarn jest iloczynem macierzy tych odwzorowan:

[0 8], =TV [S)°

e g’

5.1 Wlasnos$ci mnozenia macierzy

Mnozenie macierzy jest {gczne, tzn. (AB)C' = A(BC), jesli iloczyny AB i BC' sg okreslone
z sensem (lacznosé mnozenia macierzy wynika z tacznosci sktadania odwzorowan). Natomiast

mnozenie macierzy na ogot nie jest przemienne:
o1 |1 0} _10 -1
10 O -1 |1 0 |°

1 o] fo1] [o 1
0 -1 10| | —-101}
Jesli przez Idy oznaczymy odwzorowanie identycznosciowe V- — V' todlaT € L(V, W)
mamy

7)., = [Toldy), = [T}/ [ldv]"..

e

Podobnie
[T}, = [ldw o T}, = [Idw]’ [T}/,

dla Idy — odwzorowania identycznosciowego W — W.

Macierz
1 0 . 0
. . . 0o 1 . 0| oon
[Tdv]®, = ([dv)ed], ..., [(Idv)ea]) = | . . | E L
00 ... 1

nazywamy macierzq jednostkowg. Pomnozenie dowolnej macierzy A przez macierz jednostkowsa
(w przypadkach, kiedy jest to wykonalne) nie zmienia A (wlasnos$¢ elementu neutralnego):
Dla A € K™, mamy

AlL,=A=1,A.

Def. Mowimy, ze macierz A € K", jest odwracalna, jesli istnieje macierz B € K",, taka,
ze AB =1, = BA. W takim przypadku B nazywamy macierza odwrotng do A.

Latwo zobaczy¢, ze powyzsza macierz B, jesli istnieje, jest okre$lona jednoznacznie.
Zapisujemy ja jako A™!. Zachodzi: (A7)~ = A.

Gdy mamy odwzorowania (odwracalne) S,T', to odwzorowanie odwrotne do S o T
jest: (SoT)™ ' =Tto St To daje wzor na macierz odwrotna do iloczynu: Jesli A, C —
macierze (odwracalne), to (AC)™t =C~1A~L

Macierze izomorfizméw (tzn. odwzorowan liniowych odwracalnych) sa odwracalne:
Jesli T' € L(V, W) jest odwracalne, e — baza w V, f — baza w W, to

[TV [Ty = [ToT™ = ldw]/y = L,  [T7')

[T), = [T oT)°, = [ldv]°, = I,

e

gdzie n = dim V = dim V.



5.2 Zmiana baz i zmiana macierzy operatora przy zmianie bazy

Jesli T' € L(V,W) oraz e, e’ — dwie bazy w V| zas f, f' — dwie bazy w W, to

/e

1), = [ldw o T o Idy]"", = [Idw]’ [T}/ [Idv]*

e

"nowych"’ bazach €', f' majac

Wzoér ten pozwala obliczyé macierz odwzorowania T' w
macierz T w "‘starych"’ bazach e, f.

Macierz
[Ldv]®, = ([e1] - ... [en])

nazywa si¢ macierzq zmiany bazy. Macierz [Idy]®,, jest macierza odwrotna do [Idv]e'e:

[Idy]°, [Idy]¢, = [Idy o Idy]¢, = [Idy]¢, = I,

i analogicznie

[IdV]e,e[IdV]ee/ = [Idv ) Idv]ele, = [Idv]e/ , = In-

€

Przyklad. Niech operator A w bazie standardowej e = (e1,eq) = <{ 1 } , [ (1) }) bedzie dany

0
macierza:
1
1
o . . . 2
Znajdzmy jego macierz w bazie ¢/ = (e}, e5) 1
Mamy:

[1d]°,, = ([e1]% [e]°) = [ ? 31 }

(poszczegodlne kolumny sa to sktadowe wektorow e; w bazie wektorow ey ). Macierz [Id}‘i/e jest macierza
odwrotng do [Id]°_,. Niedtugo zobaczymy, jak SiQ liczy macierz odwrotna. W tym momencie niech Czytelnik
1 2

sprawdzi, ze [Id]*', = 1 [ 1 o } tzn. [Id]¢ [Id]°, = I, = [ é (1) }

R R O L et | e e L e

W tym przypadku, przez odpowiedni wybér bazy, udalo sie wyrazi¢ operator A w postaci diagonalney;
taka postac jest bardzo wazna przy badaniu macierzy.

Mamy

5.3 Uklady réwnan liniowych

Uktlad réwnosci

ailxi + ...+ a;nx” = b;
a“ x-  + + a2 = b (17)
a™xt ...+ am;x” = b;”

gdzie a';, b — dane liczby (z ciala K), zas «',... 2" — liczby niewiadome, nazywa sie

uktadem m rownan liniowych z n niewtadomyms.
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Przepiszmy lewg strone uktadu réwnan na trzy sposoby:

4l ol aixzb + ...+ al,z"
1
. . " aixt 4+ ...+ da
m :
a an m .1 m ,.n
a1 + ... + a’,r
a'y a', xt
a’y a?, x?
a™ a™, z"
Stad, wprowadzajac oznaczenia:
1 1 1 1
a a p a1 a p
a’ a?, a’y a?,
ay = ) -y Ap = . ) A_<a17 7a’n>: .
a™y a™, a™y a™,
oraz
x! bt
x? b?
T = , b=
xn bm

uklad rownan (17) mozna zapisa¢ w postaci
rlag 4+ -+ 2"a, =b

lub
Az = b.

Macierz A nazywa sie macierzq uktadu réwnan (17).

Mozna rozpatrywac ja jako macierz pewnego operatora liniowego K" — K™,
Ze wzgledu na lewa czesé (18) mamy

(ay,...,a,) =ImA.

Def. Liczbe
rank(A) = dimIm A

(18)

nazywamy rzedem (kolumnowym) macierzy A. Jest oczywiste, ze jest to tez ilos¢ liniowo

niezaleznych kolumn macierzy A.

Zachodzi nastepujace stwierdzenie dotyczace istnienia rozwiazan uktadu (17).
Stwierdzenie. Nastepujgce warunki sa rownowazne:

1. Istnieje rozwiazanie uktadu (17).
2. belmA.

3. be(ay,...,ap).

11



4. {ay,...,an,b) = {ay,...,a,)
5. rank(A,b) = rank(A)

Tutaj (A,b) = (ai,...,a,,b) oznacza macierz powstala z A przez dolaczenie jeszcze
jednej kolumny — wektora b. Macierz (A,b) nazywa sie macierzq rozszerzong ukladu
(17). Zawiera ona pelna informacje o ukladzie.

Uwagi.

e Rownowaznos¢ 1) i 5) nosi nazwe twierdzenia Kroneckera — Capelliego.

e Jesli prawa strona uktadu jest zerem (tzn. b = 0), to uklad nazywamy jednorodnym,
jesli b # 0), to uklad nazywamy niejednorodnym.

e 7bior rozwiazan uktadu jednorodnego jest przestrzenia wektorowa (podprzestrzenia
K™). Zbior rozwiazan uktadu niejednorodnego nie jest przestrzenia wektorowa.

Mamy tez proste

Stwierdzenie. Jesli m = n, to rownanie Ax = b ma dla kazdego b doktadnie jedno
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A~1. Wowczas x = A~1b.

W praktyce rzadko rozwigzuje sie uktady rownan przez znajdowanie macierzy odwrotnej.
("‘Rzadko"’ nie znaczy "‘wcale"’; jest to sposob potrzebny gdy np. macierz A zalezy od
parametrow). Najczesciej robi sie to metoda redukcji wierszowej — dodawania réwnan
stronami tak, by otrzymac¢ mozliwie prosta macierz uktadu. Wykorzystujemy tu oczywisty
fakt, ze dodajac do jakiegos rownania kombinacje liniowg pozostalych réwnan, otrzymujemy
uktad rownowazny, tzn. majacy te same rozwiazania. Operacja ta odpowiada przejsciu do
innej bazy w przestrzeni W.

Z formalnego punktu widzenia, redukcja wierszowa jest kombinacja nastepujacych
operacji elementarnych, z ktoérych kazda w oczywisty sposdb nie zmienia rozwigzan uktadu:

1. Mnozenie wiersza przez niezerowa stalg.
2. Dodawanie jednego wiersza do drugiego.

3. Przestawianie dwoch wierszy.

Przyklad.
1) Rozwigza¢ uktad rownan:

Piszemy rozszerzona macierz ukladu i redukujemy (wierszowo).

3 -4 1 | 2 1o -1 22 [-10 1 |2
5 2 3 | 8|%Y] 90 o |-18[¥|-10 1 |-2
2 -3 | 5 2 1 -3 | 5 2 1 -3 |5

Rownowaznosé (1) bierze sie stad, ze rownanie trzecie dodawalismy do pierwszego i drugiego z takimi
wspOtczynnikami, zeby w drugiej kolumnie pojawily sie same zera. Réwnowaznosé¢ (2): Pomnozylismy
rOwnania: pierwsze i drugie przez odpowiednio 11 i -9, aby otrzyma¢é prostsza postac¢. I dalej:

@{1 0 ‘2}@{1 01 ‘2}@[1 10 ’1]
2

1 -3 ) -1 1 0 | -1 -1 0 1 | -2
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Rownowaznosé (3): Skreslilismy jedno z powtarzajacych sie rownan. (4): DodaliSmy pierwsze réwnanie
do drugiego z takim wspoétczynnikiem, by wyzerowac¢ w nim trzecia kolumne. (5): PrzestawiliSmy wiersze,
aby uzyskaé jawnie diagonalng podmacierz uktadu.

Ostatnia macierz uktadu oznacza, ze wyjsciowy uktad doprowadziliémy do postaci

—X1 —+ To = 71
—T1 + I3 = -2
ktorego rozwiazanie od razu piszemy:
ro = X1 — 1
r3 — X1 — 2

lub, w rownowaznej postaci (zmieniajac jeszcze nazwe x; na \)

I 0 1
z= |29 | =] =1 [ +X] 1
I3 —2 1
2) Uktad réwnan:
3 -4 1 1
-5 2 3 x= | 2
2 1 -3 3

jest sprzeczny.

3) Bedzie tu jeszcze liczenie macierzy odwrotnej.

Metoda redukeji wierszowej (i kolumnowej, gdzie analogiczne operacje przeprowadza
sie na kolumnach macierzy) maja szerokie zastosowanie jako metody rachunkowe do
znajdowania jadra i obrazu operatora czy macierzy odwrotne;j.

W analogii do rzedu kolumnowego, definiuje sie tez rzqd wierszowy:

Def. Rzad wierszowy macierzy A: rank,(A) to ilosé¢ liniowo niezaleznych wierszy tej
macierzy.

Okazuje sie, ze zachodzi rdownosé tych dwu rzedow:

Tw. rank,,(A) = rank(A).

Dowdd. Rozpatrzmy najsampierw jednorodny uktad rownan liniowych:

alixt + a'92? + ... 4+ ad',zt = 0
2 .1 2 .2 2 .n
a“1xs 4+ a‘xrt + ... 4+ a‘px™ = 0
(19)
a™axt + a™r? + ... + a™a" = 0

Dow. pomijamy.
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