
Matematyka II, lista zada« No. 5: Odwz. liniowe i (ich) macierze
12.03.2012

1. �Które z nast¦puj¡cych odwzorowa«, w odpowiednich przestrzeniach wektorowych,
s¡ odwzorowaniami liniowymi:

(a) Które z nast¦puj¡cych odwzorowa«, w odpowiednich przestrzeniach wektorowych,
s¡ operatorami liniowymi:

(b) x 7→ a (a � ustalony wektor); V - dowolna p. wektorowa

(c) x 7→ x+ a (a � ustalony wektor); V - dowolna p. wektorowa

(d) x 7→ αx(α � ustalony skalar); V - dowolna p. wektorowa

(e) x 7→ (a, x)b ( a, b - ustalone wektory; V = R3, (x, y) � standardowy iloczyn
skalarny wektorów x i y)

(f) x 7→ (a, x)x ( a - ustalony wektor; V = R3, (x, y) � standardowy iloczyn
skalarny wektorów x i y) f) f(x) 7→ f(ax + b) (f(x) ∈ R[x]n; a, b � ustalone
liczby);

(g) f(x) 7→ f(x+ 1)− f(x) (f(x) ∈ R[x]n);
(h) f(x) 7→ f (k)(x) (f(x) ∈ R[x]n);
(i) R3 3 (x1, x2, x3) 7→ (x1 + 2, x2 + 5, x3) ∈ R3;
(j) R3 3 (x1, x2, x3) 7→ (x1 + 3x3, x22, x1x3) ∈ R3;
(k) R3 3 (x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, x1 + x2 + x3) ∈ R3.

2. �Wyznaczy¢ macierze:

(a) odwzorowania (x1, x2, x3) 7→ (x1, x1 + 2x2, x2 + 3x3) wzgl¦dem bazy wektorów
jednostkowych w przestrzeni R3;

(b) obrotu na pªaszczy¹nie o k¡t α wzgl¦dem dowolnej bazy ortonormalnej;

(c) obrotu w R3 o k¡t 2π/3 wzgl¦dem prostej, danej w prostok¡tnym ukªadzie
wspóªrz¦dnych równaniem x1 = x2 = x3, wzgl¦dem bazy zªo»onej z jednostkowych
wektorów osi wspóªrz¦dnych;

(d) operatora w przestrzeni euklidesowej danego wzorem x 7→ (a, x)a w bazie
ortonormalnej (e1, e2, e3), gdzie a = e1 − 2e3

3. Wyznaczy¢ macierz:

4. � operatora X 7→
[
a b
c d

]
X w przestrzeni M2(R) wzgl¦dem bazy zªo»onej z

jednostek macierzowych;

5. operatoraX 7→ X
[
a b
c d

]
w przestrzeniM2(R) wzgl¦dem bazy zªo»onej z jednostek

macierzowych;

6. � operatora X 7→ XT w przestrzeni M2(R) wzgl¦dem bazy zªo»onej z jednostek
macierzowych;
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7. operatoraX 7→ AXB, gdzieA,B � ustalone macierze, w przestrzeniM2(R) wzgl¦dem
bazy zªo»onej z jednostek macierzowych;

8. operatora ró»niczkowania w przestrzeni Rn[x] w bazie (1, x, . . . , xn);

9. � operatora ró»niczkowania w przestrzeni Rn[x] w bazie (xn, xn−1, . . . , 1);

10. operatora ró»niczkowania w przestrzeni Rn[x] w bazie (1, x − 1, (x − 1)2/2!, . . .
. . . , (x− 1)n/n!).

11. �Niech odwzorowanie liniowe A : R3 → R2 b¦dzie reprezentowane przez macierz

[A]f e =
[
0 1 2
3 4 5

]

(tzn. w bazach e = (e1, e2, e3) w R3 i f = (f1, f2) w R2). Znale¹¢ macierz tego»
odwzorowania [A]FEw bazach E1 = e1, E2 = e1 + e2, E3 = e1 + e2 + e3 oraz
F1 = f1, F2 = f1 + f2.

12. �Niech operator liniowy T w przestrzeni R2[·] b¦dzie reprezentowany macierz¡:

[T ]ee =

 0 0 10 1 0
1 0 0


w bazie standardowej e0 = 1, e1 = x, e2 = x2. Znale¹¢ jego macierz [T ]EE wzgl¦dem
bazy: E0 = 3x2 + 2x+ 1, E1 = x2 + 3x+ 2, E2 = 2x2 + x+ 3.

13. Odwzorowanie liniowe T : R3 → R3 jest okre±lone macierz¡ (w bazie zero-je-
dynkowej: e = (e1, e2, e3))

[T ]ee =

 2 1 02 2 1
0 2 2

 .
(a) Znale¹¢ obraz i j¡dro odwzorowania;
(b) Niech E = (2e1 + 2e2, 2e1 − 2e2, 2e3) b¦dzie now¡ baz¡ w R3 . Znale¹¢ macierz
odwzorowania T wzgl¦dem bazy E (tzn. macierz [T ]EE).

14. Niech R4[x] b¦dzie przestrzeni¡ wielomianów rzeczywistych (zmiennej rzeczywistej x
z rzeczywistymi wspóªczynnikami) stopnia co najwy»ej czwartego, a e = (0, 1, x, x2, · · · , x4)
baz¡ tej przestrzeni. Wyka», »e odwzorowanie

T : R4[x] 3 W (x) 7→ (1 + x)W ′(x)−W (x∈R4[x]

(gdzie W ′ jest pochodn¡ wielomianu W po zmiennej x) jest liniowe. Znajd¹ macierz
tego odwzorowania wzgl¦dem bazy e. Znajd¹ obraz i j¡dro odwzorowania.

15. Znale¹¢ macierze (wzgl¦dem bazy kanonicznej) odwzorowa« liniowych Tx : R3 → R3
i Ty : R3 → R3 polegaj¡cych na obrotach odpowiednio wokóª osi X i Y ukªadu
wspóªrz¦dnych o k¡ty, odpowiednio, φx i φy . Znale¹¢ macierze odwzorowa« Tx ◦ Ty
i Ty ◦ Tx.
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16. � (poªow¦ podpunktów): Przemnó» macierze w podanej i odwrotnej kolejno±ci:

(a) (
2 1
3 2

)
·
(
1 −1
1 1

)

(b) (
3 5
6 −1

)
·
(
2 1
−3 2

)

(c) 3 1 12 1 2
1 2 3

 ·
1 1 1
2 −1 1
1 0 1


(d) 1 2 32 4 6

3 6 9

 ·
−1 −2 −4−1 −2 −4
1 2 4


(e) a b cc b a

1 1 1

 ·
1 a c1 b b
1 c a


17. Znajd¹ odwrotno±ci podanych macierzy: (Uwaga: Ogólny wzór na macierz odwrotn¡

(wyra»ony przez macierz dopeªnie«) b¦dzie podany pó¹niej; na razie wi¦c nie liczmy
odwrotno±ci macierzy, gdzie s¡ parametry. Odwrotno±ci macierzy o warto±ciach
liczbowych liczymy przez redukcj¦ (wierszow¡ lub kolumnow¡)

(a) � (
1 2
2 5

)

(b) (
a b
c d

)

(c) � 1 2 −30 1 2
0 0 1


(d) 

1 3 −5 7
0 1 2 −3
0 0 1 2
0 0 0 1


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(e) 
1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


18. �Pomno»y¢ poni»sze macierze w podanej i odwrotnej kolejno±ci. (w tych przypadkach,

gdy to wykonalne � okre±li¢ kiedy tak jest):

a)
[
1 n
0 1

]
·
[
1 m
0 1

]
; b)

[
1 5 3
2 −3 1

]
·

 2 −3 5
−1 4 −2
3 −1 1

 c) [ a b c ]·
 ab
c


19. Udowodnij, »e (AB)−1 = B−1A−1, gdzie A i B s¡ macierzami.

20. Oblicz A−1, gdy

A =
(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.
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