1 Wilasnosci RY

1.1 Odleglosci i normy w RV

Bedziemy sie teraz zajmowaé funkcjami od n zmiennych, tzn. okre§lonymi na RY =
R X R x -+ xR (iloczyn kartezjanski N egzemplarzy R).
Punkt x nalezacy do RY bedziemy oznaczaé¢ jako

Przykl. Wysoko$¢ terenu n.p.m. jako funkcja dlugosci i szerokosci geograficzne;j.

Przykl. Temperatura w atmosferze (czy innym osrodku) jako funkcja dl. i szer. geogr.
oraz wysoko$ci.

Poczatkiem do badania R"™ i funkcji na niej jest zdefiniowanie odlegtosci. Przypomnijmy
sobie, jak definiowali$my odlegtos¢ w R2. Jest ona wyznaczana z tw. Pitagorasa: RYS.:
Dla dwoch punktow a = (a',a?) i b = (b*,b?) odlegltos¢ D(a, b) pomiedzy nimi jest

D(a,b) = \/(al — b1 + (a2 — b2)2.

Analogicznie postepujemy w przestrzeniach o wickszej liczbie wymiarow: Jegli z,y € RV,
to odleglos¢ d(x,y) miedzy nimi definiujemy jako

Def.
N

d(z,y) = | > (xF — k)2 (1)

k=1

Inne oznaczenie d(z,y) w RY to ||z — y||, tzn.

Def.

Jegli mamy punkt r = (r*,r%,...,rY) € RY, to na ||r|| = \/Eff:l(xk — y*)2 mozemy
patrzeé¢ jako na odlegtos¢ punktu r od zera:

]} = | 2_(r)? = d(r, 0). (2)

k=1

Tak zdefiniowana norma ma wazne wtasnosci, ktére teraz wypiszemy.
Wtasnos$ci normy.

1. Dla dowolnego x € RY mamy: ||z|| > 0, przy czym ||z|| = 0 tylko dla wektora
zerowego ¥ = 0;

2. || =rl| = ||r]| i ogolniej, ||ar|| = |af-||r||, gdzie a € R.

3.
|z +yll <l + llyll; (3)

ta niero6wnos¢ nazywana jest niercwnosciqg trojkqta.

Dow. p.3): Nier6wnosé trojkata wynika z nierdwnosdci Schwarza: Dla dowolnych x,y € RY
zachodzi

N
>y <Ll [yl (4)
k=1
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Dow. Rozpatrzmy nastepujaca funkcje zmiennej rzeczywistej A:

N N N N
f(>\) — Z(mk o )\yk>2 — Z(xk)Q — 92\ Zl'kyk + )\2 Z(yk)Q
k=1 k=1 k=1 k=1
f(A) jest trojmianem kwadratowym w A. Ponadto f(\) < 0, poniewaz f(\) jest pelnym
kwadratem. Skoro trojmian f(\) jest nieujemny, to jego wyréznik A musi by¢ niedodatni.
Policzmy ten wyroznik:

N N N
A =40y a2 =43 (") Y (y)* <0, (5)
k=1 k=1 k=1
co mozemy przepisa¢ jako
N N N
(D afy)? < Y@ > ()2
k=1 k=1 k=1

Po wyciggnieciu pierwiastka kwadratowego z obu stron nieréwnosci i skorzystaniu z definicji
normy (2) otrzymujemy nier6wnosé (4).

CBDO
Dow. nieréwnosci trojkata (3). Policzmy:
N N N N
[l =yl =" +4")* = > (@) + 23 " + 3 (")
k=1 k=1 k=1 k=1
<l + 20kl - [yl + [lyl® = (el + [ly]])*.
7 czego trzeba jeszcze wyciagnaé pierwiastek, aby otrzymac (3).
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Uwaga: Czy w nieréwnosci Schwarza moze wystapi¢ réwnosé? TAK — jesli x jest
proporcjonalne do y (tzn. z = ~yy dla pewnego v € R; wtedy A = 0, a to znaczy (p.
rown (5)) ze w nier. Schwarza ma miejsce rOWnos¢.

Podsumujmy wlasnos$ci odleglosci, definiowanej przez (1):

Dla dowolnych punktow z,y, z € RY zachodzi:

1. d(z,y) > 0, przy czym d(z,y) =0 < = =y.

2. d(z,y) = d(y, ).
3. d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2) (jest to tzw. nierdwno$é trijkqta). RYS.

Okazuje sie, ze odlegloéé euklidesowa nie jest jedyna funkcja od dwu argumentow, spelniajaca
powyzsze warunki. Na przestrzeni RY mozna wprowadzi¢ wiele innych funkcji, zaleznych
od dwu argumentow, ktore spetniaja powyzsze warunki i ktéore w zwiazku z tym mozna
tez nazwa¢ odleglosciami. Prowadzi to do pojecia przestrzeni metrycznes:

Def. Przestrzeniqg metryczng nazywamy zbior punktow z funkcja dwoch zmiennych
d(-,-) (zwana metrykq lub odlegto$cig, ktorych odleglosé¢ spetnia powyzsze wlasnosei 1.,
2.1 3.

Przykt. Wprowadzmy na RY nastepujaca metryke:

do(xvy) :lez_yz| (6)
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Latwo sprawdzi¢, ze d.(z,y) spelnia powyzsze wlasnosci 1., 2. i 3.; pierwsze dwie sg
oczywiste, a trzecia wynika z nierownosci dla wartosci bezwzglednej: |z — z| < |[x — y| +
ly — z|.
Przykt. Jeszcze jedna, niejednokrotnie uzyteczna, metryka na RY :
do(z,y) = max |z; — yil; (7)
pierwsze dwie wlasnosci metryki sg oczywiste, a trzecia wynika z nastepujacego rachunku:
Dla dowolnych punktow x,y, 2 mamy

do(z,y) = max |z; —y;| = max |z; — 2 + 2z — yil

< lrgax (|zi — 2zi| + |20 — wil)

< max, |z — 2| + max, |2zi — yi| = d(z, 2) + d(z,y);

przedostatnia nieréwnosé wynika z nierownosci |a+b| < |a|+|b| dla wartosci bezwzglednej,
a ostatnia — z nieréwnosci dla maksimum. (? Bardziej szczegotowy rachunek?)

1.2 Ciagi punktow z RY

Oznaczmy przez {a,} = (ai,as,...) ciag punktow z RY: a,, € RY tzn. a, = (al,d?, ... ad
Def. Mowimy, ze ciag {a,} punktow z RY jest zbiezny do g € RY, jesli
Vo3V dagg) <e (8)

e>0 MeN n>M

Uwaga. Warunek (8) oznacza, ze ciag (o wartosciach rzeczywistych!): d(a,,g) dazy do
zera dla n dazacego do oc:
d(an,g) = 0.

Jesli warunek (8) jest spelniony, to piszemy tez:
n—oo
a, —
Podobnie jak w przypadku ciagéw o wartosciach rzeczywistych, mamy twierdzenie o
jednoznacznosci granicy.
Tw. Jedlia, =3 gia, — ¢, to g =¢.
Dow. Mamy:
0<d(g,¢) <d(g,an) +d(g',a,) =0,

co znaczy, ze d(g,g') =0, a wiec g = ¢'.
CBDO
Badanie zbieznosci ciagow o wartoéciach w RY jest réwnowazne badaniu zbieznosci
ciggobw w R. Mowi o tym nastepujace
Stw. Niech {a,} bedzie ciaggiem punktow przestrzeni RY; niech g € RY. Wtedy

(a, =% g) <= (dla wszystkich k = 1,2,..., N : a* =% gk). (9)
Dow. <=
N
d(an, g) = 4| D_(ak
k=1
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i poniewaz kazde z wyrazeii pod pierwiastkiem dazy do zera: |a* — ¢g*| == 0, to ich suma
. . . n—oo
tez dazy do zera, a to znaczy, ze a, — g¢.

—
Mamy: ||7|] = /S, (r%)2. Wybierzmy ktora$ k—ta sktadowa i mamy z nieréwnosci
trojkata:
(] = /()2 = "],
co daje:
d(an, 9) > la, — ¢" > 0,
iz tw. o 3 ciagach w przypadku ciggoéw o wartosciach rzeczywistych, jezeli d(a,, g) — 0,
to takze |a* — gF| =50, a to znaczy, ze a* == g¥ dla k=1,2,..., N.
CBDO

Def. Niech X C RY. Moéwimy, ze X jest ograniczony, jesli istnieje taka liczba M, ze

v oozl < M
rzeX
(tzn. odlegltosci wszystkich punktow zbioru X od zera sa nie wieksze od liczby M).
Niech s € RV i R € R,.
Def. Kulg (otwartg) K (s, R) o srodku w s i promieniu R nazywamy zbior tych punktow
RY, ze ich odlegloé¢ od s jest mniejsza od R: RYS.

K(s,R) ={z € RY : d(x,s) < R}. (10)

Uwaga. Wlasnosé ograniczonosci zbioru mozna réwnowaznie tak wypowiedzieé¢: Zbior Z
jest ograniczony, jesli zawiera sie w pewnej kuli (o pewnym $rodku i pewnym promieniu).
Ciekawostka. Jak wyglada kula w metryce euklidesowej, dla N = 2 to kazdy (chyba)
wie. Jak wygladaja kule w metrykach: d,, i dg? — Gdy sie je narysuje to bedzie wiadomo
skad sg takie oznaczenia tych metryk.
Tw. (Bolzano — Weierstrassa).Kazdy ograniczony ciag punktow R posiada podciag
zbiezny.

Dow. Niech a, = (a},d?, ..., da).
Jedli ciag {a,} - ograniczony, to wszystkie ciagi {a*,} ( k — numer skladowej, tzn.
k=1,2,...,N; n — numer elementu ciagu, tzn. n = 1,2,3,...) sa ograniczone. Wynika

to z nieréwnosci pokazywanej wyzej: ||r|| > r* dla dowolnego r € RY.

Po zastosowaniu tw. Bolzano-Weierstrassa do ciagu {a',} otrzymamy podciag {a,, }
ciagu {a,} taki, ze ciag pierwszych wspolrzednych jest zbiezny. Stosujemy teraz tw.
Bolzano-Weierstrassa do ciagu {7, } i otrzymujemy podciag ciagu {ay, }, ktorego pierwsza
i druga sktadowa sg zbiezne. Itd., operacje powtarzamy N razy, az otrzymamy zbieznos¢
we wszystkich sktadowych.

CBDO

Nastepujaca definicja jest bezposrednim analogonem definicji ciagu Cauchy’ego o wartosciach
rzeczywistych na ciagi o warto$ciach wektorowych (tzn. z RY).

Def. Niech {a,,} —ciag punktow z RY. Mowimy, ze ciag {a,} jest ciggiem Cauchy’ego,
jesli

v 3 Vo rd(am,a,) < e (11)

e0 MeN mn>M

Tw. W przestrzeni RV cigg jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciaggiem Cauchy’ego.



Dow. =: Zalozmy, ze a, —> ¢. Z definicji ciagu zbieznego (powtoérzonej tu 2 razy):

Y 4 v o d(am,g) < % A d<an79) <

e>0 MeN mn>M

N

7 nieréwnodci trojkata mamy:
€ €
d(an, a) < d(an, 9) + d(am, g) < 5+ 5 =€

czyli otrzymujemy (11), a wiec {a,} jest ciggiem Cauchy’ego.
<: Zalozmy teraz, ze {a,} jest ciagiem Cauchy’ego. Wtedy

Vv 3 v dlam,an) <€
e>0 MeN mn>M
a ze
d(am, ay) > |a¥ —a¥| dla k=1,2,...N

n
to kazdy z ciagow {a*,} jest ciagiem Cauchy’ego. A jak wiemy, jezeli ciag rzeczywisty
jest ciagiem Cauchy’ego, to jest zbiezny. Zatem kazdy z ciagéw {a*,} jest zbiezny; a to
znaczy, ze tez i ciag {a,} jest zbiezny.
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1.3 Zbiory otwarte i domkniete

W przypadku analizy na R!, mieli$my szereg twierdzen, w zalozeniach ktorych bylo,
iz jaki$ zbior jest otwarty badZ domkniety. Dla podzbioréw R! mieliémy sytuacje, gdzie
zbiorem domknietym byt odcinek z konicami (badz skoniczona liczba takich odcinkow), zas
otwartym — odcinek bez koncow (badz skoniczona liczba takich odcinkéw). Dla zbiorow w
RY réwniez definiujemy pojecia otwartosci i domknietosci, ale nie da sie ich bezposrednio
przenies¢ z R! — trzeba je odpowiednio zmodyfikowaé.

1.3.1 Zbiory domkniete

Def. Niech A C RY. Zbiér A nazywamy domknietym, jesli dla dowolnego zbieznego ciggu
elementow z A jego granica tez nalezy do A;
tzn.: A — domkniety <=

{V} (zn € A, x, =5 g) = (g € A).

Przykt. zbiorow domknietych.

1. RV,

2. Zbioér jednoelementowy.

3. Zbior skoniczony.

4. W szczegblnosci — zbiér pusty.

n—oQ

5. Niech {a,} - ciag o wyrazach z RY, a, = g € R". Wtedy zbior {a;,as,...}Ug
jest zbiorem domknietym.



Przykt. Odcinek ]0, 1] nie jest domknicty, bo wszystkie elementy ciggu + naleza do ]0, 1],
a granica 0 nie nalezy do |0, 1].
Def. Niech A C RY. Domknieciem zbioru A (ozn. A) nazywamy zbior:

A = {r € RY : Istnieje ciag {x,} o wyrazach z A t. ze z, —= z}. (12)
Przykt. Domykanie z lewej strony odcinka |0, 1].
Stwierdzenia.
1. ACA

2. Jedli A — domkniety to A = A.
3. A jest zbiorem domknietym oraz A = A.

4. Jedli ciag {x,} dazy do granicy ¢: z, — g i kazdy jego wyraz m, jest granica
ciggu elementoéw zbioru A, to g tez jest granica ciaggu elementow ze zbioru A.

Dow. Punkt z,, jest granicg ciagu elementow ze zbioru A; nazwijmy ten ciag {y, }-
Mamy
Vo3V d(yman) <€

e>0 MeN m>M
a wiec

v 3 d(a,z,) <€

e>0 acA

Wezmy teraz € = % i odpowiednio do tego a,, € A tak, by zachodzito d(a,, z,) < %
Zachodzi:

1
0 < d(an, 9) < d(an, z,) + d(zn, g) < -t d(xy, 9);

prawa strona dazy do zera gdy n — oo (+ wiadomo, za$ d(z,,,g) “— 0 z zalozenia).
Zatem rowniez d(a,,g) — 0, a to znaczy, ze a, — g.
CBDO

Mamy nastepujaca charakteryzacje domkniecia.
Stw.
A={zcR": A K(x,e)NA#0}
€>

(tzn. do domkniecia naleza te punkty x, ze przeciecie kuli o srodku w x i dowolnie matym
promieniu ze zbiorem A jest niepuste). (RYS.)

Dow. Oznaczmy prawa strone rownosci przez B. Jezeli x € B, to biorgc ¢ = %
znajdziemy z, € K(z, )N A. To znaczy, ze x, € A oraz ze d(z,,z) < L, czyli z,, = .

Pokazalismy w ten sposob, ze B C A.

Z drugiej strony, jesli x € A, to w dowolnie malej kuli K(z,¢) o §rodku w x zawarte
sa prawie wszystkie elementy ciagu {z,} o wyrazach z A i granicy z. Spelniony jest
wiec warunek, ze przeciecie tej kuli z A jest zbiorem niepustym, czyli ze x € B. Tak wiec
r€A= 1z € B, czyli AC B.

Oba te warunki znacza, ze A = B.

CBDO



1.3.2 Zbiory otwarte

Def. Niech O C RY oraz x € O. Méwimy, ze x jest punktem wewnetrznym zbioru O (lub,
ze O jest otoczeniem punktu z) jesli istnieje € > 0 takie, ze K(x,¢) C O.

Def. Zbior A nazywamy zbiorem otwartym, jesli kazdy element tego zbioru jest jego
punktem wewnetrznym.

Przykt. zbiorow otwartych:

1. RY, () sg zbiorami otwartymi.

2. K(z,r) (r > 0) jest zbiorem otwartym.
Dow. Chcemy pokazac, ze (RYS.)

W 3 K(y,e) C K(x,r).

yeK (z,r) €>0
Bierzemy ¢ = r — d(z,y) > 0. Dla dowolnego z € K(y, €) mamy:
d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < e+d(y,x) =r
co znaczy, ze z € K(x,r).

CBDO
Stw. Jesli = jest punktem wewnetrznym O i z jest granica ciagu {z,} : * = lim @, to
prawie wszystkie wyrazy ciagu {z,} naleza do O.
I na odwr6t:
Stw. Niech z € RN 1 O C RY. Przypusémy, ze dla dowolnego ciagu {z,} elementow
RY zachodzi:

(lim x, = x) = ( prawie wszystkie wyrazy z,, € O).
n—oo
Wtedy z jest punktem wewnetrznym zbioru O.
Dow. (nie wprost).
Zalozmy, ze x nie jest punktem wewnetrznym zbioru O, tzn.

v K(x,e) ¢ O.

e>0

Bierzemy € = 1. Mamy: K(z,1) ¢ O. Zatem istnieje taki ciag {z,} , ze z, € K(z, )
oraz x, ¢ O. Skoro x, nalezy do kuli K(z, %), to odleglosé miedzy x a x, jest mniejsza
niz promien kuli:.

1
0<d(x,z,) < —,
n

a to znaczy, 7e ciag {x,} jest zbiezny do z: x, —> .

W ten sposob otrzymali$émy sprzecznosé z zatozeniem (znalezliSmy bowiem ciag {x,}
dazacy do z, ktorego wyrazy nie naleza do O), wiec nieprawdziwe jest zaprzeczenie tezy,
czyli prawdziwa jest teza méwiaca, iz = jest punktem wewnetrznym O.

CBDO

Uwaga. Otwartosé i domknieto$é nie s¢ pojeciami przeciwstawnymi! Np. zbior RY jest
zaréwno otwarty jak i domkniety.



Uwaga. Otwartos¢/domknietos¢ zbioru zalezy tez od tego, podzbiorem jakiego zbioru
on jest. Np. jesli rozpatrujemy A =0, 1] jako podzbiér R, to kulami otwartymi w R sa
odcinki (otwarte) i A jest otwarty. Jesli natomiast rozpatrujemy A jako podzbior R?; to
kulami otwartymi w R? sg kota (bez brzegu) i A nie jest juz otwarty, bo zadne kolo o
niezerowym promieniu nie miesci sie w A.

Tw. Niech O c RV i A = RY \ O. Wtedy ma miejsce réwnowazno$é

(O jest otwarty ) <= (A jest domkniety). (13)

n—oo

Dow. = Wezmy zbiezny {z,} o wyrazach nalezacych do A: z,, € A, x, — «x
Chcemy pokazaé, ze x € A.

Przypus¢émy, ze przeciwnie: © ¢ A. Wobec tego x € O (bo A i O sa rozltaczne,
a ich suma to cale RY). Z zalozenia O jest zbiorem otwartym, wiec x jest punktem
wewnetrznym O i (p. poprzednie Stw.) prawie wszystkie wyrazy ciagu {x,} naleza do
O, wiec nie nalezag do A. Otrzymali$my sprzecznosé.

<= Niech x € O. Skoro tak to v € A = A, a wiec istnieje kula K(z,¢) taka, ze
K(z,e)NA =10, a to znaczy, ze K(x,€¢) C O, wiec z jest punktem wewnetrznym O, czyli
O jest otwarty.

CBDO

Whniosek. Niech z € RV, A C RN i O = RV \ A. Wtedy zachodzi jeden i tylko jeden z

wykluczajacych sie warunkow:

1. x jest punktem wewnetrznym zbioru O.
2. x € A

Dow. Trzeba pokazaé, ze nieprawdg jest réwnowaznos¢ obydwu powyzszych warunkow,
tzn: Nieprawda, ze 1. <= 2.

Pokazemy najsampierw ze z zaprzeczenia 1. wynika 2.

Zaprzeczenie zdania: "x jest punktem wewnetrznym O" to jest to samo, co zaprzeczenie

zdania: "3 : K(z,¢) C O", czyli: "V : K(z,¢) ¢ O". To za$ jest réwnowazne zdaniu:
>0 >0

"V K(z,e)NA#D", ato znaczy, ze x jest punktem domkniecia zbioru A, tzn. z € A
e>0

To teraz ze z zaprzeczenia 2. wynika 1.

Skoro x nie nalezy do domkniecia A, to x € O oraz ze 3 : K(z,e)NA =10, a to
e>0

znaczy, ze K(z,¢) C O, tzn. x jest punktem wewnetrznym O.
CBDO
Tw.

1. RV i () sa zbiorami otwartymi.

2. Jesli (On)aca (A — dowolny zbior wskaznikow) jest rodzing zbioréw otwartych, to

U O, tez jest zbiorem otwartym.
acA

3. Jezeli O1, O, sa otwarte, to O; N O, jest otwarty.
Dow.

1. Byto



2. Niech z € U O,. Istnieje wiec o € A takie, ze v € O,,. Poniewaz O,, — otwarty,

acA
wiec istnieje kula o niezerowym promieniu, zawarta w O,,:

3 K(z,€) C 04y C |J Oa,

e>0 aeA

czyli U O, jest zbiorem otwartym.
acA

3. Niech x € O; N Oy, tzn. x € O1 i x € O,. Tak wiec

3 K(z,61) COp 1 Jeyso: K(x,62) C Os.

€1>0

Bierzemy ¢ = min(ey, €2) > 0 i wtedy mamy
K(z,e) C K(x,61) C Oy i K(z,€) C K(x,€63) C O,

zatem K (z,€) C O1NOy, czyli O1N0Os jest zbiorem otwartym. Uwaga. Przez indukcje

dowodpzi sie, ze powyzsza wtasnosé¢ zachodzi dla dowolnej skoriczonej ilosci zbiorow:

Dla dowolnego n € N, jesli Oy, O, ... O, sa otwarte, to rowniez O1 N Oy N ---N O,

jest otwarty. Wtasnosé ta nie jest prawdziwa dla rodzin nieskonczonych: Wezmy np.
o0

rodzing zbioréw otwartych A, =] — L1+ L[ mamy: (] A, = [0,1], co nie jest

n=1
zbiorem otwartym.

CBDO
Uwaga — stw. Kazdy zbiér otwarty O jest suma pewnej rodziny zbioréw otwartych.
Dow. Niech z € O; wobec tego z € O,, gdzie O, jest pewng kula o sSrodku w punkcie
x, taka,ze O, C 0. Mamy nastepujace zawierania:

oc o, co,

zeO

skad wynika, ze U 0, =0.

zeO
CBDO

1.3.3 Niektore dalsze wlasnosci zbioré6w domknietych.

Dopetnienie zbioru, przypomnienie wtasnosci dopetnienia.
Zbiory domkniete maja wlasnosci, powiazane z powyzszymi wlasnos$ciami zbiorow
otwartych:

1. RY, 0 sa zbiorami domknietymi.

2. Jesli Ay, Ay — zbiory domkniete, to A;U Aj tez jest zbiorem domknietym. Z indukeji,
zachodzi to tez dla dowolnej skoriczonej sumy mnogosciowej: Jesli Ay, Ao, ..., A, sa
zbiorami domknietymi, to A; U Ay U --- U A, tez jest zbiorem domknietym dla
dowolnego n.



3. Natomiast przeciecie dowolnej rodziny (skonczonej czy nieskoriczonej) zbiorow domknietych
jest zbiorem domknietym: Jesli {A,}, o € A jest rodzina zbioréw domknietych, to

rowniez U A, tez jest zbiorem domknietym.
acA

Dow.

1. RY jest domkniety, bo RY \ RY = () jest otwarty.
0 jest domkniety, bo RY \ @ = R jest otwarty.

2. Jesli A;, As — domkniete, to A}, A}, — otwarte; zatem (bylo) A} N AL — otwarty, a ze
ATNAY = (A1UAy), wiee (A UAy) — otwarty, a to znaczy ze A; U Ay — domkniety.
Uwaga: Whasnosé ta nie jest stuszna dla sum nieskoniczonych: Jako przyktad wezmy
A, = [£,1]. Kazdy zbior A, jest domkniety, a ich suma | J =]0, 1] nie jest zbiorem

n=1

domknietym.

3. Jesli A, jest domkniety to RY \ A, jest otwarty. Suma dowolnej ilosci zbiorow
otwartych jest otwarta (wlasnos¢ 3. zb. otwartych), wobec tego: |J (RN \ 4,) =

acA
U A, jest otwarty. Ale mamy: A’U B’ = (AN B)' dla dowolnych zbiorow A i B,
acA
!/
(A’ — dopelnienie A, tzn. RN \ A) i réwniez: |J A, = ( N Aa) . A mamy jeszcze
acA acA

/
dla dowolnych zbiorow X,Y: X \ Y = X NY’, zatem ( N Aa) =RV ( N Aa>.
acA acA

Tak wiec RY \ (ﬂ Aa> jest otwarty, zatem ()| A, jest domkniety.
acA acA

CBDO

1.3.4 Zbiory zwarte

Def. Niech K C RY. Méwimy, ze K jest zwarty, jedli z dowolnego ciggu elementéw zbioru
K mozna wybra¢ podciag zbiezny do elementu zbioru K.
Tw. Niech K C RY. Wtedy:

(K jest zwarty ) <= (K jest domkniety i ograniczony ).

Dow. <= Na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa, z dowolnego ciagu ograniczonego
mozna wybra¢ podciag zbiezny. Granica tego ciagu musi by¢ w K, bo K — domkniety.

— Zalozmy, ze K jest zwarty. Bierzemy ciag elementéow z K zbiezny do z € RV,
Granica dowolnego podciagu jest ten sam punkt z. Zatem (z zal. i z definicji zb. zwartego)
x € K. To pokazuje, ze K jest domkniety.

Przypus$émy teraz, ze zbior K nie jest ograniczony. Wtedy istnieje ciag {z,} elementow
zbioru K taki, ze d(0,z,) "= oco. Tak tez jest dla dowolnego podciagu ciggu {x,} . Ale
taki podcigg nie moze by¢ zbiezny.

CBDO

Przykl. 0, 1[C R! nie jest zwarty; R! C R! nie jest zwarty; [0, 1] C R! jest zwarty.
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2  (Odwzorowania

Pojecie odwzorowania pomiedzy dwoma zbiorami byto juz definiowane, ale dawno, wiec nie
od rzeczy bedzie przypomnie¢, ze odwzorowaniem nazywamy sposob przyporzadkowania
(niekoniecznie kazdemu) elementowi x € X elementu y € Y. Zapisujemy to: T : X — Y,
Dalej X bedzie podzbiorem R”, za§ Y podzbiorem RM.

RYS.

Zalozmy, ze mamy jakie§ uktady wspotrzednych w RY i R, tak ze dowolny punkt
x € X ma postac:

r=(27), j=1,2,...,N.

i analogicznie w Y
y=(y5), k=1,2,...,M.

(Tz)* = THa', 22, .., 2Y) k=1,2,..., M
Na odwzorowanie mozemy patrze¢ po prostu jak na uktad M funkcji N zmiennych.
Przykt.
1. R — R3 - krzywa w R3.

2. R?® — R?: Zamiana ukladu wspolrzednych; pole wektorowe.

2.1 Definicja odwzorowania ciaglego i niektére przyklady

Def. Niech X Cc RY, Y C RM, oraz niech bedzie dane odwzorowanie 7 : X — Y.
Mowimy, ze odwzorowanie T' jest ciggle, jesli dla dowolnego ciagu {x,} elementow
zbioru X zbieznego do punktu g € X mamy

T(an) "= T(g). (14)

Uwaga: Przypominajac sobie definicje zbieznosci ciagu widzimy, ze odwzorowanie T' jest
ciagle wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcje T% (k = 1,2,..., M) sa ciagle.
Przyktady odwzorowan ciagtych. Tu: X CRY, Y CRMT: X - Y.

1. Odwzorowanie state: Dla kazdego x € X: T'(x) = yo = const.. RYS.

2. Tu niech N = M. Okreslamy odwzorowanie identycznosciowe wzorem: T'(x) = x; T
czesto tez oznaczamy symbolem [dx.

3. Niech Tu: X CRY, Y CRM, ZCcRForazT : X - Y,S:Y — Z. Oznaczamy:
(SoT)(z)=95(T(x)), czyi SoT : X — Z.
RYS.
Odwzorowanie S o T' nazywamy superpozycjg lub ztozeniem odwzorowan S oraz T

Tw. Jesli S i T sa odwzorowaniami ciagglymi, to S o T" tez jest odwzorowaniem
ciaglym.

Dow. (podobny jak w R'): Niech {z,} bedze ciagiem elementow z X: x, € X
oraz r, —> g € X.

n—oo

Poniewaz T — ciagte, wiec T'(z,) — T(g).

11



Oraz:
Poniewaz X — ciagle, wiec S(T'(x,)) — S(T(g)).

Zatem (S oT)(z,)) = (SoT)(g)).
CBDO

4. +:R? 3 (z,y) — v +y € R (dodawanie liczb rzeczywistych) jest odwzorowaniem
ciagltym.
Dow. Jest to po prostu twierdzenie, ze granica sumy dwoch ciagéw zbieznych jest
suma granic.

CBDO
5. - : R? 3 (z,y) — x -y € R (mnozenie liczb rzeczywistych) jest odwzorowaniem
ciggtym.
Dow. Granica iloczynu dwoch ciggéw zbieznych jest iloczynem granic.
CBDO

6. = (RxR\{0}) > (x,y) — z : y € R (dzielenie liczb rzeczywistych) jest odwzorowaniem
ciggtym.
Dow. Granica ilorazu dwoch ciagéw zbieznych jest ilorazem granic.

CBDO
7. Funkcja dwoch zmiennych co nie jest ciagta:
Flz,y) = =2 poza (0,0) oraz £(0,0) =0
x,Y) = ——— poz raz = 0.
Y y :L’z _|_ y? p ) )
Def. Jesli A C Y, to zbior:
T A ={zecX: T(x)=A} (15)

nazywamy przeciwobrazem zbioru A przy odwzorowaniu 7.

Praykt. T : R? - R, T(z,y) = 2*> +y* T7Y(1) = ..., T7Y(1) = ..., T71(0) = (0,0),
T4 (=1)=0, T7Y([1,2]) = ....

Uwaga. Pojawiajacy sie wyzej symbol T~! nie oznacza, 7ze T jest odwracalne! Powyzszy
zapis nalezy odczytywadé tgcznie.

Def. (*) Niech X C RN, O C X.

Moéwimy, ze O jest otwarty w X, jezeli istnieje zbior otwarty O w RY taki, ze O =
XnO.

RYS.

2.2 Inna charakteryzacja odwzorowarn cigglych

Tw. Niech T': RY — R, Wowczas

T jest ciggte wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobrazy wszystkich zbioréw otwartych w
RM s3 otwarte w RY.

Dow. Przypuéémy, ze T jest ciggte na X = RY. Niech V bedzie zbiorem otwartym w
Y = RM. Trzba pokazaé, ze kazdy punkt zbioru 7-(V) jest jego punktem wewnetrznym.
Zalozmy, ze p € X, T(p) € V. Poniewaz V jest otwarty, wiec istnieje € > 0 takie, zey € V,

12



jesli dy (T'(p),y) < €; a poniewaz T jest ciagle w punkcie p, wiec istnieje 6 > 0 takie, ze
dy (T(z),T(p)) < ¢, jedli dx(z,p) < e. W ten sposob x € T-H(V), jesli tylko dx(z,p) < 0.
W druga strone: Przypusémy, ze ze zbior T-1(V) jest otwarty w X dla dowolnego
zbioru otwartego V w Y. WeZzmy p € X i € > 0; i niech V' bedzie zbiorem wszystkich
y € Y takich, ze dy(y, T(p)) < e. Wtedy V jest otwarty i dlatego T (V) jest otwarty.
Skoro tak, to istnieje § > 0 takie, ze x € T H(V), jesli tylko dx(p,xz) < 4. Ale jesli

reT V), to T(z) € V, poniewaz dy (f(z), f(p)) < e.
CBDO

2.3 Jeszcze inna charakteryzacja odwzorowan ciaglych

Ponizsza charakteryzacja odwzorowan ciagtych jest bezposrednim analogonem charakteryzacji
Cauchy’ego funkcji ciaglej w R, Tw.

(T ciagte na X) <= ( vV Vv 3V (dz,y) <)) =dT(x),T(y)) < e) (16)

zeX €>0 >0 yeX

Dow.
—
Zalozmy, ze teza tw. powyzej jest nieprawdziwa, tzn.

3 3 V 3 (dxy) <d) i d(T(x), T(y)) >e.

zeX €0 >0 yeX

Wybierzmy § = % Istnieje wiec taki ciag {y,} , ze

d(z, yn) <
d(T(x), T(yn)) > € (¥*)
Z (*) wynika, ze y, —> z,

n—oo

natomiast z (**) wynika, ze T(y,) #— T(x), co jest sprzeczne z zalozeniem, ze T jest
ciggte.

—

. n o0
Niech z,,z € X, oraz z,, —> .
Wezmy e > 0. Z zalozenia,

3V (d(z,y) <) = d(T(2),T(y)) < e.

6>0 yeX
Poniewaz z,, — z, to dla prawie wszystkich n zachodzi:
d(x,z,) <6 oraz d(T(z),T(x,)) <€

a ta ostatnia nieréwnos¢ mowi, ze T'(x,) — T(x), a to znaczy, ze T jest ciagle.
CBDO
Tw. (nazwane w notatkach ’sakramentalnym’; na pewno jest FUNDAmentalne).
Niech K C RY - zwarty, oraz niech f : K — R — funkcja ciggla. Wtedy:

1. f jest ograniczona.

13



2. f osiaga swoje kresy, tzn.:

3 YV f(@min) < f(2) < f(Zmaz) (17)

Tmin,Tmaz eK zeK

3. f jest jednostajnie ciagta.
Dow.
1. Przypusémy, ze f nie jest ograniczona. Wtedy istnieje {z,} , =, € K taki, ze
flan) == 00 (o)

Poniewaz K jest zwarty, wiec ciag {x,} posiada podciag zbiezny {y,} : y, — g €
K. Ale f jest ciggla, wiec

fyn) = f(g)

co stanowi sprzecznosé z (e).
CBDO

2. Niech W C R bedzie zbiorem wartosci funkcji f na K: W = {f(z) : € K}. Niech
M bedzie kresem gérnym zbioru wartosci funkcji na K: M = sup W. Kres gorny
nalezy do domkniecia zbioru: M € W. W jest domkniety, wiec istnieje ciag {z,} o
wyrazach z K taki, ze f(z,) —> M. K jest zwarty, wiec domkniety, wiec istnieje
podciag {x,, } ciagu {x,} , ktory to podciag jest zbiezny do granicy nalezacej do
K:

CBDO

3. Przypomnijmy sobie, co to znaczy, ze funkcja od argumentu rzeczywistego jest
jednostajnie ciagla. Dla odwzorowania definicja jest analogiczna:

Def.

(T jednostajnie ciaglte na X) <= ( vV 3V (dxy) <) = dT(z),T(y)) < 6)
e>0 6>0 zyeX
(18)

Teraz
Dow. Przypuséémy, ze f nie jest jednostajnie ciggta, tzn.

3 vV 3 (dz,y) <) == d(T(z),T(y)) > e

e>0 >0 z,yeX

Wezmy 6 = + i ciagi {z,} , {yn} o wyrazach z X takie, ze

3=

d(x, yn) <
(

d(f(wn), f(yn)) > €. (o0)

K jest zwarty, wiec mozna zalozyé¢, 7e , —> Too € K.
Mamy:

n—oo

A(Yn, Too) < d(Yns Tn) + d(Tn, Toe) — 0

14



Mamy wiec: ¥, — Zo; oraz z ciaglosci f:
o ) Y = st ) < <

Ale ostatnia nieréwnosé jest sprzeczna z (ee).
CBDO
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3 Rachunek rézniczkowy

3.1 Pochodne czastkowe, rézniczkowalnos$é funkcji, przyrosty

Niech O C RY bedzie zbiorem otwartym, za$ f : O — R — funkcja ciagla.
Niech x € O. Wypiszmy jawnie sktadowe x:

r= (2% .. 2N, fx) = fa'2? .. 2N).

Wybierzmy teraz k € {1,2,..., N} i traktujmy zmienne 2!, gdzie | # k jako stale.
Rozwazmy granice:

s, fat, a2 xN)_hmf(:)sl,...,:vk_l,:vk+h,:ck+1,...,:1:N)—f(:tl,...,xk,...,xN)
T =

@ h—0 h

(19)
Def. Powyzsza granice nazywamy pochodng czgstkowq funkcji f po zmiennej 2% (liczong
w punkcie z).

Def. Niech O C R¥ bedzie zbiorem otwartym, za$ f : O — R — funkcja ciggla. (Ten
ostatni warunek piszemy tez: f € C(O)).

Moéwimy, ze f jest rozniczkowalna r razy w sposob ciagly, jezeli istnieja wszystkie
pochodne czastkowe az do rzedu r i sa one ciagte.

Uwaga. (terminologiczna) Ten ostatni warunek zapisujemy krocej jako: f € C"(0O),
gdzie przez C"(O) oznaczamy zbior funkcji rozniczkowalnych r razy w sposob ciagly.
Stosujemy tez oznaczenie C*°(O) dla funkcji, ktore posiadaja pochodne ciagte dowolnie
wysokiego rzedu. Funkcje takie nazywamy funkcjami gltadkimi (naleza do nich np. wielomiany).

Tw. Niech O — otwarty podzbior RY, oraz f € C'(O). Niech xy € O, i niech h € RY
— dostatecznie male, tzn. ||h|| < € dla pewnego € — tak, by 2o+ h € O RYS.

Zdefiniujmy r(zo, h) przez:

oo+ h) — fao) = 3 2L (@) + r(aoh).

Wtedy zachodzi:
r(zo, h) h—o
—

Uwaga. Znaczenie tego wzoru: Pozwala on wyznacza¢ przyrost funkcji: Im mniejsze h,
tym lepiej przyrost jest przyblizany przez czeéé liniowa.

Dow. Bedzie dla (najwazniejszego w zastosowaniach) przypadku N = 3; dla dowolnego
N jest analogiczny.

(20)

f(zo+h) = flx0) = flwg + h', g+ h?, a5 + h*) — f(wg, x5, wp) =
flxg+nY o+ 2 xd + ) — f(ah, x5 + A% 25 +h%) 1
+f(zg, xa + R o3 + ) — f(ag, x5, 20 + h?) I
+f (g, 22, 28+ h3) — f(af, 22, 23) II1

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej dla funkcji jednej zmiennej mamy

0
111 = @f(w(l)wrgayg)hgv

16



gdzie y* — punkt pomiedzy =3 a xj + h?;

0
IT = — f(xg, 4%, a5+ B°)W?, y? €lag, af + B°[;

02
0
I= @f(yl7x8+h27mg+h3)hl7 y2 G]x(l)ax(l)—'—hl[
Tak wiec
of of of

r(zo, h) = f(wo + h) — f(x0) — @(Sﬁo)hl - @(%)h2 - @(xo)h?’

0 0 |
= | 4 a4 ) = et o)
+ if(:ic1 y? o+ h3) — if(:B1 z2 x3) h?

o2 0 » 0 o2 050> 0 ]

[ L swa) - L e
O3 0> 0 O3 05070 ]

Sktadowe wektora h szacuja sie przez:

|*]
— < L.
[1A]]
Ponadto, jezeli h — 0, to:
y'—ats oyt ot gt —ad

Poniewaz pochodne czastkowe sa ciagte, to roznice w (21) daza do zera i mamy

’l“(fo7 h) M 0
||A]|

CBDO

3.2 Pochodna funkcji zlozonej
Usystematyzujmy oznaczenia, przydajac im, jesli trzeba, dodatkowe jeszcze wyjasnienia:
1. h = Az — przyrost zmiennej (-ych);

2. f(x+h)— f(x) =Af — przyrost funkceji;

Noof K . N
3. o (xo)h"™ = df — rézniczka funkcji;

4. r — reszta.

Pamietajmy, ze wszystkie powyzsze obiekty: Ax, Af, df, r sa funkcjami od = i h.
Mamy tez:
Af=df +r;
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im mniejsze h, tym mniejsze r i w wielu zastosowaniach fizycznych na ogét przyjmuje sie,
ze dla malych h, r jest zaniedbywalny.

Tw. (Prototyp twierdzenia o pochodnej odwzorowania ztozonego) Niech g : U — O, gdzie
UCR,OCRY oraz f: O — R. (Piszac jawnie argumenty, mamy: f(y', 92, ..., y")
oraz g(z) = g'(x),¢*(x),...,g"(x)). Niech k = fog, tzn. k(x) = f(g(z)) lub, piszac
bardziej jawnie, ale tez bardziej rozwlekle argumenty: k(x) = f(g'(x), ¢*(x), ..., g~ (x)).

Jezeli f € C1(0),g € C'(U), to k € C(U) oraz

) =3 o)L ). 22

=1

Dow. Liczymy iloraz réznicowy:

k(e +h) — k) _ flgle+ ) = flga) _
h h

(tu h € R). Oznaczmy: Ay = g(x + h) — g(x) (tzn. Ay’ = ¢g'(z + h) — ¢'(z)).

@) + Ay)) = flg(x)) _ Eils 5 (9(2) Ay + r(g(x), Ay)

.- h h

9 i
PR aJi (9(x)AY"  r(g(z), Ay)
= +
h h
Pierwszy wyraz w powyzszym wyrazeniu (23) to jest to co trzeba, poniewaz

Ay' g (x+h)—g'(x) o 09’
— — —(x)
h h ox
Natomiast drugi wyraz w wyrazeniu (23) okazuje sie ,ze dazy do 0 gdy h — 0. Bowiem,
gdy Ay = 0, to w = (0. Natomiast gdy Ay # 0, to mamy:

r(g(x), Ay)  r(g(x), Ay) ||Ayl]

e [lAyl h

W pierwszym czynniku mamy: Ay P29 i co za tym idzie, caly wyraz tez dazy do zera (z

whasnosci reszty). Drugi czynnik, tzn. iloraz ”A—hy", spetnia:
1801 _ |3y 1y [jds
h h dz

CBDO
Bedziemy dalej potrzebowaé¢ dwu prostych faktow dotyczacych normy i odlegtodci.
Stw. Norma jest funkcja ciagla swoich argumentow (tzn. sktadowych wektora).
Dow. Przyjrzyjmy sie wyrazeniu na norme wektora x:

2]l = @2 + (@) + - + (V)
1 mamy:

1. podnoszenie do kwadratu jest funkcja ciagla,
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2. sumowanie jest funkcja ciagla,

3. pierwiastek jest funkcja ciagla.
Stw. Odlegtoéé jest funkejy ciagla, tzn. jezeli x, —> z, y, — ¥, to

(w0, yn) — d(z,y). (24)
Dow. Najsampierw pokazemy nastepujaca nierownos$c¢ czworoboku:
d(z,u) < d(z,y) +d(y, 2) + d(z,u);
bowiem, piszac dwukrotnie nieréwnos¢ trojkata, mamy:
d(z,u) < d(x, z) +d(z,u) < d(z, 2) + d(z,y) + d(y, u)

(szkoda tu pisa¢ CBDO) i teraz, korzystajac dwukrotnie z nieréwnosci czworoboku:

A( &, Yn) < d(n, 2) + d(2,y) + d(y, yn) = d(@n, yn) — d(2,y) < d(2n, ©) + d(y, yn);

d(xa y) < d(x7xn) + d(xmyn) + d(yna y) = d(x,y) - d(xmyn) < d(:L’, xn) + d(ymy)§

czyli mamy
0 <[d(z,y) = d(xn, yn)| < d(z,20) + d(yn, y);

Prawa strona powyzszej nierownosci z zalozenia dazy do zera, a z tego wynika (24).
CBDO

3.3 Rownosé drugich pochodnych mieszanych

Tw. (o réwnosci drugich pochodnych mieszanych). Niech O C R? — zbiér otwarty. Niech
f:0—=R, feC?*0O). Wtedy:

g of 0 Of
Oxl dx2  Ox2 dx!

(25)

Dow. Najsampierw oznaczmy x zamiast z' oraz y zamiast 2.
Oznaczmy:

oraz
w:f(x+h,y+k)—f(x—i—h,y)—f(x,y—i—k:)—i—f(l‘,y)

Ustalmy teraz x i h i zdefiniujmy

o(y) = f(x + h,y) — f(z,y)

Mozemy wyrazi¢ w przez ¢:

w=¢(y+k)—oy) =¢E) -k

gdzie & €|y, y + k[; jest to wniosek z tw. Lagrange’a o wartosci sredniej. Mamy dalej

0 0
5(E) -k = a§<x+h,5>—a§<x,5>

8 af

= %@(U75)'h'k
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gdzie n €],z + h[; w ostatnim kroku znow skorzystaliémy z tw. Lagrange’a o wartosci
Sredniej.
Zdefiniujmy teraz

i podobnie jak wyzej, mozemy wyrazi¢ w przez ¢. Mamy:

w=1(x+h) =) =y(7) -h==n
(tu 7 €]z, x + h[; znow skorzystalismy z tw. Lagrange’a) i dalej

0 0 -
o= Liyen Lo = 2 G8 n

gdzie £ €]y, y + k.
W powyzszych wyrazeniach liczyliémy te sama wielkoS¢ w na dwa r6zne sposoby.
Mamy wiec:

9 af

=g gy 8 Bk =g o .6 hk

Jesli teraz h — 0, to wtedy & — y, n — x, oraz é — y, N — x, zatem otrzymujemy
rownos$é pochodnych czastkowych mieszanych w punkcie (z,y).
CBDO
Przykt.: Nie mozna opudci¢ zatozen o cigglosci; Nierownos¢ pochodnych mieszanych
gdy f nie jest kl. C? .

3.4 Wyzsze pochodne

Notacja pochodnych czgstkowych. Mowiac o pochodnej czastkowej trzeba podac nie tylko
jej rzad (ilosé rozniczkowan), ale tez powiedzie¢, po jakich zmiennych sie rézniczkuje.
Ogodlnie pochodna r-tego rzedu funkcji N zmiennych ma postac:

0*f  O*f  O*f
ox?’ Oxdy  0Oy?’

o f
(Ox1)1 (Ox2)r> ... (OaxN )’

i tak wszystkie drugie pochodne funkcji dwéch zmiennych sa

gdzie r=r;+ry+ - +ry;

0*f  O*f  O*f
ox?’ Oxdy  0Oy?’

pochodne trzeciego rzedu:

a&f a3f an an
0x3’  0x20y’  0x0y?’  Oy3’

itd.
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3.5 Robzniczkowalnosé odwzorowan

Powyzsze uwagi dotyczyly funkcji N zmiennych. Gdy mamy odwzorowania, rozniczkowalnosé
tychze definiujemy analogicznie:

Niech T odwzorowuje @ C RY na id ¢ RM, O i U sy otwarte. RYS.; niech z € O,
yeu.

Niech y = T'(x). Wypiszmy te rownosé jawnie w sktadowych:

Yy =T 222N, k=1,2,..., M.

Def. Mowimy, ze T jest klasy O, jezeli wszystkie funkcje T € C™(0O).

Mozna wypisywa¢ wszystkie pochodne czastkowe rzedu r dla odwzorowania — wzory
sa podobne jak na pochodna funkcji, tylko nieco bardziej skomplikowane. Bedziemy je
wypisywaé, gdy bedzie to potrzebne, a na razie wypiszmy jawnie pierwszg pochodna
odwzorowania:

T aT! a1
(T () ST o
(T?(x))’ oL & . I
T/($) _ ) _ Oxl Ox? oxN (26)
M. ! 8T.M aT.M T oTM
(T <x)) Ox! Oz2 T oz N

%

oxd

tzn. na skrzyzowaniu i-tego wiersza i j-tej kolumny mamy pochodna . Pamietajmy,
i
N

ze kazda z pochodnych jest funkcja N zmiennych 2, ... 2%,

J
Oznaczenia & terminaoxlogia: Pochodng odwzorowania (26) oznacza si¢ tez czasem DT
Taka tablica liczb, jak pamictamy z czesci algebraicznej wyktadu, nazywa sie macierzqg;
w tym konkretnym przypadku mamy macierz pochodnej odwzorowania albo macierz
Jacobiego.
Przykt. Macierz Jacobiego zamiany wspohrzednych kartezjanskich na biegunowe.

3.6 Pochodna odwzorowania zlozonego

Niech: X c RV, Y c RM, Z c Rforaz S : X — Y, T :Y — Z. Pamietamy, ze
superpozycjq (ztozeniem odwzorowan S i T nazywamy odwzorowanie T'o S : X — Z,
okreslone jako: (T'o S)(x) = T(S(x)).

RYS.

Pamietamy tez twierdzenie, ze jesli S i T" sa odwzorowaniami cigglymi, to 7' o S tez
jest odwzorowaniem ciagtym.

Wyprowadzilismy niedawno wzor (22) na pochodng odwzorowania ztozonego w przypadku,
gdy X bylo podzbiorem R, Y podzbiorem R", oraz Z C R:

RYS.
T k
Zastosujmy teraz ten wzor w przypadku, gdy mamy pochodna é?(aolS)(x)
x

RYS.

Mamy:
(T o S)* OTH(SY (2t 22, ..., aN), S2(at, 22, ... 2N), ..., SM (2t 2%, ... 2))
g @)= 5 (z)
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oT* oSt oT* 052 oT* oSsM
= S (5@ @)+ S (S@) - @) 4ot () - G (e)

=3 S (S() - G (27)
(T o S)*

To byta konkretna sktadowa (x). Dla calej macierzy Jacobiego mozna wypisaé

7!
wzor, przypominajacy jako zywo pochodna funkcji zlozonej — ale aby go prawidlowo

rozczytac, trzeba pamietac, co oznaczaja poszczegdlne symbole:
(T'0 8)'(x) = T"(S(x)) - S'(x)

gdzie kropka oznacza mnozenie macierzy pochodnych.

Jesli zarowno S jak i T' sg odwzorowaniami rozniczkowalnymi klasy C*, to i ich zlozenie
tez jest odwzorowaniem roézniczkowalnym klasy C*. Wynika to od razu z faktu, ze sumy i
iloczyny odwzorowan rézniczkowalnych typu (22) tez sa rozniczkowalne, a we wzorze (27)
sa tylko sumy i iloczyny takich wyrazen.

Analogicznie sie argumentuje pokazujac, ze jesli S oraz T' sa odwzorowaniami r6zniczkowalnymi
klasy C7, to i ich ztozenie tez jest odwzorowaniem rézniczkowalnym klasy C”.

Powyzsze mozna podsumowaé w twierdzeniu:

Tw. Jesli S1 T sa odwzorowaniami klasy C”, to réwniez ich ztozenie T o S jest klasy
C". Pierwsza pochodna odwzorowania ztozonego dana jest wzorem

(T05)(x) =T'(S(x)) - 5'() (28)
or, in more explicit manner,
AToS)k  HLor* 087
T(x) = ; aiyj(s(x)) : %(fl (29)

Praykt. S - R?2 3> (r,¢) — (z = rcos¢,y = rsing) € R2 T : R? 5 (x,y) — (u =
exp(r +y),v = exp(x — y) € R% Policzymy pochodna wprost oraz jako iloczyn macierzy
pochodnych S'iT.
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