1 Calki nieoznaczone: calkowanie jako operacja (pra-
wie) odwrotna do rézniczkowania

1.1 Podstawowe definicje

Def. Funkcje F nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f, okreslonej w przedziale otwartym
P (skonczonym lub nieskoriczonym), jesli F”'(x) = f(z) dla kazdego x € P.

Przyktady. Funkcja sin z jest funkcja pierwotna funkceji cos z, bo (sinx)" = cos x. Row-
niez funkcja sinx 4+ C, gdzie C' jest dowolng stala, jest funkcja pierwotna funkcji cosz.
Funkcja pierwotna dla e” jest ta sama funkcja e®.

Jesli funkcja f jest okreslona w przedziale domknietym a < x < b, to funkcje F
nazywamy jej funkcja pierwotna, jesli F'(x) = f(x) dla a < x < b oraz zachodzi: F' (a) =
fla) i F7.(b) = f(b).

Tw. Jesli dwie funkcje F' i G sa funkcjami pierwotnymi funkcji f w przedziale P
(otwartym lub domknietym), to te dwie funkcje réznia sie miedzy soba o stala.

Dow. Poniewaz zachodzi: F'(x) = G'(z), to — na mocy twierdzenia ktére byto przy
pochodnych (wniosek z wz. Lagrange’a o wart. sredniej) — funkcje te roznia sie o stata:
F(z) =G(z)+C.

I odwrotnie, funkcja, ktora powstaje przez dodanie statej do funkcji pierwotnej funkcji
f, jest tez funkcja pierwotna funkcji f.

Tak wiec wyrazenie: F(z) + C jest ogolna postacia funkcji pierwotnej funkcji f.

CBDO

To ostatnie wyrazenie oznaczamy symbolem

| fla)da.

czytamy: "catka f(x) po dz" i nazywamy je catkq nieoznaczong funkcji f. Mamy wiec:

/ flo)de = F(z) + C, gdzie F'(z) = f(x), (1)
d
= [ f@ydz = f(a). 2
dzgcx)d:c =F(z)+c. (3)

Znajdowanie caltki nieoznaczonej danej funkcji f lub — innymi stowy — znajdowanie funkcji
pierwotnej funkcji f nazywamy catkowaniem funkcji f. Calkowanie jest wiec procesem
(prawie) odwrotnym ! do rézniczkowania.

1.2 Funkcje pierwotne funkcji elementarnych

Jak wynika z samej definicji catki nieoznaczonej, kazdy wzoér na pochodna jakiejs funkeji
daje automatycznie wzor na catke funkcji otrzymanej po zrézniczkowaniu. Mamy np.: Z
wzoru

(sinz)" = cosx

Dlaczego prawie? Otoz jesli wezmiemy jaka$ funkcje f, scalkujemy ja, a nastepnie zrézniczkujemy —
to otrzymamy te sama funkcje f. Natomiast jesli najpierw funkcje f zrézniczkujemy, a potem scatkujemy,
to otrzymamy funkcje f plus dowolna stata — wiec co$ bardzo podobnego, ale jednak nie to samo.
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otrzymujemy
/cos xdr =sinz + C.

Ze znanych wzoréw na pochodne otrzymujemy nastepujgce wzory na funkcje pierwot-

ne:

/de: C,

/adw:ax—i—C,
n 1 n+1
/xdxzix +C, neN,
n+1
/cosa:d:c:sinx—i-C’,

/sinxd:p = —cosx + C,

1
/ de =tgx + C;

cos? x

1
/,2 de = —ctga + C,
sin”

/e”’cda::eerC

d
/—len|x|+C’,
T

/ dr__ inz 4+ C
————dx = arcsinzx ,
V1—22
d
1 +m$2dx =arctgx + C,
1
/x“dx:a_i_lx““—i-C, a€R, a#-1

1.3 Ogoblne wzory na caltkowanie

Zalozmy, ze funkcje f i g sa ciagle. Zachodza wowczas nastepujgce wzory.

Tw.
/(f(:v)—i—g(m))dx:/f(x)dx—l—/g(x)dx.

Dow. Mamy bowiem

ddx (/ f(x)dz + /g(az)dx) = f(z) + g(z).

/af(a:)dx = a/f(:c)dx, gdzie a — stala.

di <a/f(a:)dx> = addw/f(i'f)dl’ =af(z).

CBDO



Tw. : (Wzér na catkowanie przez czesci:) Dla f, g takich, ze f’, ¢’ sa ciagle zachodzi

[ f@)g @dz = fa)g@) — [ f(@)gla)de
Dow. Zrozniczkujmy obie strony powyzszej rownosci. Mamy:
f(@)g'(x) = fl(x)g(x) + f(2)g'(z) = ['(x)g(x).

CBDO
Przykt.

/xexd:c = /:c(ex)’d:c = ze” — /x’exdx = xe” — /exd:c = ze” —¢”.
Przykt.
1
/lnxdx = /x'lnxda: =xlnz — m/(lnm)’dx =zlnz — x/m—dw =zlnz—z+C.
T

Tw. (wzor na catkowanie przez podstawienie, lub na zamiane zmiennych w catce):

/g(f( ))df( do = /g )dy

Uwaga. Krocej ten wzor mozemy zapisaé, oznaczajac y = f(z) 1 z = g(y). Wtedy mamy:

y=f(z)

Dow. Dowdd opiera sie na odwrdceniu wzoru na rézniczkowanie funkeji ztozonej. Oznacz-

my G(y) = [ g(y)dy. Mamy:
[G(f(x)) = G'(f(x))- f'(x) = g(f(x))- f'(x);

biorac teraz funkcje pierwotng od obu stron, mamy

[otf@) - fa)de = [[GU)] da = G(f(x) = G,y = [ 9wy

y=f(x)
CBDO
Przykt.
1
/g(am)dx = —/g(y)dy, gdzie y = ax.
a
Przykt.
/f(x +a)dx = /f(y)dy, gdzie y =z + a.
Przykt. Obliczmy caltke:
d
1ra2 "
Zrobimy to za pomoca podstawienia y = 2. Mamy:
x 1 dy 1 1
= 2% wdr = 5d = - In(1 = ~In(1 +2?).
[ dr = lv=stade =l = 5 [ 77 = 501 +y) = (1 +0?)

3



Przykt. W nastepujacej calce podstawimy x = sint, zakladajac, ze t € [-F, 7]:
/\/ 1 — 22dz = || 2 = sint,dz = costdt|| = /COS2 tdt;

te catke liczymy calkujac przez czedci:

/COS2 tdt = /(Sin t) costdt = sintcost — /sint(cos t)'dt = sintcost + /sin2 tdt

=sgintcost + /dt — /cos2 tdt,
skad mamy

1 1
/\/1 — 22dx = /0082 tdt = §(sintcost +1t) = §($\/1 — 22 + arcsin x).

Uwaga. Poprawnosé¢ catkowania mozemy sprawdzi¢, rozniczkujac wynik; po zrobieniu
tego powinnismy otrzymacé funkcje podcatkows.

Uwaga. Funkcjg elementarng nazywamy funkcje wymierna, trygonometryczng, wy-
ktadnicza, lub jedna z odwrotnosci tychze. Rozpatrzmy teraz zbior funkcji, powstatych z
elementarnych przez branie ich sumy, iloczynu, ilorazu, ztozenia albo kombinacji tychze.
Pochodna kazdej z tych funkcji mozna znalezé, postugujac si¢ wzorami na pochodna su-
my, iloczynu, ilorazu badz ztozenia funkcji. Z catkami jest inaczej: Gdy musimy znalezé
funkcje pierwotna funkcji z powyzszej klasy, to taka pochodna moze si¢ juz nie daé¢ wy-
razi¢ przez funkcje elementarne. Tak jest np. z calkami: [ e *"dz czy [ V1 + k2 sin® zdz,
k* # 1.

Podkreslmy, ze obie te funkcje pierwotne istniejg — zgodnie z powyzszym twierdzeniem,
ze kazda funkcja ciagta posiada funkcje pierwotna. Powyzsze funkcje pierwotne istnieja,
tyle ze sie nie wyrazaja przez funkcje elementarne: Pierwsza catka to tzw. funkcja btedu,
a druga to catka eliptyczna.

Tak wiec nie dla kazdej funkcji da sie funkcje pierwotna wyrazi¢ przez funkcje elemen-
tarne. W pozostalej czesci tego rozdziatu bedziemy rozwazac te klasy funkeji, dla ktorych
da sie to zrobic.

1.4 Rekurencyjne metody obliczania calek

Zalozmy, ze mamy jakis ciag funkcji {f.(x)} i ze chcemy obliczyé¢ catki I,, = [ f,(z)dz
Metoda rekurencyjna polega na obliczeniu caltki dla n = 1 (lub n = 0) i na umiejetnosci
sprowadzenia liczenia n—tej catki do catki o numerze n — 1 (lub wczesniejszej).

To byl ogdlny (tak ogolny, ze ogdlnikowy) przepis; przyjrzyjmy sie, jak to sie przekltada
na praktyke.

Przykt. Obliczy¢ catke

I, = /e’mx”dx.
We wzorze na I, wykonajmy catkowanie przez cze$ci w nastepujacy sposob:
I,= /e’”‘“:z:"da: = /(—)(e’”)’x”dx = —¢ "a" — (—)/e’mnxnfldx = —e ‘" +nl,_q;
aby sfinalizowaé liczenie caltki, potrzebujemy jeszcze wyrazenia na I:

Iy = /e‘xdx = —e 7.
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Ostatecznie wiec

I,=—e“2"+nl,_; = —e 2" —ne 2" ' —nn -1, =...
L ) 1'2 "
= —e “[2"+na" +nn—1)2" "4 +nlz]+ Iy = —nle”™ [ 1+ 2+ o oot = | +C
! n!

Przykt. Wezmy teraz:

I = /dff
(14 22)

dx
I :/1—1—952 = arctg x.

Mamy:

Teraz policzmy:

7'dx x 1 ' T 2x
e e (<1+>) e = ) [ o

T 2?4+1-1 T
(1+x2)n+ n (1 + 22)n 1 x (1+x2)n+ n Ndpy1
skad mamy
2n—1 1 T

ly,yyw=—1+————. 16
1 2n + 2n (1 4 x2)» (16)

1.5 Calki z funkcji wymiernych

Nazywamy w ten sposob catke, gdzie funkcja podcatkowa jest funkcja wymierna:

gdzie P(z),Q(z) — wielomiany.

Liczenie catki wykonujemy w kilku krokach.

Bedziemy zaktadac, ze stopien licznika jest nizszy od stopnia mianownika. Gdyby tak
nie byto, to

. wykonujemy dzielenie wielomiandw (z resztq) i mozemy zapisac:
P(z) = w(z) - Q(x) + r(z),
gdzie w(z) — wynik dzielenia, a r(x) — reszta, przy czym degr < deg@. Mamy w

ten sposob:
P(x) r(z)
Q() Q(z)’
r(x)

gdzie w(z) jest wielomianem, ktéry umiemy scatkowaé, zas w 0] stopien licznika
jest mniejszy od stopnia mianownika — tak jak dalej potrzeba.

= w(x) +



I1. Rozktadamy mianownik na czynniki. Niedhugo poznamy twierdzenie z algebry, ktore
mowi, ze:
Tw. Dowolny wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych rozktada sie¢ na czynniki
stopnia co najwyzej drugiego, tzn. postaci: x — a (czynniki liniowe) oraz x2 + bx + ¢
(kwadratowe), dla ktorych A < 0.
Uwaga. Liczba a z czynnika liniowego jest pierwiastkiem wielomianu; z tw. Bézout
mamy, ze jezeli a jest pierwiastkiem wielomianu Q(z), to wielomian Q(r) dzieli sig
przez x — a bez reszty, tzn. mozna zapisaé¢: Q(x) = Q(z)(x — a), gdzie Q(z) jest
wielomianem stopnia o 1 nizszego niz @)(x). Oraz doktadniej: Jesli a jest k—krotnym
pierwiastkiem wielomianu Q(x), to wielomian Q(x) dzieli sie przez (z—a)* bez resaty,
tzn. mozna zapisa¢: Q(z) = Q(z)(x — a)¥, gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia o k
nizszego niz Q(x).
Dla tréjmianéw kwadratowych nierozktadalnych jest podobnie, ale zaglebienie si¢ w

temat wymaga znajomosci liczb zespolonych, wiec odkladamy to do czasu, gdy sie
7 nimi zaznajomimy.

III. Trzecim krokiem jest rozktad na utamki proste.
Def. Utamkiem prostym nazywamy wyrazenie postaci
A Cx+D
(z —a)k (@ —a)? + 52’
gdzie A,a;C, D, a, € R.

Uwaga: W mianowniku ostatniego wyrazenia wystepuje posta¢ kanoniczna tréjmian
kwadratowego, ktory nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

I teraz!!

IV. Tw. Funkcja wymierna P(z)/Q(z) jest suma ulamkéw prostych, ktorych mianow-
niki sa czynnikami wielomianu Q(z).

Tw. (o rozkladzie na utamki proste): Kazda funkcja wymierna: %, gdzie deg P <
deg (), daje sie zapisac¢ jako suma utamkoéw prostych, ktorych mianowniki sa czynnikami
wielomianu Q(z). Doktadniej: Jezeli w rozkladzie Q(z) na czynniki pojawia sie wyrazenie

(z — a)*, to wérod utamkéw prostych znajduja sie wyrazy:

Al AQ Ak:

r—a (x—a)? (a:—a)k;

jezeli za$ w rozkladzie Q(z) na czynniki pojawia sie ((z — )2 + 3*)™, to wéréd utamkow
prostych znajda sie wyrazy:

Cl$+D1 0233—|—D2 me—i-Dm
o=+ (w—al+ P (o= e+ )

Wyznaczenie konkretnych wartoéci wspotezynnikéw stojacych przy utamkach prostych

odbywa sie przez poréwnanie obu postaci funkcji wymiernej: Postaci wyjsciowej: f(z) =

ggg, oraz otrzymanej z rozktadu na utamki proste.?

2Gdy wszystkie utamki proste sa odwrotnosciami wielomianéw pierwszego stopnia, to wspotczynniki
mozna wyznaczy¢ znacznie proscie;j.



"Jak to dziala", zobaczmy na przyktadach.

Przykt. Roztozmy na utamki proste funkcje wymierna

z—1
_ 17
@) = o) (1)
Zgodnie z powyzszym twierdzeniem, rozktad na utamki proste bedzie mial postaé:
z—1 A n B n C
(x-2)2z-3) 2-2 (xz-2)2 =2-3
Wspélezynniki A, B, C' wyznaczamy, sprowadzajac prawa strone do wspolnego mianownika. Mamy:
x—1 Az —2)(z—3)+ B(z — 3) 4+ C(z — 2)?
(x —2)2(x—3) (x —2)%(x —3)
_ (A+ )2+ (-5A+ B — 4C)z + (6A — 3B 4 40)
B (z —2)*(z - 3) ’
co daje réwnania:
A+C=0; -5A+B—-4C=1; 6A—-3B+4C = -1.
Rozwiazanie tego ukladu réwnain daje:
A=-2, B=-1, C=2
Przykt. Wezmy teraz: f(x) = % Rozktad na utamki proste ma postacé:
2% +2 13 A B c D E
flay= s = A S T (18)

(x=2)(224+1)2 =z-2 2241 (2241)*

Wspoétcezynniki A, B, C, D, E wyznaczamy z poréwnania obu stron po sprowadzeniu prawej do wspolnego
mianownika, co daje:

207 4+ 22+ 13 = A(z® +1)* + (Bx + O)(x — 2)(2® + 1) + (Dz + E)(z — 2)
skad otrzymujemy ukltad réwnan na wspotczynniki:
wsp. przy x: A+B=0
wsp. przy 2°: —2B+C =0
wsp. przy x2: 24+ B—20+D =2
wsp. przy x': —2B+C —2D+E =2
wsp. przy a2 : A—2C —2E =13.

Rozwiazujac ten uklad réwnan, dostajemy:
A=1,B=-1,C=-2,D=-3, E=-4
co daje rozktad na utamki proste:

222 4+ 22 + 13 1 x+2 3x+4

f(aj):(x72)(x2+1)2:fo_sc2+1_(x2+1)2' (19)

Twierdzenie o rozktadzie na utamki proste sprowadza catkowanie funkcji wymiernej do
catkowania utamkow prostych. Zobaczymy zaraz, jak oblicza¢ funkcje pierwotne z takich
utamkow prostych.

1. Zacznijmy od utamkoéw prostych postaci ﬁ. Podstawiajac y = x — a, mamy

/ Adz _A/dy_ Aln(z —a) dla k=1,
(r—a)F gk ﬁ-i(x_;)k,l dla k> 1.



2. Gdy mamy utamek prosty: Q CotD to calka nieoznaczona z tego wyrazenia

((z—a)2+p2)m "
sprowadza sie do obliczenia dwoch catek:

dx (r — a)dx
/ (x—ap+pm " / (x — ) + 32"

2.1. Przy pierwszej calce podstawiamy y = = — « i1 otrzymujemy catke f(yb‘:%,

w ktorej z kolei podstawiamy y = 3z i po tym podstawieniu dostajemy catke
J (2217?),”. Dla m = 1 funkcja pierwotng jest arctg z, zas dla m > 1 wyprowa-

dzilismy juz na te catke wzor rekurencyjny (16).

2.2. Przy calce drugiego typu, podstawiamy: y = (z —«)?. Mamy: dy = 2(z — a)dz,
skad otrzymujemy:

/ (x —a)dz / ~ sIn((z — )+ 47 dla m=1,
(w—a2+p)m  2) (y+ 52 | ey e dla k> 1
Tymi to sposobami zawsze mozemy obliczy¢ catke z funkcji wymiernej. (Oczywiscie, jesli
znamy pierwiastki mianownika Q(z)).

Obliczmy teraz dla naprzykladu calki z f. wymiernych (17) i (18).
Przykt. (17), cd:

/(x—;:);(olc—?»)dx:_/wd—%_2/(md—x2>2+2/mdfs

2
=—Injz—2|+Injz -3+ —+C.
T —2

Przykt. (18), cd:

/ 222 + 22 + 13 o — / dv / (x+2)dz / (3x +4)dx
(z—-2)(x2+1)2" [ -2 z?2+1 (22 +1)2
_ / dx / rdx 2/ dx 3/ xdx 4/ dx
) -2 2 +1 2 +1 (x241)2 (x24+1)2

1 3 1 dx

Ostatnia catke liczymy wykorzystujac wzor rekurencyjny (16); dla n = 2 mamy:

7 dx 1 T +1I 1 x +1 ¢
_ - . L == arctg x.
27 A+a)2 T2 1122 T2 T2 T2 T 2MO8
Ostatecznie ) ( 2
222 + 2z + 13 1 3—4dz 1. (2-2
S =t | — darctgz + C.
/($—2)(x2+1)2x 2 @l 2Ny eerT

Uwaga. Analizujac metode catkowania funkcji wymiernych widzimy, ze catka z funkcji
wymiernej jest postaci:
R(z) + AlnU(z) + Barctg V(x),

gdzie A, B — stale, zas R(z),U(x), V(z) sa funkcjami wymiernymi.



1.6 Calki z funkcji wymiernych od funkcji trygonometrycznych

Niech R(u,v) oznacza funkcje trygonometryczna dwoch zmiennych u, v. Rozwazmy caltke:
/ R(sinz, cos x)dx.

Okazuje sie, ze calke tego typu mozna sprowadzi¢ do catki z funkcji wymiernej poprzez
podstawienie trygonometryczne.

Podstawieniem, ktore dziata zawsze (aczkolwiek czesto nie jest sposobem optymalnym
ze wzgledu na ilo§¢ rachunkéw) jest podstawienie uniwersalne: t = tg 3. Musimy wyrazié
sinx, cos x,dx przez t. Mamy:

2% 2'/17_ 2 X _ . 2.1‘_ 1
s g heosty =1 skad g §+1_cos2%’ codaje o8y =11
Mamy dalej
_ 2 T _ 2 1
cosT = 2cos 5—1—m— =13e
Ponadto: ,
.2 2 X t
Sin” - =1—-cos” — = ——
sin” 5 573 T
co daje
. . T 2t
sinx = 2sin —cos — = ——.
2 2 142

Wreszcie, z rownosci: © = 2arctg ¢t mamy
dz 2

dt 1+
Ostatecznie mamy wszystko co jest potrzebne do podstawienia:

, 2t 1—t? 2
sint = ——, cosr=-——, dr=-——-dt.
1+ t2 1+ ¢2 1+ ¢2
Przykt.
d 1+t 2 dt
—7:/ = S dtz/:1n|t|zln‘tgx‘.
sin 2t 1412 t 2

Uwaga. Powyzsze podstawienie uniwersalne dziata zawsze. Prowadzi jednak czesto do
funkcji wymiernej o duzych stopniach licznika i mianownika. Z tego wzgledu nalezy je
stosowaé tylko w ostatecznosci, jesli inne podstawienia trygonometryczne nie dadza sie
zastosowac. Te inne podstawienia to:

t=sinx, t=cosx t=tguw.

[stnieja przepisy, kiedy takie podstawienia stosowaé¢. Nie bedziemy ich tu wypisywaé (za-
interesowany Czytelnik znajdzie je np. w ksiazce Fichtenholza, t. II).

. . ax+p
1.7 Calki z wyrazen typu R(«x, ’ya:+5)

JJox+ 3
/R(:r;, \/ yT + 6)dx’

Rozpatrzmy teraz catki postaci



(zakladamy tu, ze a“ﬁ # const, bo inaczej problem bylby trywialny), gdzie R(u,v) jest

funkcja wymierng sw01ch argumentow. Okazuje sie, ze takie catki mozna sprowadzi¢ do
calek z funkcji wymiernych. Realizuje sie to za pomoca nastepujacego podstawienia:

ax + 3 ., ar+f
=7 Coton. M= —— 2
yr + 9 yr + 9

cO znaczy, ze x wyraza sie wymiernie przez t i w ten sposob otrzymujemy w zmiennej ¢
caltke z funkcji wymiernej, ktéra liczymy znanymi nam juz metodami.
Konkretnie, mamy tutaj:

6 - 5tn B tnfl
, dz=n(ad ﬁW)mdt

dz Jr+1 dx
I_/\?/(x_l)(x+1)2_/\/x—l‘a:+1'

Zgodnie 7z powyzszym przepisem, podstawiamy:

Tr =

Yt — @
Przykt.

Jr+1 B3 +1 6t2dt
= , =, dr =
z—1 B—1 (13 —1)2

Bdt
- / 3

Powyzsze podstawienie sprowadzito wiec catke do Calki wymiernej. Zachecam Czytelnika,
aby powyzsza catke policzyt dalej. Wynik jest nastepujacy:

i nasza catka przyjmuje postac

1 2 +t+1 2t — 1
I:flni+\/§arctg +C.

2 (t—1)? V3

1.8 Calkiz wyrazen typu R(z, Vax? + bx + ¢); podstawienia Eulera

Ostatnia z omawianych teraz klas calek beda catki
/R Vax? + bx + c)dz, (20)

gdzie R(u,v) jest funkcja wymierna. Calki powyzszego rodzaju takze wyrazaja sie przez
funkcje elementarne. Istnieje kilka sposobéw obliczania catek (20); my oméwimy tu pod-
stawienta Fulera.

Odnos$nie trojmianu kwadratowego az? + bx + ¢ zakladamy, iz nie jest on pelnym
kwadratem, gdyz w tym przypadu moglibySmy wyciagnaé¢ zen pierwiastek i mie¢ catke
wymierna.

1. Pierwsze podstawienie Fulera mozna stosowaé w przypadku, gdy a > 0. Podstawia-

my wOwczas:
Var? +br +c=1t—+/ax (21)
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(lub, aby t wystepowalo tylko po jednej stronie rownosci: t = Vax? + bx 4+ ¢+ +/ax.
Po podniesieniu do kwadratu rownosci (21) wyraz ax? skasuje sie po obu stronach i
zostanie

br 4 ¢ = t* — 2v/axt

skad mamy

t* — t* + bt
po - -C /—ax2+bx+c:\/a + +c\/57
b+ 2y/at 2y/at +b
2+ bt
dr — 2\/6 + bt + cv/a dt

(b+ 24/at)?
Widag, ze przy tym podstawieniu zaréwno x (oraz oczywiscie dzx, jak i vaz? + bx + ¢
wyrazaja sie wymiernie przez t; w ten sposob doprowadzilismy catke (20) do catki
z funkcji wymiernej.

. Drugie podstawienie Eulera mozna stosowa¢ w przypadku, gdy ¢ > 0. Wowcezas

bierzemy:
Var? +br + ¢ =zt ++/c. (22)

Jesli podniesiemy obie strony rownosci (22) do kwadratu, odejmiemy po obu stro-
nach c i podzielimy przez x, to otrzymamy:

ar + b= xt> +2y/ct

1 mamy:

2\/ct —b 2 — bt
x:ZL/E—t?’ \/axZ—i-bx—Fc:\/E a_t;L\/Ea’
d$:2\/5t2—bt+\/5ad
(a —t2)?

Znéw wiec z, dx oraz vVax? + br + ¢ wyrazaja sie wymiernie przez t; w ten sposob
znowu doprowadzilisémy catke (20) do catki z funkcji wymierne;.

. Wreszcie, trzecie podstawienie Fulera mozna stosowaé¢ w przypadku, gdy tréjmian
kwadratowy az? + bz + ¢ ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste; oznaczmy je \ oraz
w. Wiemy, ze w takim przypadku trojmian ten rozktada si¢ na czynniki liniowe:
az® 4+ bx +c = a(z — \)(z — p). (23)
Wtedy podstawiamy:
Vax? +bxr +c=t(x —\). (24)
Podnoszac rownosé (24) do kwadratu i korzystajac z (23), skracamy przez wspolny
czynnik (z — A) i otrzymujemy znéw roéwnanie pierwszego stopnia na z:
a(z — p) = t*(x = A)
skad dostajemy:
M2 —a a(\ — p)t
xziﬂ, \/ax2+bx+c:7( ) ,
2 —a
2ta(p — A
_ 2a(p—=2)
(= ap
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Uwaga. Moze si¢ zdarzy¢, ze do jakiejs catki mozna zastosowaé wiecej niz jedno podsta-
wienie Eulera!

Pokazemy teraz, w dowolnej calce postaci (20) mozna zastosowac ktores z podstawien
Eulera (konkretnie, pierwsze lub trzecie). Ot6z jesli trojmian kwadratowy ax?+ bx +c ma
pierwiastki rzeczywiste, to mozna zawsze zastosowa¢ podstawienie trzecie. Jesli natomiast

trojmian nie ma pierwiastkow rzeczywistych, tzn. b* — 4ac < 0, to
Przykt. I. Obliczmy calke

d
I,:/—w
zvVx? +4r — 4

za pomocy pierwszego podstawienia Eulera. Zgodnie z (21) mamy

Va2+dr—4=t— =z,

skad wyliczamy

t2+4 2t2 4+ 8t —8 24t —4
= de="—————dt, VlHdr—4=t—r=—"—
Tt T (2t v YT ot

dt
Ir=2 [ ——.
! /t2+4

Te calke juz tatwo policzyé, dostajac (zachecam Czytelnika, aby uzupeknit te rachunki)

i wstawiajac do calki wyj$ciowej, mamy

I; = arctg [2(x + V2?2 + 4o — 4)] + C.

Przykt. II. Obliczmy caltke
dx
r—vrZ-x+1

za pomocy drugiego podstawienia Eulera. Zgodnie z (22) mamy

Vai—z+1=uat+1;

I =

skad
2t +1 20 +t+1 4t+1
x = + dxzi( tit )dt, \/x2—x+1:7+ + )

12 (t2 —1)2 1—¢2
i w zmiennej ¢t calka przybiera postaé
22+t +1)
Iir= [ —————=dt
IT / PR

a wiec otrzymali$my — jak trzeba — calke z wyrazenia wymiernego. Czytelnika zachecam do dokoriczenia
i sprawdzenia rachunku.
Przykt. I111. Przetestujmy wreszcie trzecie podstawienie Eulera na calce

I _/ dz
e (2x — 3)V4x — 22

Zgodnie z (24) bierzemy
Vazr — 22 = xt,

skad wyliczamy

4 tdt 4t 5 — 3t2
de = —8-——— \/4x—x2=xt=717 2r —3="+——+—

TTerr (2 +1)2 2+

dt
Irirr=2 | ———
II1 /3t2—5

wiec znow w postaci wymiernej, tak jak powinno byé¢. Znow wykltadowca zacheca Czytelnika do dokori-

i w zmiennej t calka przyjmuje postaé

czenia i sprawdzenia rachunkéw.
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2 Calka Riemanna
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