
1 Caªka Riemanna

1.1 Podziaª odcinka. Suma górna i dolna. Caªka górna i dolna

Niech f b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡ na [a, b] o warto±ciach rzeczywistych.
Niech π b¦dzie (sko«czonym, n+ 1-elementowym) ci¡giem:

π = (x0, x1, x2, . . . , xn) (1)

gdzie: x0 = a, xn = b, a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.
Ci¡g π nazywamy podziaªem odcinka [a, b]. Niech

S̄(f, π) =
n∑
i=1

sup
x∈[xi−1,xi]

f(x) · (xi − xi−1). (2)

Def. Tak zde�niowan¡ wielko±¢ S̄(f, π) nazywamy sum¡ górn¡ z funkcji f wzgl¦dem
podziaªu π. RYS. 1

Def. Caªk¡ górn¡ z funkcji f nazywamy in�mum z S̄(f, π) po wszystkich mo»liwych
podziaªach: ∫

[a,b]

f = inf
π
S̄(f, π)

Analogicznie, sum¡ doln¡ z funkcji f wzgl¦dem podziaªu π nazywamy wielko±¢

S(f, π) =
n∑
i=1

inf
x∈[xi−1,xi]

f(x) · (xi − xi−1), (3)

oraz caªk¡ doln¡ z funkcji f nazywamy∫
[a,b]

f = sup
π
S(f, π)

�atwo stwierdzi¢, »e oba te kresy (czyli caªki: górna i dolna) istniej¡. Bowiem dowolna
suma górna jest ograniczona z doªu przez inf x∈[a,b] f(x)·(b−a), a z góry przez sup x∈[a,b] f(x)·
(b−a). RYS. 2. Równie» dowolna suma dolna jest zawarta mi¦dzy tymi dwoma liczbami.
Innymi sªowy: Zbiór warto±ci wszystkich sum górnych jest ograniczony. Skoro tak, to
istnieje kres dolny tego zbioru � czyli caªka górna istnieje. Analogicznie jest z caªk¡ doln¡.

Maj¡c dany podziaª π, zde�niujmy ±rednic¦ podziaªu δπ:
Def. �rednic¡ podziaªu π nazywamy liczb¦ δπ okre±lon¡ jako

δπ = max
i
(xi − xi−1); (4)

wyra»aj¡c sªowami, jest to dªugo±¢ najdªu»szego odcinka podziaªu.
Pomocniczo oznaczajmy jeszcze nπ jako liczb¦ odcinków wchodz¡cych do podziaªu π.

1.2 Równowa»na de�nicja caªki jako granicy ci¡gu

Wprowadzone wy»ej dwie wielko±ci: Caªka górna i dolna s¡ dobrze zde�niowane, natomiast
maj¡ t¦ nieprzyjemn¡ wªasno±¢, »e obliczy¢ je z de�nicji jest bardzo trudno (z wyj¡tkiem
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najprostszych funkcji, takich jak funkcja staªa czy liniowa). Poni»sze twierdzenie zapewnia
bardziej konstruktywny sposób liczenia caªki górnej i dolnej.

Tw. Niech f � funkcja ograniczona na [a, b] o warto±ciach rzeczywistych, oraz niech
(πk) � ci¡g podziaªów takich, »e lim

k→∞
δπk = 0. Wtedy:

lim
k→∞
S̄(f, πk) =

∫
[a,b]

f i analogicznie lim
k→∞
S(f, πk) =

∫
[a,b]

f (5)

Dow. Maj¡c dany podziaª π, oznaczmy przez π ∨ {y} podziaª, otrzymany z π przez
dostawienie jednego punktu y. Zaªó»my, »e y ∈]xi−1, xi[.

Obliczmy ró»nic¦
S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y});

jedyny wkªad do tej ró»nicy b¦dzie pochodziª od odcinka ]xi−1, xi[, bo reszta si¦ skasuje.
Mamy wi¦c:

S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y})

= sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)(xi − xi−1)−
(
sup

x∈[xi−1,y]
f(x)(y − xi−1) + sup

x∈[y,xi]
f(x))(xi − y)

)

=
(
sup

x∈[xi−1,xi]
f(x)− sup

x∈[xi−1,y]
f(x)

)
(y−xi−1)+

(
sup

x∈[xi−1,xi]
f(x)− sup

x∈[y,xi]
f(x)

)
(xi−y) ­ 0,

bo
sup

x∈[xi−1,xi]
f(x) ­ sup

x∈[xi−1,y]
f(x) i sup

x∈[xi−1,xi]
f(x)− sup

x∈[y,xi]
f(x)

(supremum po mniejszym zbiorze jest nie wi¦ksze ni» supremum po wi¦kszym zbiorze).
(Ilustracja rysunkowa RYS. 3).

Podsumowuj¡c, mamy:

S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y}) ­ 0,

innymi sªowy: Dostawianie punktów do podziaªu zmniejsza sum¦ górn¡ (dokªadniej: nie
zwi¦ksza jej).

Mamy te»:

0 ¬ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y}) ¬ δπ∨{y} ·
(
sup
x∈[a,b]

f(x)− inf
x∈[a,b]

f(x)
)

(6)

Oznaczmy:
M = sup

x∈[a,b]
f(x)− inf

x∈[a,b]
f(x);

mo»emy wtedy nierówno±¢ (6) zapisa¢ jako

δπ∨{y}M ­ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y}) ­ 0.

Teraz do podziaªu π dodajmy n punktów y1, y2, . . . , yn. Mamy:

0 ¬ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y1, y2, . . . , yn})

= S̄(f, π)−S̄(f, π∨{y1})+S̄(f, π∨{y1})−S̄(f, π∨{y1, y2})+· · ·−S̄(f, π∨{y1, y2, . . . , yn})
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¬M ·
(
δπ∨{y1} + δπ∨{y1,y2} + . . . δπ∨{y1,y2,...,yn}

)
¬M · δπ · (n− 1),

co podsumujmy jako:

Mδπ(n− 1) ­ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y1, y2, . . . , yn}) ­ 0. (7)

Oznaczaj¡c podziaª {y1, y2, . . . , yn} jako ρ, mamy, dla dowolnego podziaªu ρ

M · δπ · nρ ­ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ ρ) ­ 0. (8)

Teraz: We¹my dowolne ε > 0. Wtedy, z de�nicji kresu dolnego, istnieje taki podziaª ρ, »e∫
[a,b]

f ¬ S̄(f, ρ) ¬
∫
[a,b]

f +
ε

2
. (9)

We¹my teraz π � inny podziaª. Z udowodnionej dopiero co nierówno±ci (8) mamy∫
[a,b]

f ¬ S̄(f, π) ¬ S̄(f, π ∨ ρ) +M · δπ · nρ ¬ S̄(f, ρ) +M · δπ · nρ

¬
∫
[a,b]

f +
ε

2
+M · δπ · nρ.

We¹my teraz, dla wy»ej wybranego ε, nast¦puj¡c¡ liczb¦ δ:

δ =
ε

2Mnρ
; (10)

je»eli teraz wybierzemy podziaª π tak, »e δπ < δ, to

∀
ε>0
∃
δ>0

∀
π:δπ<δ

∫
[a,b]

f ¬ S̄(f, π) ¬
∫
[a,b]

f + ε (11)

We¹my teraz ci¡g podziaªów (πk) takich, jak w zaªo»eniu, tzn. lim
k→∞
δπk = 0. T¦ wªasno±¢

mo»na równowa»nie wypowiedzie¢ jako:

∀
δ>0

∃
K∈N

∀
k>K

δπk ¬ δ;

przepisuj¡c nierówno±¢ (11), mamy:

∀
ε>0

∃
K∈N

∀
k>K

∫
[a,b]

f ¬ S̄(f, πk) ¬
∫
[a,b]

f + ε

b¡d¹, przepisuj¡c nieco inaczej tez¦,

∀
ε>0

∃
K∈N

∀
k>K

∣∣∣∣∣∣∣S̄(f, πk)−
∫
[a,b]

f

∣∣∣∣∣∣∣ ¬ ε (12)
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a to dokªadnie oznacza, »e

lim
k→∞
S̄(f, πk) =

∫
[a,b]

f.

Dla sumy dolnej i drugiej z równo±ci (5) dowód jest analogiczny.
CBDO

Je±li π, ρ � podziaªy, to

S̄(f, π) ­ S̄(f, π ∨ ρ) ­ S(f, π ∨ ρ) ­ S(f, ρ),

co mo»na wypowiedzie¢ jako:
Stw. Ka»da suma górna jest wi¦ksza od ka»dej sumy dolnej.
Je»eli teraz (πk), (ρk) � dwa ci¡gi podziaªów o ±rednicach d¡»¡cych do zera, to

S̄(f, πk) ­ S(f, ρk)

i, przechodz¡c do granicy lim
k→∞

i przypominaj¡c sobie twierdzenie o zachowaniu nierówno±ci

przy d¡»eniu do granicy, mamy
Tw. Dla dowolnej funkcji ograniczonej f zachodzi∫

[a,b]

f ­
∫
[a,b]

f (13)

Najwa»niejszy (w zastosowaniach) przypadek ma miejsce, gdy te granice s¡ równe. Prowadzi
to do nast¦puj¡cej de�nicji.

Def. Niech f � funkcja rzeczywista na [a, b], ograniczona. Mówimy, »e f jest caªkowalna
w sensie Riemanna, je»eli ∫

[a,b]

f =
∫
[a,b]

f (14)

Wtedy t¦ caªk¦ oznaczamy ∫
[a,b]

f =
∫
[a,b]

f =
∫ b
a
f(x)dx.

1.3 Sumy wypunktowane

Niech b¦dzie zadany podziaª π = (x0, x1, x2, . . . , xn) odcinka [a, b]. Niech b¦dzie zadany
zbiór n liczb ξi takich, »e ξi ∈ [xi−1, xi]. Oznaczmy: ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Zbiór ξ nazywamy
wypunktowaniem (zwi¡zanym z podziaªem π).

Def. (sumy wypunktowanej Riemanna). Sum¡ wypunktowan¡ nazywamy

S(f, π, ξ) =
n∑
i=1

f(ξi) · (xi − xi−1) (15)

Mamy oczywist¡ nierówno±¢: Dla dowolnego podziaªu π i dowolnego wypunktowania ξ
zachodzi

S(f, πk) ¬ S(f, π, ξ) ¬ S(f, π, ξ)
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Wpoª¡czeniu z twierdzeniem o trzech ci¡gach, prowadzi ona do nast¦puj¡cego twierdzenia.
Tw. Niech f � funkcja rzeczywista ograniczona na [a, b]. Je»eli f jest caªkowalna

w sensie Riemanna, to dla dowolnego ci¡gu podziaªów (πk) takiego, »e lim
k→∞
= 0, ci¡g

wypunktowanych sum Riemanna jest zbie»ny do caªki Riemanna
∫ b
a
f(x)dx.

CBDO

Mamy te» twierdzenie w pewnym sensie odwrotne:
Tw. Niech f � funkcja rzeczywista na [a, b] (nie zakªadamy, »e jest ograniczona).

Je»eli dla dowolnego ci¡gu podziaªów (πk) takiego, »e lim
k→∞
= 0, ci¡g wypunktowanych

sum Riemanna jest zbie»ny do granicy niezale»nej od sposobu wypunktowania, to f jest
ograniczona i caªkowalna w sensie Riemanna.

Dow. tu pominiemy.
CO NIE ZOSTA�O OKAZANE

1.4 Wa»ne wªasno±ci caªek

Tw. Niech f, g � funkcje ograniczone na odcinku [a, b]. Je±li f, g s¡ caªkowalne na [a, b] to
f + g te» jest caªkowalna na [a, b] oraz∫ b

a
(f + g)(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx+

∫ b
a
g(x)dx (16)

Dow.

Mamy:
S̄(f + g, π) ¬ S̄(f, π) + S̄(g, π)

(poniewa» na dowolnym zbiorze X mamy: sup
X
(f + g) ¬ sup

X
f + sup

X
g) oraz

S(f + g, π) ­ S(f, π) + S(g, π)

(poniewa» znów, na dowolnym zbiorze X mamy: inf
X
(f + g) ­ inf

X
f + inf

X
g).

Mamy wi¦c

S(f, π) + S(g, π) ¬ S(f + g, π) ¬ S(f + g, π) ¬ S̄(f + g, π) ¬ S̄(f, π) + S̄(g, π)

Je»eli teraz we¹miemy ci¡g podziaªów (πk) taki, »e limk→∞ πk = 0, to skrajne strony
nierówno±ci b¦d¡ równe

∫ b
a f(x)dx+

∫ b
a g(x)dx, a to znaczy, »e wyrazy w ±rodku s¡ równe

i wynosz¡:
∫ b
a (f + g)(x)dx � a to znaczy, »e funkcja f + g jest caªkowalna i »e zachodzi

wzór (16).
CBDO

Mamy te» proste
Tw. Je±li f � caªkowalna na [a, b], to αf (gdzie α =const.) te» jest caªkowalna i

zachodzi ∫ b
a
(αf)(x)dx = α

∫ b
a
f(x)dx (17)

Dow. Wynika to z oczywistego faktu, »e na dowolnym zbiorze X mamy, dla α > 0,
sup
X
(αf) = α sup

X
f i analogicznie dla in�mum, co prowadzi do natychmiastowego wniosku

dla caªek.
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CBDO

Tw. Je±li f � caªkowalna na [a, b] oraz f ­ 0 na [a, b], to∫ b
a
f(x)dx ­ 0. (18)

Dow. Mamy bowiem, z uwagi na nieujemno±¢ f : S̄(f, π) ­ 0 dla dowolnego podziaªu π
i skoro tak, to równie» inf

π
S̄(f, π) ­ 0; a »e dla funkcji caªkowalnej mamy

∫ b
a f(x)dx =

inf
π
S̄(f, π), to otrzymujemy (18).

CBDO

Przykª.

1. Funkcja staªa jest caªkowalna: Niech f(x) = λ =const. Wtedy, niezale»nie od
podziaªu π i wypunktowania ξ:

S(f, π) =
∑
i λ(xi − xi−1) = λ(b− a),

S(f, π) =
∑
i λ(xi − xi−1) = λ(b− a),

S(f, π, ξ) =
∑
i λ(xi − xi−1) = λ(b− a).

2.
∫ 1
0 x
2dx

3.
∫ 1
0 e
xdx

4. Nie wszystkie funkcje s¡ caªkowalne. We¹my funkcj¦ Dirichleta.

Interpretacje: Pole powierzchni pod wykresem; droga.

1.4.1 Dwie wa»ne klasy funkcji caªkowalnych

Tw. Je±li f � ograniczona i monotoniczna na [a, b], to f jest caªkowalna.
Uwaga: f nie musi by¢ ci¡gªa!
Dow. Zaªó»my, »e f jest niemalej¡ca. (Dla przypadku, gdy f jest nierosn¡ca, dowód

jest analogiczny). Musimy pokaza¢, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje taki podziaª π, »e

S(f, π)− S(f, π) ¬ ε. (19)

We¹my jaki± podziaª π. Ze wzgl¦du na fakt, »e f jest niemalej¡ca, mamy:

S(f, π) =
n∑
i=1

f(xi)(xi − xi−1), S(f, π) =
n∑
i=1

f(xi−1)(xi − xi−1);

(p. RYS., st¡d

S(f, π)− S(f, π) =
n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))(xi − xi−1).

Najwi¦ksza ró»nica warto±ci funkcji na [a, b] jest równa f(b) − f(a) (ze wzgl¦du na
monotoniczno±¢ f). Zakªadamy, »e f(b) > f(a), bo inaczej f jest staªa, i jako taka jest
caªkowalna.
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Niech b¦dzie dany ε > 0. Dla tego ε bierzemy taki podziaª π odcinka [a, b], aby ±rednica
podziaªu δπ speªniaªa warunek

δπ ¬
ε

f(b)− f(a)
.

Wtedy:

S(f, π)− S(f, π) =
n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))(xi − xi−1) ¬
ε

f(b)− f(a)

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))

=
ε

f(b)− f(a)
(f(x1)− f(a) + f(x2)− f(x1) + f(x3)− f(x2) + · · ·+ f(b)− f(xn−1)) = ε,

czyli dla danego ε jawnie podali±my przedziaª speªniaj¡cy warunek (19) o który chodziªo.
CBDO

Tw. Je»eli f jest ci¡gªa na [a, b] to jest caªkowalna na [a, b].
Dow. Byªo twierdzenie, »e je±li f jest ci¡gªa na odcinku domkni¦tym, to jest tam

jednostajnie ci¡gªa, tzn.

∀ε>0 ∃δ(ε)>0 ∀x,x′∈[a,b]:|x−x′|<δ : |f(x)− f(x′)| < ε. (20)

Zamiast ε powy»ej we¹my ε
b−a .

Szacujemy S(f, π)− S(f, π):

S(f, π)− S(f, π) =
n∑
i=1

( sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)− inf
x∈[xi−1,xi]

f(x))(xi − xi−1) ¬ . . .

... dla danego ε ≡ ε
b−a bierzemy podziaª o ±rednicy δ

(
ε
b−a

)
. Ze wzgl¦du na jednostajn¡

ci¡gªo±¢, mamy ∀x,x′∈[a,b]:|x−x′|<δ|f(x)− f(x′)| ¬ ε
b−a , wi¦c ta nierówno±¢ zachodzi te» dla

ró»nicy mi¦dzy sup a inf. Wtedy mamy

... ¬ ε

b− a
·
n∑
i=1

(xi − xi−1) =
ε(b− a)
b− a

= ε.

Podsumowuj¡c sªowami to co pokazali±my: Dla dowolnego ε > 0 znale¹li±my taki podziaª
π, »e dla tego podziaªu ró»nica mi¦dzy sum¡ górn¡ a doln¡ jest mniejsza od ε � a to
znaczy, »e f jest caªkowalna.

CBDO

1.5 Podstawowe twierdzenie rachunku ró»niczkowego i caªkowego

Tw. (podstawowe twierdzenie rachunku ró»niczkowego i caªkowego). Niech f � funkcja ci¡gªa
na [a, b]. Wtedy funkcja F (x), zde�niowana przez:

[a, b] 3 x→ F (x) =
∫ x
a
f(z)dz

jest ró»niczkowalna oraz zachodzi: F ′(x) = f(x), F (a) = 0.
Dow. Poniewa» f jest ci¡gªa, to jest caªkowalna na [a, b].
Oznaczmy:

m = inf
x∈[a,b]

f(x), M = sup
x∈[a,b]

f(x)
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Oczywiste jest, »e f jest funkcj¡ caªkowaln¡ nieujemn¡ na [a, b]. Wobec tego
∫ b
a (f −

m)(x)dx ­ 0, z czego mamy: RYS.∫ b
a
f(x)dx ­ m(b− a).

Analogicznie otrzymujemy ∫ b
a
f(x)dx ¬M(b− a).

Przypomnijmy sobie de�nicj¦ ilorazu ró»nicowego:

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

We¹my najsampierw h > 0. Mamy: RYS.

F (x+ h) =
∫ x+h
a
f(z)dz =

∫ x
a
f(z)dz +

∫ x+h
x
f(z)dz oraz F (x) =

∫ x
a
f(z)dz,

co daje

F (x+ h)− F (x) =
∫ x+h
x
f(z)dz.

Oznaczmy tymczasowo:

mx,h = inf
z∈[x,x+h]

f(z), Mx,h = sup
z∈[x,x+h]

f(z)

Mamy:
mx,h · h ¬ F (x+ h)− F (x) ¬Mx,h · h

i po podzieleniu przez h dostajemy

mx,h ¬
F (x+ h)− F (x)

h
¬Mx,h.

We¹my teraz przypadek h < 0. RYS. Mamy:

F (x) =
∫ x
a
f(z)dz =

∫ x+h
a
f(z)dz +

∫ x
x+h
f(z)dz oraz F (x+ h) =

∫ x+h
a
f(z)dz,

sk¡d

F (x+ h)− F (x) = −
∫ x
x+h
f(z)dz

oraz (pami¦tajmy, »e (−h) jest dodatnie!)

mx,−h · (−h) ¬ −
∫ x
x+h
f(z)dz ¬Mx,−h · (−h),

gdzie
mx,−h = inf

z∈[x+h,x]
f(z), Mx,−h = sup

z∈[x+h,x]
f(z).

Po podzieleniu przez (−h) otrzymujemy

mx,−h ¬ −
1
h

∫ x
x+h
f(z)dz =

F (x+ h)− F (x)
h

¬Mx,−h.

8



We¹my teraz ε ­ |h| i oznaczmy:

mx,ε = inf
z∈[x−ε,x+ε]

f(z), Mx,ε = sup
z∈[x−ε,x+ε]

f(z).

Dla h : |h| ¬ ε (znak h mo»e tu by¢ dowolny) mamy wtedy

mx,ε ¬
F (x+ h)− F (x)

h
¬Mx,ε,

a poniewa» f jest ci¡gªa, to przy ε→ 0 obie strony powy»szej nierówno±ci d¡»¡ do f(x),
tak wi¦c

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

= f(x).

CBDO

Wnioski.

1. Je±li f � ci¡gªa na [a, b], to mamy:∫ b
a
f(x)dx = F (b)− F (a)

dla F � dowolnej funkcji pierwotnej do f .

2. ((1 − ε)�twierdzenie o warto±ci ±redniej w rachunku caªkowym). Je±li f � ci¡gªa na
[a, b], to istnieje punkt ξ ∈ [a, b] taki, »e∫ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b− a). (21)

Dow. Zastosujmy do funkcji pierwotnej F (x) =
∫ x
a f(x)dx twierdzenie Lagrange'a

o warto±ci ±redniej w rachunku ró»niczkowym:

∃ ξ ∈ [a, b] : F ′(ξ) = F (b)− F (a)
b− a

co od razu daje wzór (21). CBDO

Inny dowód, oparty o wªasno±¢ Darboux.

Tw. (O caªkowaniu przez cz¦±ci). Je±li f, g ∈ C1([a, b]) (tzn. f ′, g′ s¡ ci¡gªe na [a, b]) to
zachodzi wzór ∫ b

a
f ′(x)g(x)dx = f(x) · g(x)|ba −

∫ b
a
f(x)g′(x)dx

≡ (f · g)(b)− (f · g)(a)−
∫ b
a
f(x)g′(x)dx ≡ f(b) · g(b)− f(a) · g(a)−

∫ b
a
f(x)g′(x)dx

Dow. ∫ b
a
(f ′ · g − f · g′)(x)dx =

∫ b
a
(f · g)′(x)dx = (f · g)(b)− (f · g)(a).

CBDO

Tw. Je±li f � caªkowalna na [a, b] to |f | te» jest caªkowalna na [a, b] i zachodzi nierówno±¢∣∣∣∣∣
∫ b
a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ¬
∫ b
a
|f(x)| dx. (22)

9



Dow. Dla dowolnego x ∈ [a, b] mamy: − |f(x)| ¬ f(x) ¬ |f(x)|, co � przy zaªo»eniu, »e
|f | jest caªkowalna � daje

−
∫ b
a
|f(x)| dx ¬

∫ b
a
f(x)dx ¬

∫ b
a
|f(x)| dx

a to znaczy, »e zachodzi wzór (22). Do zako«czenia dowodu pozostaje wi¦c pokaza¢, »e
|f | jest caªkowalna � co teraz uczynimy. Poka»emy mianowicie, »e

∀ε∃π S̄(|f |, π)− S(|f |, π) < ε. (23)

Poka»emy najsampierw, »e na dowolnym odcinku I mamy:

sup
x∈I
|f(x)| − inf

x∈I
|f(x)| ¬ sup

x∈I
f(x)− inf

x∈I
f(x) (24)

Poka»emy to, rozwa»aj¡c trzy mo»liwe przypadki:

1. Na caªym odcinku I funkcja f jest nieujemna: f(x) ­ 0. RYS. Mamy wtedy:

sup
x∈I
|f(x)| = sup

x∈I
f(x), inf

x∈I
|f(x)| = inf

x∈I
f(x)

i nierówno±¢ (24) zachodzi (mamy w niej równo±¢).

2. Na caªym odcinku I funkcja f jest niedodatnia: f(x) ¬ 0. RYS. Mamy wtedy:

sup
x∈I
|f(x)| = − inf

x∈I
f(x), inf

x∈I
|f(x)| = − sup

x∈I
f(x),

i znowu nierówno±¢ (24) zachodzi (mamy znów w niej równo±¢).

3. Trzecia i ostatnia mo»liwo±¢ to ta, »e f zmienia znak na I. Wtedy:

sup
x∈I
f(x) > 0, więc sup

x∈I
f(x) = sup

x∈I
|f(x)|,

oraz
inf
x∈I
f(x) < 0, więc − inf

x∈I
f(x) > 0,

wi¦c tym bardziej
− inf
x∈I
f(x) > − inf

x∈I
|f(x)|

i po dodaniu do obu stron tej nierówno±ci wyrazu supx∈I f(x) otrzymujemy znów
nierówno±¢ (24) (tym razem ostr¡).

CBDO

Mamy zatem:

∑
i

(
sup

x∈[xi−1,xi]
|f(x)| − inf

x∈[xi−1,xi]
|f(x)|

)
(xi−xi−1) ¬

∑
i

(
sup

x∈[xi−1,xi]
f(x)− inf

x∈[xi−1,xi]
f(x)

)
(xi−xi−1)

Powy»sza nierówno±¢ znaczy, »e

S̄(|f |, π)− S(|f |, π) ¬ S̄(f, π)− S(f, π);
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a poniewa» f z zaªo»enia jest caªkowalna, to zachodzi

∀ε∃π S̄(f, π)− S(f, π) < ε,

wi¦c tym bardziej (23) � a to znaczy, »e |f | jest caªkowalna.
CBDO

Tw. (1. twierdzenie o warto±ci ±redniej). Je±li f, g � ci¡gªe na [a, b] i g jest funkcj¡
nieujemn¡: g(x) ­ 0, wtedy istnieje ξ ∈ [a, b] taki, »e∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ a
b
g(x)dx. (25)

Dow. Oznaczmy:
m = inf

x∈[a,b]
f(x), M = sup

x∈[a,b]
f(x).

Poniewa» dla dowolnego x ∈ [a, b] mamy: m ¬ f(x) ¬M , to zachodz¡ te» nierówno±ci:

m · g(x) ¬ f(x) · g(x) ¬M · g(x)

oraz

m
∫ b
a
g(x)dx ¬

∫ b
a
f(x)g(x)dx ¬M

∫ b
a
g(x)dx

Je»eli g ­ 0 ci¡gªa nie jest to»samo±ciowo równa zeru, to
∫ b
a g(x)dx > 0. RYS. We¹my

bowiem x0 takie, »e g(x0) > 0. Z ci¡gªo±ci g, istnieje taka δ > 0, »e g(x) > 0 dla ka»dego
x ∈ [δ − x0, δ + x0].

Poniewa» f jest ci¡gªa na odcinku domkni¦tym [a, b], to osi¡ga na [a, b] swoje kresy.
Przyjmijmy, »e kres dolny osi¡ga w x1, a kres górny w x2, gdzie x1, x2 ∈ [a, b]. Mamy wi¦c

f(x1) = m ¬
∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b
a g(x)dx

¬M = f(x2)

Z wªasno±ci Darboux dla funkcji f mamy, »e funkcja f na odcinku [x1, x2] osi¡ga wszystkie

warto±ci po±rednie pomi¦dzy m i M , a w szczególno±ci osi¡ga warto±¢
∫ b
a
f(x)g(x)dx∫ b
a
g(x)dx

(w

jakim± punkcie ξ). Mamy wi¦c

f(ξ) =
∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b
a g(x)dx

a to jest dokªadnie równo±¢ (25) czyli teza twierdzenia.
CBDO

Tw. (2. twierdzenie o warto±ci ±redniej). Niech f, g � ci¡gªe na [a, b] i ponadto g �
rosn¡ca i ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy. Wtedy istnieje taki ξ ∈ [a, b], »e∫ b

a
f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ
a
f(x)dx+ g(b)

∫ b
ξ
f(x)dx. (26)

Dow. Niech F (x) � funkcja pierwotna do f(x), np. F (x) =
∫ x
a f(z)dz. Obliczmy lew¡

stron¦ równo±ci (26). Mamy∫ b
a
f(x)g(x)dx =

∫ b
a
F ′(x)g(x)dx = F · g|ba −

∫ b
a
F (x)g′(x)dx
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= F (b)g(b)− F (a)g(a)− F (ξ)
∫ b
a
g′(x)dx

= F (b)g(b)− F (a)g(a)− F (ξ)(g(b)− g(a))

= g(b)
∫ b
a
f(x)dx− g(b)

∫ ξ
a
f(x)dx+ g(a)

∫ ξ
a
f(x)dx

= g(b)
∫ ξ
a
f(x)dx+ g(b)

∫ b
ξ
f(x)dx− g(b)

∫ ξ
a
f(x)dx+ g(a)

∫ ξ
a
f(x)dx

= g(b)
∫ b
ξ
f(x)dx+ g(a)

∫ ξ
a
f(x)dx

czyli dostali±my (26).
CBDO
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