
MATEMATYKA II � permutacje i wyznaczniki

lista nr 7, 21.04.2012

1. Zªo»y¢ poni»sze permutacje w podanym i odwrotnym porz¡dku; wynik zapisa¢ w
postaci dwukolumnowej; obliczy¢ parzysto±¢ ka»dej z wyst¦puj¡cych tu permutacji:

(a) [(135)(2467)] ◦ [(147)(2356)];
(b) [(13)(57)(246)] ◦ [(135)(24)(67];
(c) [(1473)(67248)(32)] ◦ [(86725)].

2. Znale¹¢ znak permutacji, rozkªad na cykle, permutacj¦ odwrotn¡ oraz N -krotne
zªo»enie permutacji σ, je»eli:

(a) σ =
(
1 2 3 4 5 6 7
2 4 1 7 6 5 3

)
, N = 15

(b) σ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 5 8 7 2 6 1 4

)
, N = 796

(c) σ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
5 8 9 1 3 10 4 2 7 11 6

)
, N = 2005

(d) σ(x) := 3x− 25E(x−18 ), x ∈ {0, 1, . . . , 25}, N = 34.

3. Znale¹¢ rozwi¡zania ukªadów równa« w zale»no±ci od parametru:

a)

 1 1 a1 a 1
a 1 1

x =
 2−1
−1

 ; b)
 3a− 1 2a 3a+ 1
2a 2a 3a+ 1
a+ 1 a+ 1 2a+ 2

x =
 1a
a2

 ;

c)

 a− 5 2 1
2 a− 2 2
1 2 a− 5

x =
 12
1


4. Obliczy¢ wyznaczniki, staraj¡c si¦ przez kombinacje lin. kolumn b¡d¹ wierszy zwi¦kszy¢

ilo±¢ zer, a nast¦pnie stosuj¡c z rozwini¦cia Laplace'a:

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
2 1 −2 −1
3 0 1 2
0 1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 1
1 1 1 −2
1 −2 1 1
1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 1
2 1 0 1 2
3 1 2 0 3
1 0 0 2 3
5 1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1



(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
1 2 1 1 1
1 1 3 1 1
1 1 1 4 1
1 1 1 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(e)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 2 1 4
2 1 5 1 2
2 4 1 0 1
2 1 1 5 2
3 −1 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5. Obliczy¢ wyznaczniki przez sprowadzenie ich do postaci trójk¡tnej:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
.. .. .. .. ..
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n . . . n
n 2 n . . . n
n n 3 . . . n
.. .. .. .. ..
n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b . . . b b
b a . . . b b
.. .. .. .. ..
b b . . . a b
b b . . . b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

6. Obliczy¢ wyznaczniki:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 2 22 . . . 2n

1 3 32 . . . 3n

.. .. .. .. ..
1 n+ 1 (n+ 1)2 . . . (n+ 1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn
. . . . . . . . . . . .

1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

7. Pokaza¢, »e warto±¢ wyznacznika macierzy antysymetrycznej nieparzystego wymiaru
wynosi 0.

8. Pokaza¢, »e wyznacznik macierzy cyklicznej:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an
an a1 a2 . . . an−1
an−1 an a1 . . . an−2
.. .. .. .. ..
a2 a3 a4 . . . a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
jest równy iloczynowi f(ε1) f(ε2) . . . f(εn), gdzie f(x) = a1+a2x+ · · ·+anxn−1, za±
ε1, ε2, . . . , εn s¡ kolejnymi pierwiastkami n−tego stopnia z 1.
Wskazówka.Obliczy¢ wyznacznik iloczynu powy»szej macierzy cyklicznej oraz macierzy:

ε1 ε2 ε3 . . . εn
ε21 ε

2
2 ε

2
3 . . . ε

2
n

.. .. .. .. ..
εn1 ε

n
2 ε

n
3 . . . ε

n
n



2



9. Korzystaj¡c z wyniku poprzedniego zadania, obliczy¢ wyznaczniki:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
d a b c
c d a b
b c d a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; b)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2 . . . an−1

an−1 1 a . . . an−2

an−2 an−1 1 . . . an−3

.. .. .. .. ..
a a2 a3 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10. Pokaza¢, »e wyznacznik Vandermonde'a

Vn(x1, . . . , xn) :=


1 x1 . . . (x1)n−1
...

...
...

1 xn . . . (xn)n−1


jest równy:

Vn(x1, . . . , xn) =
n∏
j<k

(xk − xj).

Wskazówka. Zauwa»y¢, »e Vn jako funkcja xn jest wielomianem; znale¹¢ jego pierwiastki;
zastosowa¢ rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem ostatniego wiersza i odwoªa¢ si¦ do
indukcji.

11. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i wektory wªasne operatorów linowych danych w pewnej
bazie przez macierze:

a)

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 ;b)
 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

 ; c)
 4 −5 25 −7 3
6 −9 4

 ;

d)

 4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

 ; e)

3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1


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