
Matematyka II: Lista zada« No. 9: Taylor again,

ekstrema: zwykªe funkcji uwikªanych i zwi¡zane

1. Rozwin¡¢ w szereg Taylora wokóª x = 0, y = 0 do czªonów 3. rz¦du wª¡cznie funkcje:

(a) f(x, y) = ex sin y;

(b) f(x, y) = sin(x+ y);

(c) f(x, y) = ex
2
cos y;

(d) f(x, y) = ln(1 + x+ 2y).

2. Znale¹¢ punkty krytyczne, zbada¢ czy funkcja ma w tych punktach ekstremum, a
je±li tak, to jakiego typu:

(a) f(x, y) = x2 − xy + y2

(b) f(x, y) = x2 + 3xy + y2

(c) f(x, y) = −x2 + 5xy − y2

(d) f(x, y) = 3x2y − x3 − y4

(e) f(x, y) = x3 − 2y3 − 3x+ 6y
(f) f(x, y) = (2ax− x2)(2by − y2)
(g) f(x, y) = y

√
1 + x+ x

√
1 + y

(h) f(x, y) = ex+2y(x2 − y2)
(i) f(x, y) = x2 + xy + y2 − 4 ln x− 10 ln y
(j) f(x, y) = e−x

2−y2(ax2 + by2), a > 0, b > 0.

(k) f(x, y) = x4 + y4 − 2x2 + 4xy − 2y2, 0 ¬ x ¬ 2, 0 ¬ y ¬ 2
(l) z(x, y) = xy + 50

x
+ 50
y
(x > 0, y > 0);

(m) z(x, y) = xy
√
1− x2

a2
− y2
b2
(a > 0, b > 0);

(n) f(x, y, z) = xyz(a− x− y − z);

(o) u(x, y, z) = x+ y
2

4x +
z2

y
+ 2
z
;

(p) f(x, y, z) = xy2z3(a− z − 2y − 3z) (a > 0);
(q) u(x1, x2, x3) = x1 + x2x1 +

x3
x2
+ 2
x3
(xi > 0, i = 1, 2, 3).

(r) Sprawdzi¢, »e funkcja

f(x, y) = x2 + xy + y2 +
a3

x
+
a3

y

posiada minimum w punkcie x = y =
a
3
√
3
.

3. Znale¹¢ punkty krytyczne funkcji uwikªanej z(x, y) zadanej przez nast¦puj¡ce równania,
zbada¢, czy ma ona w tych punktach ekstremum i jakiego typu:

(a) x2 + y2 + z2 − 2x+ 2y − 4z − 10 = 0;
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(b) x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y + 2z − 2 = 0;
(c) (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2 − z2).

4. Zbada¢ ekstrema warunkowe funkcji u przy zadanych nast¦puj¡cych warunkach
(czasem zwanych wi¦zami):

(a) f(x, y) = x+ y przy warunku
1
x2
+
1
y2
=
1
a2

.

(b) f(x, y, z) = xyz przy warunku x + y + z = c. Ekstremów szuka¢ dla x, y, z
speªniaj¡cych x ­ 0, y ­ 0, z ­ 0.

(c) f(x, y, z) = xyz przy warunkach x+ y + z = 5, xy + xz + yz = 8.

(d) u(x, y, z) = x− 2y + 2z przy warunku x2 + y2 + z2 = 1;

(e) u(x, y, z) = x2 + y2 + z2 przy warunku x
2

a2
+ y

2

b2
+ z

2

c2
= 1 (a > b > c > 0);

(f) u(x, y, z) = xy2z3, x+ 2y + 3z = a (x > 0, y > 0, z > 0, a > 0);

(g) u(x, y, z) = x
2

a2
+ y

2

b2
+ z

2

c2
przy warunkach x2 + y2 + z2 = 1, x cosα + y cos β +

z cos γ = 0 (a > b > c > 0, cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1);

5. Znale¹¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji

z(x, y) = x2 + 2xy − 4x+ 8y

w prostok¡cie, ograniczonym prostymi: x = 0, x = 1, y = 0, y = 2.

6. Znale¹¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji

z(x, y) = x2y(4− x− y)

w trójk¡cie, ograniczonym prostymi x = 0, y = 0, x+ y = 6.

7. Znale¹¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji

z(x, y) = sinx+ sin y + sin(x+ y)

w kwadracie: 0 ¬ x ¬ π2 , 0 ¬ y ¬
π
2 .

8. Znale¹¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji

z(x, y) = (2x2 + 3y2)e−x
2−y2

w kole x2 + y2 ¬ 4.

9. Spo±ród prostopadªo±cianów wpisanych w elipsoid¢

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

i o kraw¦dziach równolegªych do osi wspóªrz¦dnych, znale¹¢ ten, którego obj¦to±¢
jest najwi¦ksza.

10. Na prostopadªo±cianie o kraw¦dziach równych 2a, 2b, 2c opisano elipsoid¦. Znale¹¢
t¦, która ma najmniejsz¡ obj¦to±¢.
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11. W cz¦±ci paraboloidy eliptycznej:

z =
x2

22
+
y2

32
, z = 1

wpisano prostopadªo±cian o kraw¦dziach równolegªych do osi wspóªrz¦dnych. Znale¹¢
ten, którego obj¦to±¢ jest najwi¦ksza.

12. Na paraboli 2x2 − 4xy + 2y2 − x − y znale¹¢ punkt, znajduj¡cy si¦ w najbli»szej
odlegªo±ci od prostej 9x− 7y + 16 = 0.

13. Na paraboli x2+2xy+y2+4y znale¹¢ punkt, znajduj¡cy si¦ w najbli»szej odlegªo±ci
od prostej 3x− 6y + 4 = 0.
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