W. I. Arnold — wielkiej klasy matematyk — zauwazyl, ze:

'Glowne odkrycie Newtona, to, ktérego zdecydowat sie nie ujawniac i opublikowal tylko
w postaci anagramu, brzmi: Data aequatione quodcunque fluentes quantitiae involvente
fluziones invenire et vice versa. W ttumaczeniu [z taciny i| na wspoélczesny jezyk matematyki
oznacza to, ze Rozwigzywanie rownan rézniczkowych jest rzeczq pozyteczng.’

Tak sie sktada, ze ogromna wiekszo§¢ praw fizyki sformutowana jest jako réwnania
rozniczkowe. Pierwsze z brzegu przyklady to: Prawo Newtona f = ma, réwnania Maxwella,
rownanie Schréodingera. Aby wydoby¢ fizyczna tre$¢ z réwnania, trzeba je umieé rozwiazaé
lub zbadaé jego wtasnosci. Niniejszy rozdzial jest wstepem do tego.

1 Ogoélnikowa definicja

Niech F' bedzie funkcjg n + 1 zmiennych, za$ y niech bedzie funkcja jednej zmiennej x.
Réwnanie
F(x7 y7 y/7 A 7y(n) - 0

(gdzie y*) = %) nazywamy réwnaniem rozniczkowym zwyczajnym. Kazda funkcje y(z),

ktora po wstawieniu do tego réwnania spetnia je tozsamosciowo, nazywamy rozwigzaniem
rownania rozniczkowego.

Tak sformulowany problem jest bardzo ogélny i bardzo trudny — w tej chwili dalecy
jestedmy od jego pelnego rozwiazania. Bedziemy zaczyna¢ od szczegblnych przypadkéw,
o ktorych da sie wiecej powiedziec.

2 Garsé przyktadow

Zanim podamy formalne definicje, podamy najsampierw gar§¢ przyktadow, ktore Czytelnik
najprawdopodobniej juz zna, nie bedac moze jedynie obznajomionym z terminologia.

1. (a) Znalez¢ funkcje x(t), speiniajaca réwnanie:

dx

e 1
), 0
gdzie f(t) jest zadana funkcja. Rozwiazanie problemu kazdy umie znalezé (a
przynajmniej powinien):

x(t) = /f(t)dt +C, (C — dowolna stala. (2)

W jezyku najbardziej chyba typowego przykladu z fizyki: Rozpatrujemy ruch
punktu materialnego po prostej. Niech f(¢) jest predkoscia punktu w chwili ¢.
Szukamy zalezno$ci drogi od czasu.

(b) Mozemy tez mie¢ do czynienia z nieco innym postawieniem problemu: Znalez¢
rozwiazanie zagadnienia (1) zakladajac, ze x(ty) = zo — dane. (W jezyku
fizyki, zaktadamy, ze w danej chwili czasu ¢ty punkt materialny znajduje sie w
okreslonym potozeniu xy = x(y)). Wtedy rozwiazanie (2) jest juz jednoznaczne
— stata C przybiera okreslona wartosc.



2. Rozpad promieniotworczy. Szybkosé rozpadu promieniotworczego probki jest proporcjonalna
do jej masy. Mozna wiec zapisaé:

dm

— = —km; 3

dt " (3)
(gdzie k jest dodatnig stala); chcemy znalez¢ zalezno$é masy probki od czasu.
Rozwazmy ogolniejszy problem: Znalez¢ funkcje x(t), spelniajaca rownanie:

dz

— = . 4

5 = 9@ (4)

Tu wygodniej jest szukac nie x(t), a funkcji odwrotnej t(x). Pamietajac, ze pochodna
funkcji odwrotnej j—i wyraza sie przez pochodna ‘i—f wzorem: 9 = %, mamy:

dx

dt 1

- 5

dr  g(x)’ )

co daje
1

t(x) = /—d:c +C, C — dowolna stala. 6
@ = [ = ()

owyzsza procedure mozna zapamietaé¢ za pomoca sztuczki mnemotechnicznej,
P 72 dure . ietac o sztuczki techn .
polegajacej na potraktowaniu lewej strony rownania (4) jako utamka i przeksztalceniu
go do postaci: dt = % i oblozeniu obu stron znakiem calki, co daje (6). Ten sposob

postepowania nalezy traktowaé¢ WYLACZNIE jako sztuczke mnemotechniczna, bo
pochodna nie jest utamkiem, a catosciowym wyrazeniem).

Rozwiazujac w ten sposéb rownanie (3), mamy
1
t = —k/—dm — —klnm+C,
m

co przeksztatcamy do postaci
m(t) = e“e™™

zatem masa probki wyktadniczo maleje w czasie.

Jest to ogolne rozwiazanie problemu. Gdy mamy do czynienia z konkretnym warunkiem
poczgtkowym, tzn. warunkiem, ze masa probki w danej chwili czasu (powiedzmy
t = 0) jest rowna mg, mamy
m(t) = mee ™
3. Omawiane dotad przyktady mialy jedng ceche wspolna: Istnialo jednoznaczne rozwiazanie
rownania z zadanym warunkiem poczatkowym. Istnieja jednak sytuacje, w ktorych
jednoznaczno$¢ nie ma miejsca.
Rozwazmy roéwnanie:

dz
dt
z warunkiem poczatkowym z(0) = 0.

= a3 (7)

Rozwiazanie ogélne réwnania jest proste do uzyskania:

1 3 2
= /x’ﬁdx = §$§ + C,
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skad, uwzgledniajac warunek poczatkowy

o= (2).

Ale tez! Funkcja x(t) = 0 spelnia zaréwno rownanie (7) jak i warunek poczatkowy
x(0) = 0. Rozwiazanie zatem nie jest jednoznaczne. Niedlugo zobaczymy, przy jakich
warunkach istnienie 1 jednoznacznosé rozwigzania maja miejsce.

2.1 Algorytmy rozwiazywania niektérych réwnan pierwszego rzedu

(Prawie) najogolniejsza postaé¢ réwnania pierwszego rzedu to

y =F(z,y) (8)
gdzie F jest dana funkcja ciagta. Szukamy funkeji y(z), ktéra spelnia réwnanie (8).

1. Rownanie o zmiennych rozdzielonych. Nazywamy tak sytuacje, gdy F(x,y) =
%, gdzie f, g — funkcje ciggte. Wtedy réwnanie (8) przyjmuje postac
f(x)

y'(z) = @

Zapiszmy je w postaci:

9(y(x)) -y () = f(2).
Niech F, G beda funkcjami pierwotnymi do f i g odpowiednio (tzn. F'(z) = f(x),
G'(y) = g(y)). Wtedy powyzsze rownanie mozna zapisaé

(G(y()) = F'(x)

co daje
Gy(z)) = F(x) + C;

rozwiazanie jest wiec dane w postaci uwiklanej. Po odwrdceniu G (jesli sie to da
zrobi¢) mamy

y(z) =G (F(z) +C)
Przykt. Podajmy ogélne rozwiazanie réwnania

—x
y = ¢ ; zakladamy, ze y >0
Y

Postepujac jak powyzej, mamy

d ,
gy =e® lub y—2 =e*, co daje
T

/yd1 z/(fmda:7

—yP=—e"+C, czyli yi(zx)=-2e"+C

i ostatecznie

y(x) =vVC —2e~=.

Uwaga. Do klasy rownan o zmiennych rozdzielonych naleza dwa pierwsze przyklady
z poprzedniej Subsection.



2. Rownanie jednorodne. Nazywamy tak rownanie (8), gdzie prawa strona jest
funkcja zalezaca tylko od ¥:
Y
y =F() )
Rozwiazanie otrzymujemy podstawiajac zamiast y nowa zmienna u, zdefiniowang
jako
Yy
u P —
x
Mamy wtedy:
y(z) = u(z)z, y(z) = (2)r+u()
i wstawiajac to do réwnania (9), otrzymujemy

zu' +u=F(u), codaje u =
co jest rébwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Catkujac je otrzymamy

/%:/f:lnﬂc (10)

Przykl. Rozwiazmy réwnanie:

y2

/
== -2
by =71
Podstawiajac standardowo y = ux, otrzymamy:
2
u“—u—2
uv4azu =u?—2, tzn. o = —"""
T

i calkujac, otrzymujemy:

/E—lnx—&—c—/idu —1/ 1 du=1In aju—2
x T w2 —u—-2 3 u—2 u+1 o u+1)’

i wracajac do zmiennej y, dostajemy rozwigzanie w postaci

y—2zx

Cz3 = .
y+x

badz, gdyby$my chcieli mie¢ rozwiazanie w postaci nieuwiktanej,

Cx®+2
= x.
1-Cx

3. Réwnanie liniowe. Nazywamy tak réwnanie

Y —p(x)y = b(x) (11)

gdzie p, b — zadane funkcje. Gdy b(z) = 0, to rownanie powyzsze nazywamy jednorodnym,
w przeciwnym wypadku méwimy o réwnaniu niejednorodnym.

Uwaga. Sprawdza sie natychmiastowo, ze jesli y; (¢), y2(t) — dwa rozwiazania réwnania

jednorodnego, to ich suma tez jest rozwigzaniem; ponadto, jesli jakie§ rozwigzanie
pomnozy sie przez stala, to réwniez otrzymuje sie rozwiazanie. To pokazuje, ze
rozwiazania rownania jednorodnego sa przestrzeniq wektorowg. Jej wymiar jest rowny
1 — co za chwile zobaczymy.

Ogolny przypadek réownania (11) — réwnania niejednorodnego — rozwiazuje sie w
dwodch etapach. Pierwszy z nich to rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego. Drugi,
to uzyskanie jakiego$ (tzw. szczegdlnego) rozwiazania réwnania niejednorodnego.
Ogodlne rozwiazanie réwnania niejednorodnego bedzie suma powyzszych dwu rozwiazan.
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(a) Rozwiazanie ogolne rownania jednorodnego (RORJ). Mamy

y —plz)y =0,

co jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych. Mamy

d
/—y :lny:/p(a:)dx+c,

Y

i oznaczajac: [p(z)dx = P(z) oraz ¢* = C, mamy
Yoj = Cep(x)y

gdzie C' — dowolna stata, a OJ — 'Ogoélne Jednorodne’.

(b) Rozwiazanie szczegblne rownania niejednorodnego (RSRN). Znajdowanie tego
rozwigzania odbywa sie za pomoca tzw. metody uzmienniania statej. Polega
ona na tym, iz zaktadamy, ze rozwigzanie rownania niejednorodnego jest postaci
ysy = C(z)e’® Zaktadajac te posta¢, wstawiamy ja do réwnania (11) i mamy

C'(2)eP@ + C(x)P'(2)e’® — p(z)C(z)el® = b(x),
a ze P'(z) = p(z), to drugi i trzeci wyraz z lewej strony sie kasuja i dostajemy
C'(x)el @ = b(x),

skad
C(z) = /b(x)e_P(x)dx.

Mozna zapytaé, dlaczego przy catkowaniu nie dopisaliSmy kolejnej dowolne;j
statej? Otoz dlatego, ze dopisanie tej stalej prowadzitoby do dodania do yy
wyrazu proporcjonalnego do réwnania jednorodnego, a wiec nie prowadziloby
do rozwiazania ogoblniejszego, niz juz mamy.

Ostatecznie mamy wzor na rozwiazanie rownania (11)
y(@) = yos +ysy = Ce™™ + / b(z)e " Wda (12)

gdzie C' — dowolna stata.

Przykt. Znajdzmy ogdlne rozwigzanie réwnania

xT

1 e
y+-y=—. (13)
x x
e RORJ: Réwnanie jednorodne: y' + %y = ( jest rébwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Mamy:

d d C :

Y _ ——m, skad Iny=—Inz+c¢ codaje yo;5=— (gdzie C =e°)

Y T T

e ¢ RSRN: Uzmienniamy stala C' tzn. przyjmujemy, ze jest ona funkcja x. Mamy: ysy = Cff),
co po wstawieniu do wyjéciowego réwnania (13) daje, po kilku skroceniach: C’'(x) = e”, skad
C(z) = e”; tak wiec e « « RORN:

C e
y=—+—
T

T
T



2.2 Réwnania 2. rzedu: Obnizenie rzedu r6wnania — pare sztuczek
2.2.1
y' = F(z)

Przykl. Ruch ze stalym przyspieszeniem a. Dwie stale calkowania maja sens fizyczny predkosci oraz

potozenia poczatkowego: x(t) = Fat* + vot + .

2.2.2
y'=F(y)
2.2.3
y' = F(y)
Praykt. Obnizenie rzedu dla réwnania Newtona z sita gradientowa: f = ma, tzn.
ma' = f(x) =~

Po obustronnym pomnozeniu przez ' mamy:
%m ((gc’)2)/ = —(U(z))’, a po scatkowaniu %m(az’)2 =FE-U(x)

gdzie F jest dowolna stala. Jaki jest jej sens fizyczny? Po przeniesieniu —U(z) na druga strone mamy

%m(x/)z +U@) = B

czyli stala C' ma sens fizyczny energii catkowitej.
Otrzymaliémy w ten sposéb rdwnanie pierwszego rzedu. Stad po przeksztalceniu mamy:

o [E-T@)

co jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych. Po scatkowaniu otrzymamy:

m
dt=t—ty= ———dzx.
/ ° /V%E—W@)x
e Oscylator harmoniczny

e ¢ Wahadlo bez przyblizenia matych drgan i ELIPTYSIE.

2.3 Roéwnania wyzszych rzedéw
Okazuje sie, ze réwnanie n—tego rzedu
y(n) = F(:L'7 y’ y/’ A 7y(n_1)) (14>

mozna sprowadzi¢ do ukladu réwnan pierwszego rzedu.
WprowadZzmy bowiem pomocnicze funkcje:

z(r) = y(z)
z(r) = y(z)

t(z) = Y O(x)



Wtedy rownanie (14) mozna zapisa¢ w postaci uktadu réwnar:

21 %)
29 Z3
d
— : = : ) 15
2 . (15)
Zn—1 Zn
Zn F(x,z1,29,...,2,)

Przykt. Réwnanie ruchu oscylatora harmonicznego zapisane jako uktad 2 réwnan I rzedu.

3 Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno$ci — sformul-
owanie i ilustracja

3.1 Wstep ideowy

Rozwazamy tu uklady réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu; zgodnie z otrzymanym
dopiero co wynikiem, dowolne réwnanie n—tego stopnia mozemy wyrazi¢ jako ukitad n
rOwnai pierwszego rzedu.
Zadamy okreslony warunek poczatkowy i zapytamy, kiedy uklad ma jednoznaczne
rozwiazanie.
Odpowiedz dana jest przez twierdzenie (Cauchy’ego)! o istnieniu i jednoznacznosci dla
takich ukladow.
Zanim sformutujemy to twierdzenie, podamy najsampierw wstep ideowy, a potem
przygarsc¢ niezbednych definicji.
Niech x = z(t) € R". Bedziemy rozwaza¢ uktad réwnan rozniczkowych z warunkiem
poczatkowym:
9 P (16)
dt
Def. Odwzorowaniem Picarda nazywamy odwzorowanie A, przeprowadzajace funkcje ¢ :
R>t— x € R"wfunkcje Ap: R >t — x € R", gdzie
t

(Ap)(t) = o+ | F(p(),7)dT. (17)

to

Okazuje sie, ze ¢ jest rozwigzaniem uktadu z warunkiem poczgtkowym p(ty) = xg
<~

@ jest punktem statym odwzorowania A, tzn. p = Ap.

Dow. jest natychmiastowy, jesli sie nie przejmujemy ’drobiazgami’, tzn. porzadnym
okresleniem uzywanych obiektéw oraz ich istnieniem. (Na razie sie tym nie przejmujemy,
ale zrobimy to po6zniej):

Jesli zrozniczkujemy (Ayp)(t), to dostaniemy F( (t),t) (z podstawowego tw. rachunku

d(Ae) d—“" = F(p(t),t). Ponadto (Ayp)(ty) = xo,

rozniczkowego i catkowego); mamy wiec: =57 =
wiec spelniony jest tez warunek poczatkowy.

Koniec dowodu — ale tylko formalnego!

Tu bedzie:

1Zwane tez tw. Picarda lub Picarda—Cauchy’ego



1. Co to jest punkt staty;

2. Jak sie szukato punktu statego przy ciagach rekurencyjnych;
3. Co to jest odwz. zblizajace (zwezajace);

4. agitacja ze jesli A — zblizajace to ma punkt staty;

5. Jesli A — odwz. Picarda to przy pewnych zatozeniach jest zblizajagce — co daje dowéd na
istn. i jednozn. rozw. uktadu (16).

Na razie przyklad: Skonstruujemy rozwiazanie uktadu (16) przez kolejne iteracje odwzorowania

A.
Przykt. Znajdzmy rozwiazanie réwnania rézniczkowego z warunkiem poczatkowym:
d
d—j:ﬂc+t, vo = x(0) =1 (18)

metoda Picarda.
Musimy wzia¢ jaka$ funkcje i nastepnie dziala¢ na nia kolejnymi potegami odwzorowania Picarda.
Wezmy dla prostoty:

zo(t) =1, z,(t) = Az,—1(t) = 0 —|—/0 (t + zp—1(t))dt.

Liczymy kolejno:

t
1
le(t):1+/0(T+1)dT:1+t+§t2;

t
1 2 1
zo(t) =1+ | (T+1+7+ =72)dr =1+t + —t* + —t3;
o 2! 2l 3l

t
2 1 2 2 1
xg(t):1+/0 (T+1+T+§T2+§T?’)d721+t+at2+§t3+jt4;

t
— 2 2 2 3 1 4 _ 2 2 23 24 1 5.

itd. Z postaci kilku pierwszych wyrazéw ciaggu funkcji xt) tatwo chyba juz domyéli¢ sie postaci n—tego
elementu:

2 2 2 1
D=14t+t3+ -t 4 g —— ¢+
Tall) = Lt o G ek S
W czym mozna rozpoznaé rozwiniecie w szereg funkcji
z(t)=e —1—t.

Czytelnik zechce sie przekonacé, ze powyzsza funkcja jest rozwigzaniem problemu (18).

3.2 Przy pewnych warunkach odwz. Picarda jest zwezajace

3.2.1 (Gdzie dziala odwz. Picarda

Powiemy teraz nieco — podajac jedynie definicje z niewielkim komentarzem — przestrzens
A: M — M w ktoérej dziata odwz. Picarda;

Przestrzen metryczna odwzorowan M. Rozpatrzmy wszystkie mozliwe odwzorowania
ciagle h walca: ||[x—xo|| <V, |[t—to| < @' w przestrzen euklidesowa R". Przez M oznaczymy
zbiér takich odwzorowan, spetniajacych ponadto warunek

[h(z, D] < Clt = to (19)
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(dla takich odwzorowar, w szczegdlnosci, jest spelnione: h(z,ty) = 0).
Mozemy uczyni¢ z M przestrzen metryczng, jesli wprowadzimy metryke p: Dla dwoch
odwzorowan hy, ho ich odlegloéé¢ definiujemy jako

p(hi; he) = [|hy = hal| = sup |ha(@,t) — ha(, ).

|t—t0|<a’,||z—m0||<b’

Tw. Zbior M wyposazony w powyzsza metryke p jest przestrzenia metryczna zupelina.
Zdefiniujmy odwzorowanie A : M — M przyjmujac

(AR) (. 1) = [ "Flo+ hiz, 1), 7)dr (20)

to

3.2.2 Kiedy odwz. Picarda jest zwezajace

Okazuje sie, ze jesli odcinek czasu, na ktorym rozpatrujemy ewolucje dana przez ukltad
(16) jest maly, to gwarantuje juz to, ze odwz. Picarda bedzie zwezajace.

Tw. Jesli warto$¢ a’ jest dostatecznie mata, to wzor (20) okresla odwzorowanie zwezajace
przestrzeni M w siebie.

Dow.

nie bedzie.

I jako wniosek mamy:

3.3 Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznos$ci rozwiazania

Tw. (Cauchy’ego® o lokalnym istnieniu i jednoznacznodci rozwigzania uktadu réwnan
rozniczkowych 1. rzedu.
Rozwazmy uktad réownan roézniczkowych z warunkiem poczatkowym:

dz
= F(t, z) (21)
Niech prawa strona F' bedzie rozniczkowalna w sposob ciagly w otoczeniu punktu (¢g, o).

Woéwczas istnieje takie otoczenie punktu ¢y, w ktorym okreslone jest rozwiazanie
uktadu (21) przy warunku poczatkowym ¢(tg) = x, gdzie = jest dowolnym punktem
dostatecznie bliskim xy,. Rozwiazanie to zalezy przy tym od punktu poczatkowego w
sposob ciagty.

Dow. Przy powyzszych zalozeniach, odwzorowanie Picarda A zdefiniowane w poprzednie;j
Subsection jest zwezajace. Skoro tak, to posiada punkt staty, ktory jest rozwiazaniem
uktadu (16).

CBDO

(oczywiscie, przy tych wszystkich kawalkach pominietych...)

Uwaga. (dla zainteresowanych) Czesto w sformutowaniu zalozeri twierdzenia spotyka
sie tzw. warunek Lipschitza, ktory jest stabszy niz powyzsze zatozenie, ze I jest rézniczkowalna
w sposob ciagly. Do kompletu wiec:

Moéwimy, ze F' spelnia warunek Lipschitza w pierwszym argumencie, tzn. istnieje taka

stata L, ze:
VoY P2, t) = F@ )] < Lz — 2] (22)

tela,b] z,2’'€O

2Zwane tez tw. Picarda lub Picarda—Cauchy’ego



4 Rownania i uklady liniowe

Def. Uktadem réwnan liniowych nazywamy uklad (21) z prawa czescia zalezaca liniowo

od x:
do — A()x(t) + b(t),
{x(to) = %o -

Tu z(t) € R™, b(t) € R", A(t) jest macierza n x n. Zakladamy, ze wszystkie elementy
macierzy A(t) oraz wektora niejednorodnosci b(t) zaleza w sposéb ciggly od t dla t € [a, b]
(jaki$ odcinek).

Uwaga (terminologiczna). Analogicznie jak w przypadku rownania I rzedu, uktad (24)
nazywamy niejednorodnym, gdy b(t) = 0, oraz niejednorodnym, gdy b(t) Z 0.

I takoz podobnie jak w przypadku réwnania I rzedu: Jesli xy(t),z2(t) sa dwoma
rozwiazaniami uktadu jednorodnego, to ich suma i — ogélniej — ich dowolna liniowa kombinacja
tez jest rozwiazaniem. Tak wiec rozwiazania ukladu jednorodnego maja strukture przestrzeni
wektorowe;j.

Zapytajmy teraz, jak wyglada sprawa istnienia i jednoznaczno$ci rozwiazan dla uktadow
rownan liniowych. W celu zbadania tej sytuacji zauwazmy najsampierw, ze dla uktadow
rownan liniowych warunek Lipschitza jest spetniony:

I1F(t, ) = F(t, )| = [[A(t)z +b(t) — A()" = b(t)]| = [|A®) (x = 2)[| < [[AD)]] - []o— 2]
Funkcja t — ||A(%)|| jest ciggta. Oznaczajac

L = sup [[A@)]]

t€la,b]

widzimy, ze jest spelniony warunek Lipschitza ze stala L. Poniewaz warunek Lipschitza
jest spelniony, to istnieje lokalnie jednoznaczne rozwiagzanie.

Ale dzieki temu, ze uklad (24) jest liniowy, mozna o rozwiazaniu podaé¢ znacznie
dokladniejsze informacje, niz w ogélnym przypadku. Ale to juz pominiemy.

5 Uklady liniowe o stalych wspoélczynnikach

Wazna klasa uktadéw rownan liniowych, dla ktorych istnieje ogblny algorytm rozwiazywania,
sa uklady o stalych wspdtczynnikach, tzn. uktady (24), dla ktérych macierz A nie zalezy
od czasu.
Rozpatrujemy wiec:
dx

= = Aa() +b(t),  wlto) = o (24)

Poku$my sie o nieco wiecej, szukajac ogdlnego rozwiazania ukladu 9 = Ax(t) + b(t),
bez specyfikowania warunku poczatkowego. Rozwiazywanie takiego ukladu przebiega,
podobnie jak dla rownania I. rzedu, w dwoch etapach: i) Znalezienie ROUJ, ii) znalezienie
RSUJ; wtedy: iii) ROUN = ROUJ+RSUJ.

Rozwiazanie takiego uktadu tatwo znalezé: Okazuje sie ze:

z(t) = et g,
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5.1 Przyklady — w inny sposé6b.

Tu beda przyklady ukladéw réwnan liniowych, najsampierw jednorodne.
1. Wezmy uktad z# = Az, gdzie A =

][

Zgodnie z ogblna recepta, liczymy wielomian charakterystyczny macierzy: wa(\) =
(1 — X\)% — 4, ktorego pierwiastki: A\; = —1, \y = 3 s3 wartosciami wlasnymi A.

; i z warunkiem poczatkowym zy = z(0) =

Bedziemy tez tu potrzebowaé wektoréw wlasnych A:

2 2 1
vy = Ker (A — \I) = Ker [2 2]:[_1]

oraz

-2 2 1
UQZKGI'(A—)\QI):KGI'[ 5 _21:[11

(Pamietacie, co to jest Ker, czyli jadro? Jadrem macierzy M nazywamy zbior
wektorow z, takich, ze Mx = 0. Powiedzenie, ze i—ty wektor wtasny v; jest jadrem
macierzy A — A1 to to samo, co powiedzie¢, ze v; jest rozwiazaniem ukltadu réwnan

(A — )\lI)UZ = 0, tzn. Avi = )\zvz)

Po znalezieniu wektorow wtasnych, rozkladamy wektor warunku poczatkowego w

bazie wektoréw wtasnych: xo = cjv; + cov9 1 znajdujemy, ze ¢ = 3,co = —1. Mamy
dalej
ot 3t
x(t) = ety = eAt(cl’U1+02’02) = ey Hcge™uy = 37— 13y = l e,t + 3§t ]
e "+ 3e
. . . 2 1 .
2. Wezmy teraz uktad # = Ax, gdzie A = 1 9|7 warunkiem poczatkowym

zo=x(0) = le(O) ] = [6 :

Postepujemy analogicznie jak uprzednio: liczymy wielomian charakterystyczny macierzy:
wa(N) = (2 = \)? + 1, ktorego pierwiastki, tzn. wartosci wlasne A, sa tym razem
zespolone: \y =2 — i, Ay =2+ 1.

Liczb zespolonych ba¢ sie tu nie nalezy. Na posrednich etapach rachunkow (wartosci
wlasne, wektory wlasne) mozemy mie¢ do czynienia z liczbami zespolonymi; ale pod
koniec (jesli sie nie pomylimy) musza one wystapi¢ w takiej kombinacji, aby koricowy
wynik byt liczba rzeczywista.

Liczymy znéw wektory wlasne A:

vlzKer(A—)\ll):Kerl_Zl 11:[21,

U2:Ker(A—/\2I):Ker[:i —12]:[_2]
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(Uktady réwnan z liczbami zespolonymi rozwiazujemy tak samo, jak znane nam
uktady z liczbami rzeczywistymi).

Rozkladamy wektor warunku poczatkowego w bazie wektoréw wilasnych:

2
Ty = [6]261@14_62@2

1 otrzymujemy
61:3—?:, 02:3+i

Stad rozwiazanie w chwili ¢ jest

Aot

At At
(c1v1 + covg) = 1™y + ce™? vy

z(t) = eMlayg=e

; q ; —it —it ; it it
. o (2-i)t ] N4t | TV 2t 3ie A +e - 326 + €‘ .
- (3 2)6 [ 1 1 + (3 + Z)e [ 1 ‘| =€ [ Be—zt o ,l’e—zt + 3€zt + iezt )

i, przypominajac sobie zalezno$ci miedzy funkcja wyktadnicza (od argumentu urojonego)
a funkcjami trygonometrycznymi: cost = St sint = €= otrzymujemy

2 2
ostatecznie rozwiazanie w postaci

x(t) = 2e* [

cost+ 3sint
3cost —sint |-

6 Rownania liniowe

6.1

Réwnania jednorodne

Znalez¢ rozwigzania ogblne nastepujacych rownai:

1.

y'+y' —2y = 0. (y' = ¢ itd.) Tworzymy réwnanie charakterystyczne: A2 +A—2 = 0,
ktorego pierwiastki to \; = —2, Ay = 1. Zatem rozwigzanie ogblne jest postaci:
y = Cre 2 + Cyet, O, Cy — dowolne stale.

. y"—4y’ = 0. Rownanie charakterystyczne: \2—4\ = 0, ktérego pierwiastki to A\, = 4,

o = 0. Zatem rozwiazanie ogolne jest postaci: y = Che* +Cse”t = Cie*4-Cs, C1, Cy
— dowolne stale.

. y" +y = 0. Réwnanie charakterystyczne: A\ + 1 = 0, ktorego pierwiastki to \; = i,

Xy = —i. Zatem rozwiazanie ogolne jest postaci: y = aie + ase™*. Rozwiazanie,
zamiast w postaci wyktadniczej, mozna rownowaznie zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:y =
Cicost + Cysint, Cp, Cy — dowolne state.

. y" + 6y + 13y = 0. Réownanie charakterystyczne: A2 + 6\ + 13 = 0, ktoérego

pierwiastki to A\ = —3 — 47, \y = —3 + 4i. Zatem rozwiazanie ogdlne jest postaci:
y = a1 737 L gpe( T3 = 73 (g e71 4 gye™), co réwnowaznie mozna zapisad
w postaci trygonometrycznej: y = =3 (C} cos 4t + Cy sin 4t), C;, Cy — dowolne stale.

.y" — 2y +y = 0. Réwnanie charakterystyczne: \> — 2\ + 1 = 0 posiada jeden

pierwiastek podwojny A = 1, zatem rozwiazanie ogolne jest y = (C + Cat)e’.
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6.2 Roéwnania niejednorodne

Znalez¢ rozwiazania og6lne nastepujacych réwnai:

1. y" + 4y = €' (*). i) Znajdujemy Rozwiazanie Ogblne Roéwnania Jednorodnego
(RORJ), tzn. z prawa strona réwna zeru: y” + 4y = 0. Roéwnanie charakterystyczne:
A2 44 = 0 ma pierwiastki: \; = 2i, Ay = —2i. Wypisujemy od razu RORJ w postaci
trygonometrycznej: RORJ= C sin 2¢t+C5 cos 2t. ii) Znajdujemy Rozwiazanie Szczegolne
Rownania Niejednorodnego (RSRN) metoda ’'zgadywania’: Przewidujemy postaé
rozwiazania yy jako: yn = Ae’, gdzie A jest stala; po wstawieniu yx do (*) dostajemy:
5A¢! = €', skad A = 1, zatem RSRN=1¢'. i) Rozwigzanie Ogolne Réwnania
Niejednorodnego (RSRN) jest suma RORJ i RSRN: RORN=C sin 2t 4+ C5 cos 2t +

1t
e

2.y — 9y = (12t — 8)e™® (**). 1) RORJ: A\ — 9 = 0 ma pierwiastki \; = 3, Ay = —3.
RORJ = C1e* + Cye™3". 1) RSRN: Niejednorodno$é jest 'zgadywalna’, (bo jest
postaci: wielomian razy funkcja wyktadnicza). Wyktadnik niejednorodnosci pokrywa
si¢ z jedna z wartosci wlasnych, zatem RSRN przewidujemy w postaci: yy = t(A +
Bt)e 3, gdzie A i B sa stalymi, ktére musimy wyznaczyé¢. Po wstawieniu yy do (**)
dostajemy: (—2B —6A —12Bt)e 3! = (12t —8)e ™3, skad, poréwnujac wspotczynniki
przy potegach wielomianéw po obu stronach, dostajemy: —12Bt = 12¢,2B—6A = 8,
skad B = —1, A = 1. ) RSRN = RORJ + RSRN = (€3 + Coe 3 + (1 — t)e 3.
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