Matematyka I — lista zadan nr 5.
Motto: Szumy, zlepy, CIAGI

1. Obliczy¢ granice ciagow:

(a) Bz, = ML_}_QCOS<2H+1);
142440 . .
(b) z, = e sin 2",
) W, 123
" 2n% +3 ’
m).m__ﬁ+2?+§+-~+n?

5n3 —2n2 +3n + 2
I+24+--+n n

(¢) zn = n+3 S
5-3"2 434"
() x 2n_|_4n+5
<n+2>
n
) z, = vni+n+3—
toVn?+2n+5—
O).xn:1+§+i+~-+%

2 4 2n
1+2+34+... 42
Oa:_(n+$uwn+m!

Vo = 3 = (nt 1)

vVnt4+nd4+n+sinn

(k)

n>+n+7
2. W Pokazac¢, ze lim /n = 1.Wsk. Najsampierw wykaza¢ nieréwnos¢ podobna do
1
nierownosci Bernoulliego: Vpenpse @ Vo >0 @ (1 +2)" > 1+ nw + (n;)x?.

Nastepnie postepowaé podobnie jak przy dowodzie rownosci nh_)ngo Ya=1 (a>0),
ktory byl na wyktadzie.

3. Wykorzystujac twierdzenie o trzech ciagach, obliczyé granice nastepujacych ciagow:

(a) Mz, = 5-4"+7-97

(b) W x, {L/G 3" 4 (cosn)" + 7 - 427,

(¢) z, = m

(d) Ixn: 5n — 3 cos(2n);
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(f) 2, = V213 —n2+5n+9

1 1 1
h) Bz, = )
(h) W2 " n2+1+n2+2+ +n2—|—n

(i) @, = (WH (n+2) — nln—1)(n+ 3))
() Ixn:n(\B/n3+n+1—n)

(k) @ = (W “D(n+2) - n>
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(m) z, = ( Und(n+1)7 — n)

Pokaza¢, ze nlLIIC}O 27" = 0. Wsk. Pokaza¢ najsampierw, ze n < 2" dla dowolnego

n € N, a nastepnie skorzysta¢ z tw. o trzech ciagach, umiejetnie szacujac 27".

B Rozszerzy¢ powyzszy wynik pokazujac, ze dla ciagu a, = a", gdzie |a|] < 1

zachodzi lim a, = 0. Wsk. Pokaza¢ najsampierw, ze % > a" dla n > M; jakie

. n—oo
mozna tu wybraé¢ M?

B Wykorzystujac powyzsze zadanie, przypomnie¢ sobie (lub wyprowadzi¢ — jesli
ktos nie zna) wzor na sume szeregu geometrycznego: Niech s, = 1+q+¢*+---+¢";
wtedy lim s, = 1%(1 dla |¢| < 1.

an+1
an
do zera. Wsk. Wykorzysta¢ powyzsze zadanie oraz twierdzenie o trzech ciggach do

oszacowania ciagu {a,}.

B Pokazaé, ze jesli ciag {a,} spetia: lim =q < 1, to ciag {a,} jest zbiezny

n—oo

B Pokazac, ze:

10

(@) Jim 5 =0
2"n!
b) i =0.
(b) Jfim =
. (nh)?
(c) 7}5&(2”)! =0
Pokaza¢, ze: a) lim — = 0; b) lim - 0, gdzie a jest dowolna liczbg.
n—co | n—co !

O putapkach dowodow kalkulatorowych: Kuszace jest liczenie numeryczne granic cia-
géw, np. gdy ktos nie potrafi inaczej, lub kiedy chce sprawdzié¢ czy dobrze policzyt
w inny sposob. Np. wiekszo$é przyktadow z zad. 1 daje sie sprawdzi¢ w ten sposéb
(a wszystkie, jesli ktos pokombinuje, aby nie przekroczy¢ zakresu standardowego
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kalkulatora). Czasem jednak ten sposob moze by¢ mylacy. Np: Policzy¢ kilka pierw-
szych wyrazéw ciagu anlg%. Dla jakiego n nastepuje przepelnienie kalkulatora? Ile
wynosi granica ciggu? Poroéwnaé¢ zachowanie kilku pierwszych wyrazow z wartoscia
granicy. Wyjasnic obserwowane zjawisko przez oszacowanie, dla jakiego n wartosé
a, jest maksymalna; oszacowaé, poczawszy od jakiego n mamy a, < 1, a, < 1073,
a, < 1079,

n!

Pokaza¢, ze lim — = 0.
n—oonn

1 2 3
B Pokazaé, ze ciag a, = 5 + 72 + 5 + -+ 2% jest zbiezny. Oszacowaé granice
tego ciagu. Uwaga: Granice policzy¢ nietrudno, jesli zna sie patent — pojawi sie on

za ok. miesiac. W tym momencie liczenie granicy nie jest obowiazkowe.
Jw. dla ciagu a, = x 4 22* + 32° + - - - + na", |z| < 1.
Jw. dla ci 1+22+32+ +n2
.dlaciagua,=-+=+ =+ +—.
v a8 o T2 g8 on
L. 1 1. - L . .

Pokazac, ze ciag a, = 14+ 5 + -+ -+ —; jest zblezny. Pokazac, ze granica jest nie
wieksza niz 2. Uwaga. Granica jest policzalna, ale patent jest bardziej wysrubowany

—moze bedzie o tym w 3. semestrze. Jesli kogo$ ciekawi, niech znajdzie gdzie§ wartosé
doktadng granicy (np. w Wikipedii) i poréwna z powyzszym oszacowaniem.

1 1 1
Jw. dlaciqguan:1+¥+374+...+ﬁ_
Pare zadan o kresach

Zbada¢ ograniczono$¢ 1 wyznaczy¢ (jesli istnieja) kresy nastepujacych zbiorow:
1
(a) IX:{2+3n ; nEN}

2 !
(b) X:{% : neN}

(c) MX = {nsin(n;) ; nEN}

(d) IX:{3+(7;21I§ : neN}

Wyznaczy¢ kresy zbiorow:
n
A= :neN }
@ A={-"= i n

(b) B_{nik ; k,nEN}

Ciagi rekurencyjne

Zmalez¢ granice ciggéw rekurencyjnych: Wsk. do zadan ponizej: Naturalnym kandy-
datem na granice ciagu rekurencyjnego x, 1 = f(z,) jest punkt staty funkcji f, tzn.
liczba z* spetiajaca f(z*) = z*. Trzeba to jednak uzasadnic.

3
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(a) zo=0a >0, xp41 = 2y/x,. Wsk. Pokaza¢, ze dla a < 4 ciag jest rosnacy i ogra-
niczony (przez co?) a dla a > 4 — malejacy i ograniczony. (Przy wykazywaniu
tego dopuszczalne jest uzywanie rachunku rézniczkowego). Liczenie kolejnych
wyrazow ciaggu mozna zilustrowaé graficznie (pomocne jako ilustracja tego, jak
ciag dazy do granicy, ale nie jest to dowod).

(b) Mxg=a> 0,2, = V2 + 3z, Wsk. jw.
(¢) xo=a>0,2,.1 = V6 + Tx,. Wsk. jw.

1
T, + 1

(d) zo=a> 0,211 =2 — . Wsk. jw.

3
(e) Mxg=a>0,z,41 =2+ —. Wsk. Pokaza¢, ze podciag wyrazow parzystych
xTL
jest monotoniczny (rosnacy czy malejacy? — odpowiedz zalezy od a) i podciag
wyrazow nieparzystych jest tez monotoniczny (jaki doktadniej? — odpowiedz tez
zalezy od a). Podciagi te sa wiec zbiezne. Pokazaé, ze ich granica jest wspolna,

jest wiec granica wyjSciowego ciggu.

1
(f) o =a> 0,2, =1+ —. Wsk. jw.

n
(g) ro=a>0,2z,41 = ex L. Wik jw.
Ciagi z funkcjami exp i In
B Ponizsze dwie wlasnosci funkcji wyktadniczej i logarytmicznej beda dowodzone
niedtugo na wyktadzie, ale prosze si¢ z nimi zapoznac teraz.
e Funkcje: wyktadnicza i logarytmiczna sa ciggte.

e Maja miejsce nieréwnosci: Vyer: 1 4+ < €%, Vooq: ¥ < ﬁ Zilustrowac je na
wykresie.

e Wywnioskowaé, ze wynikaja z nich nieréwnosci: Dla x > 0, zachodzi: “7’1 <

nr<z—1
B Uzywajac powyzszych faktow pokazaé nastepujace twierdzenie.
Tw. Niech beda dane dwa ciagi {an}, {b,} o wlasnosciach: lim a, =0, lim b, = oo,

przy czym granica nhrgo apb, = g jest skoniczona. Wtedy nhrglo (14 ap)’ = e

Znalez¢ granice ciagow:

(o) W, = (142,

(b) W, <1 _ 1)”,

- (2
(d) Wu, — (1 - i) o
(©) un = (”*6)



(f) Wu, = nt2 u
"\Bn2+1

22. Znalezé granice ciagow:
(a) Bz, =n[ln(n+5) —Inn]

(b) W, =n(Ja—1)

o e (P2

V24 B3+ T\
(d> Tp =
3
(€) zn=V2 V2 22
23. Udowodnié¢ twierdzenie Stolza:

Jezeli sa dane dwa ciagi {z,}, {yn}, przy czym:

(a) Ciag {y,} jest scisle rosnacy,

(b) Ciag {y,} jest rozbiezny do nieskoriczonosci: lim y, = oo,

n—oo
.. . Tp — Tpn-1
(c) Istnieje lim ————,
"0 Yn = Yn—1
Ly — Tp—1

. ITn .
to im — = lim .

24. Korzystajac z twierdzenia Stolza, pokazacé, ze:

(a) 1 P+ 4. 40 1
a 11m = —
n—oo n' A
T L e 1
(b) ogdlnie 1im ] R ke N,
1P 428 ook n 1
I . — - keEN,
(<) ninolo< nF k+1) 2
P43+ 4 2n+ 1)k 2F
d) i - , keN.
(d) Jim, s P



