MATEMATYKA II — cigglo$¢ 1 r6zniczkowalnosé
lista nr 6, 31.03.2012

Przypomnienie def.: Funkcja jest rézniczkowalna rzedu r, jezeli ma wszystkie pochodne
czastkowe do rzedu r wlacznie i sg one ciagte.

1. Zbada¢ ciagto$¢ nastepujacych funkcji f : R? 3 (z,y) — f(z,y) € R:

() J0.0) =01 f(z,9) = 5= 5 dia (2,) # (0,0);
() (0,0) =01 f(w.y) = 575 dla (,9) # (0,0);
23 +y3

(C> f(07 0) =01 f(x,y) - dla (l’,y) # (070)

1'2 + y2
2. Obliczy¢ z definicji pochodne kierunkowe podanych nizej funkcji w kierunku po-
danych nizej wektorow.

(a) f(z,y) =2®+ 2y + 3y — 1 w punkcie p = (1, 1) w kierunku wektora v = [2, 1].

@) fo.y) = 535

(b) f(z,y) = In(z* +y%);

() f(w,y,2) = Va2 +y* + 2%
(d) flx,y,2) = ﬁ;

(&) flw,y) = arcteys

() f(u,0) =Inu+Inv);

(8) g(w,y,2) = (sinz)”*;

4. Obliczy¢ z definicji pochodne czastkowe pierwszego rzedu nastepujacych funkeji w
nastepujacych punktach:

(a) f(z,y) =z +y— Va2 +y? w punkcie p = (3,4);
(b) f(z,y) =In(z + ;) w punkcie p = (1,2);
(c) f(x,y,2) = xy?® + yz% + vz w punkcie p = (1, —1,1).

5. Zbada¢ rézniczkowalno$é¢ funkcji:

(a) f(

lesy) = VT
(b) f(e.9) = VA



10.

11.

12.

13.

(c) z zad. 1b);
o 4yt

dla
x? 492

(d) funkcji: f: R? 3 (z,y) — f(z,y) € R: f(0,0) =01 f(z,y) =
(z,y) # (0,0).
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. Niech f: RS (2,y) — f(a,y) € R: £(0,0) = 01 f(z,y) = x4”“"+yy2 dla (z,y) #

(0,0). Pokaza¢, ze f jest ciagla oraz ma pochodne czastkowe w dowolnym punkcie
plaszczyzny, ale nie jest rozniczkowalna w (0,0). Pokaza¢, ze f ma w punkcie (0,0)
pochodne kierunkowe we wszystkich kierunkach.

Niech f(z,y) =¥, x > 0,y > 0. Pokaza¢, ze a(fgy = 8611ng'

. Niech f(z,y) = arctg, x # 0. Pokaza¢, ze Of = Of

dxdy? — 0y20x’
Znalez¢ pochodne czastkowe drugiego rzedu nastepujacych funkeji:
(a) f(z,y) =In(z + V2% + yZ;
— Tty .
(b) g(,y) = arctg{™L;

(c) h(z,y,z) = Va2 +y? + 22 — 2xz.

Pokazaé, ze 2. pochodne czastkowe mieszane ponizszej funkcji istnieja w (0,0), ale

2’ 2
nie sg tam rowne: f: R? > (z,y) — f(z,y) € R: f(0,0) =01 f(z,y) = xy; +z2
dla (z,y) # (0,0).

Obliczy¢ macierz Jacobiego superpozycji 7' o S dwoch odwzorowan i sprawdzié, ze
D(ToS)= DT oDS:

(a) S:R!'2 2 — (x, log(l+ z1)) € R?,

T:R?*5 (u,v) — (sinu, e**, 1) € R3.
S:R¥> (z,y,2) — (x—y—2) €RY
T:R'>t— (24, 1+t 0) € R

S:R?3 (x,y) — (zy, x +y, sinxy) € R3,
T:R>(X,Y,Z) = (X +Y + 7, —Y) € R

Niech f bedzie funkcja rézniczkowalna na R. Pokazac, ze funkcja z(z,y) = y f(2? —
y?) spelnia réwnanie rézniczkowe

10:, 10
xdr yoy y

z
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Niech f bedzie funkcja rézniczkowalna na R. Pokazaé, ze funkcja z(z,y) = f <y) —
x
z? — y? spelnia réwnanie

0z 0z 5



14. Pokaza¢, ze funkcja: z(z,t) = ¢(xz — vt) + ¥(x + vt), gdzie ¢, 1 sa dwukrotnie
rézniczkowalnymi funkcjami, za§ v — parametr, spelnia réwnanie

02z 0%

— =v=.
ot? ox?
Uwaga. Powyzsze rownanie to rdwnanie falowe, opisujace rozchodzenie sie fali w

o$rodku jednowymiarowym. Zinterpretowac¢ powyzsze rozwiazanie jako superpozycje
dwu fal o dowolnym ksztalcie, rozchodzacych sie w przeciwnych kierunkach.



