MATEMATYKA 1II — odwzorowania odwrotne, f. uwiklane
lista zadan nr 7, 25.04.2012

1. Ponizsze odwzorowania okreslaja rozne uktady wspotrzednych. W kazdym przypadku:
Policzy¢ pochodna tzn. znalezé macierz Jacobiego; znalezé¢ jej wyznacznik czyli
jakobian; zobaczy¢, gdzie jakobian sie zeruje; tam, gdzie sie da, napisa¢ odwzorowanie
odwrotne; znalez¢é 1 naszkicowaé linie wspolrzednych. W zadaniach ponizej: x,y
— wsp. kartezjanskie na R?; z,y,z — wsp. kartezjaniskie na R3; z,y,z,t — wsp.
kartezjanskie na R*.

(a) Wspolrzedne biegunowe na plaszczyinie: (1, ¢) :

r = T1coso,
y = rsing.
(b) Uogolnione wspotrzedne biegunowe na plaszczyznie: (r,¢) :
r = arcoso,
{ y = brsing. ’ 2,6>0.
(c) Wspotrzedne: (£,7) definiowane przez:
r = 52 _7727
y = 2

Odp. Liniami wspoétrzednych sa parabole wspétogniskowe. Rysunek, p. Fichtenholz,
t. ITI, ustep! 604.

(d) Wspotrzedne: (u,v) definiowane przez:

r = wucoshwv,
y = wusinho.

(e) Wspolrzedne: (£,7) definiowane przez:

— £
{ X - §2+772’
V= g
Odp. Liniami wspoétrzednych sg okregi przechodzace przez §rodek ukl. wspotrzednych.
Rysunek, p. Fichtenholz, t. III, ustep 604.2.

(f) Wspolrzedne: (p, q) definiowane przez:

y: = 2pz,
v = 2qy.

Wsk. © Rys. P. Fichtenholz j.w.

!Tak s3 tam nazywane podrozdzialy...



(g) Wspolrzedne eliptyczne (i, v) na plaszczyznie:
{ x = acoshpucosv,

y = asinhpsinv.

Odp. Krzywe p =const sa elipsami (o jakim réownaniu?), za§ v =const —
hiperbolami (o jakim réwnaniu?)

(h) Wspotrzedne walcowe (r, ¢, () w R? :

r = 7rcoso,
y = rsing,
z = (.
(i) Wspotrzedne sferyczne (1,0, ¢) w R3 :
xr = rsinfcos o,
y = rsinfsing,
z = rcosé.

(j) Uogolnione wspolrzedne sferyczne (1,0, ¢) w R3 :

r = arsinfcoso,
y = brsinfsing, , a,b,c>0.
z = crcosf.

(k) Wspotrzedne 'walcowe’ (r, 0,6, 7) w R* :

= rsinfcos ¢,
= rsin#sin ¢,
= rcosé,

= T

+ N e 8

2. Obliczy¢ pochodna (-e) funkcji zlozonej:

(a) u=e""%, gdzie x = cost, y = t?; obliczy¢ 9
(b) u= a3+ 1>+ zy* x =sint, y = €; obhczyc
(

(c

) u
) u
) z = arctg (z — y), v = 2t, y = 3t?; obliczy¢ %
)
)

0z 0Oz
d) z = 2%y — y*x, gdzie © = ucosv, y = usinv. Obhczyc Fey 5o-
(e) z = f(z* + y e™), gdzie f : R?* — R — dowolna funkcja rézniczkowalna.
Obliczy¢ 8;, aZ

3. Pokazad, ze funkcja z = ¢(x?+y?), gdzie ¢ : R — R — dowolna funkcja rézniczkowalna,
spelnia réwnanie:

0z 0z

4. Niech u = sinx + F(siny — sinz), gdzie gdzie F' : R — R — dowolna funkcja
rozniczkowalna. Sprawdzi¢, ze niezaleznie od postaci F

U ou
— COST + — COS Y = COS X COS Y.

dy ox



5. Niech 2ty + xy* — az?y? = a°. Znalez¢ % przy x =y = a.
6. Obliczy¢ j—g 1 3272 dla funkcji uwiktanej y(z), okreslonej nastepujacymi réwnaniami:

(a) %+ 3zy — y* = ¢

(b) y—esiny = x. Dla jakich € funkcja y(z) jest okreslona globalnie (dla wszystkich
xr € R)?

In/x? + y* = arctg £.

22y — 2t —yt = ot

C

(e
(f

xy —Iny = a.

)
)
)
)yt =av.

7. (Przyklad wazny w termodynamice). Niech F(z,y, z) = 0. Zakladajac, ze w jakims
punkcie wszystkie pochodne czastkowe F' sa rézne od zera w jakims$ punkcie py =
(%0, Yo, 20), tak ze dowolna zmienna daje sie w otoczeniu py wyrazi¢ jednoznacznie
jako funkcja dwoch pozostatych (tak ze np. x = z(y, 2) itd.), pokazac, ze

Ov Oy _,. Oy 0z Oz _
oy Oz ' 0z 0x Oy

8. Pokaza¢, ze podstawiajac w rownaniu

d>y | dy

nowq zmienng t okre§long przez: x = €', otrzymamy rownanie

d*u
@‘FUZO.

9. Przeksztalci¢ réwnanie rézniczkowe wprowadzajac nowa zmienna:

d? d
(1 —xQ)d—:Uyz —l—ﬁ%—rﬂy? =0, x=cost

10. Wykazaé, ze réwnanie Laplace’a w R?:

u  O*u

92 "o Y

we wspoélrzednych biegunowych (7, ¢) (jesli kto§ nie pamieta definicji to jest wyzej)
przyjmuje postaé

820+ 1 82v+18v B

or?2  r20¢*>  ror a

11. Napisa¢ dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a w zmiennych u = ﬁﬂﬂ, v = ﬁ

12. Napisa¢ dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a w zmiennych wu,v okreSlonych przez:
r =e"cosv, y = e¥sinv.



13. Przechodzac do wspélrzednych sferycznych pokazaé, ze wyrazenia:

wo (00, (0u), (u\ P, Pu Pu
-\ 0oz oy 0z )’ C0x2  O0y? 022

przyjmuja postac
N AN W T N SN LT
~\or r2 \ 00 r2sin?9 \ ¢ ) ’

LB Lov 1 e 1o oo
C0r?2  r2002  r2sin?600¢% - ror r2 00




