
MATEMATYKA II � odwzorowania odwrotne, f. uwikªane

lista zada« nr 7, 25.04.2012

1. Poni»sze odwzorowania okre±laj¡ ró»ne ukªady wspóªrz¦dnych. W ka»dym przypadku:
Policzy¢ pochodn¡ tzn. znale¹¢ macierz Jacobiego; znale¹¢ jej wyznacznik czyli
jakobian; zobaczy¢, gdzie jakobian si¦ zeruje; tam, gdzie si¦ da, napisa¢ odwzorowanie
odwrotne; znale¹¢ i naszkicowa¢ linie wspóªrz¦dnych. W zadaniach poni»ej: x, y
� wsp. kartezja«skie na R2; x, y, z � wsp. kartezja«skie na R3; x, y, z, t � wsp.
kartezja«skie na R4.

(a) Wspóªrz¦dne biegunowe na pªaszczy¹nie: (r, φ) :{
x = r cosφ,
y = r sinφ.

(b) Uogólnione wspóªrz¦dne biegunowe na pªaszczy¹nie: (r, φ) :{
x = ar cosφ,
y = br sinφ.

, a, b > 0.

(c) Wspóªrz¦dne: (ξ, η) de�niowane przez:{
x = ξ2 − η2,
y = 2ξη.

Odp. Liniami wspóªrz¦dnych s¡ parabole wspóªogniskowe. Rysunek, p. Fichtenholz,
t. III, ust¦p1 604.

(d) Wspóªrz¦dne: (u, v) de�niowane przez:{
x = u cosh v,
y = u sinh v.

(e) Wspóªrz¦dne: (ξ, η) de�niowane przez:{
x = ξ

ξ2+η2 ,

y = η
ξ2+η2 .

Odp. Liniami wspóªrz¦dnych s¡ okr¦gi przechodz¡ce przez ±rodek ukl. wspóªrz¦dnych.
Rysunek, p. Fichtenholz, t. III, ust¦p 604.2.

(f) Wspóªrz¦dne: (p, q) de�niowane przez:{
y2 = 2px,
x2 = 2qy.

Wsk. i Rys. P. Fichtenholz j.w.

1Tak s¡ tam nazywane podrozdziaªy...
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(g) Wspóªrz¦dne eliptyczne (µ, ν) na pªaszczy¹nie:{
x = a coshµ cos ν,
y = a sinhµ sin ν.

Odp. Krzywe µ =const s¡ elipsami (o jakim równaniu?), za± ν =const �
hiperbolami (o jakim równaniu?)

(h) Wspóªrz¦dne walcowe (r, φ, ζ) w R3 :
x = r cosφ,
y = r sinφ,
z = ζ.

(i) Wspóªrz¦dne sferyczne (r, θ, φ) w R3 :
x = r sin θ cosφ,
y = r sin θ sinφ,
z = r cos θ.

(j) Uogólnione wspóªrz¦dne sferyczne (r, θ, φ) w R3 :
x = ar sin θ cosφ,
y = br sin θ sinφ,
z = cr cos θ.

, a, b, c > 0.

(k) Wspóªrz¦dne 'walcowe' (r, θ, φ, τ) w R4 :
x = r sin θ cosφ,
y = r sin θ sinφ,
z = r cos θ,
t = τ.

2. Obliczy¢ pochodn¡ (-e) funkcji zªo»onej:

(a) u = ex−3y, gdzie x = cos t, y = t2; obliczy¢ dudt .

(b) u = x3 + y3 + xy2; x = sin t, y = et; obliczy¢ dudt .

(c) z = arctg (x− y), x = 2t, y = 3t2; obliczy¢ dzdt .
(d) z = x2y − y2x, gdzie x = u cos v, y = u sin v. Obliczy¢ ∂z

∂u
, ∂z
∂v
.

(e) z = f(x2 + y2, exy), gdzie f : R2 → R � dowolna funkcja ró»niczkowalna.
Obliczy¢ ∂z

∂x
, ∂z
∂y
.

3. Pokaza¢, »e funkcja z = φ(x2+y2), gdzie φ : R→ R � dowolna funkcja ró»niczkowalna,
speªnia równanie:

y
∂z

∂x
− z ∂z
∂y
= 0.

4. Niech u = sinx + F (sin y − sin x), gdzie gdzie F : R → R � dowolna funkcja
ró»niczkowalna. Sprawdzi¢, »e niezale»nie od postaci F

∂u

∂y
cosx+

∂u

∂x
cos y = cos x cos y.
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5. Niech x4y + xy4 − ax2y2 = a5. Znale¹¢ dydx przy x = y = a.

6. Obliczy¢ dydx i d
2y
dx2 dla funkcji uwikªanej y(x), okre±lonej nast¦puj¡cymi równaniami:

(a) x2 + 3xy − y2 = c2;
(b) y−ε sin y = x. Dla jakich ε funkcja y(x) jest okre±lona globalnie (dla wszystkich
x ∈ R)?

(c) ln
√
x2 + y2 = arctg y

x
.

(d) x2y2 − x4 − y4 = a4.
(e) xy − ln y = a.
(f) yx = xy.

7. (Przykªad wa»ny w termodynamice). Niech F (x, y, z) = 0. Zakªadaj¡c, »e w jakim±
punkcie wszystkie pochodne cz¡stkowe F s¡ ró»ne od zera w jakim± punkcie p0 =
(x0, y0, z0), tak »e dowolna zmienna daje si¦ w otoczeniu p0 wyrazi¢ jednoznacznie
jako funkcja dwóch pozostaªych (tak »e np. x ≡ x(y, z) itd.), pokaza¢, »e

∂x

∂y
· ∂y
∂x
= 1;

∂y

∂z
· ∂z
∂x
· ∂x
∂y
= −1.

8. Pokaza¢, »e podstawiaj¡c w równaniu

x2
d2y
dx2
+ x
dy
dx
+ y = 0

now¡ zmienn¡ t okre±lon¡ przez: x = et, otrzymamy równanie

d2u
dt2
+ u = 0.

9. Przeksztaªci¢ równanie ró»niczkowe wprowadzaj¡c now¡ zmienn¡:

(1− x2)d
2y

dx2
+
dy
dx
+ n2y2 = 0, x = cos t

10. Wykaza¢, »e równanie Laplace'a w R2:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

we wspóªrz¦dnych biegunowych (r, φ) (je±li kto± nie pami¦ta de�nicji to jest wy»ej)
przyjmuje posta¢

∂2v

∂r2
+
1
r2
∂2v

∂φ2
+
1
r

∂v

∂r
= 0.

11. Napisa¢ dwuwymiarowe równanie Laplace'a w zmiennych u = x
x2+y2 , v =

y
x2+y2 .

12. Napisa¢ dwuwymiarowe równanie Laplace'a w zmiennych u, v okre±lonych przez:
x = eu cos v, y = eu sin v.
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13. Przechodz¡c do wspóªrz¦dnych sferycznych pokaza¢, »e wyra»enia:

K =
(
∂u

∂x

)2
+
(
∂u

∂y

)2
+
(
∂u

∂z

)2
, L =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

przyjmuj¡ posta¢

K̃ =
(
∂v

∂r

)2
+
1
r2

(
∂v

∂θ

)2
+

1
r2 sin2 θ

(
∂v

∂φ

)2
,

L̃ =
∂2v

∂r2
+
1
r2
∂2v

∂θ2
+

1
r2 sin2 θ

∂2v

∂φ2
+
1
r

∂v

∂r
+
ctg θ
r2
∂v

∂θ
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