
Notatki do ¢wi
ze« z analizy i algebry.ALGEBRAZadanie 1Zbada¢ 
zy wektor v mo»na przedstawi¢ jako kombina
j� liniow¡ wektorów e1 i e2, gdzie
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
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ii) v =


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
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
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

 ,Odpowied¹: i) tak: v = 2e1 − e2, ii) nie.Zadanie 2Czy wektory
w1 =

[

1 + 2i
i

]

, w2 =

[

7 − i
3 + i

]

,s¡ liniowo zale»ne? Zbada¢ spraw� nad 
iaªem R i nad 
iaªem C.Rozwi¡zanie: Pytamy, 
zy równanie
x1w1 + x2w2 = 0 ,(tªuste zero ozna
za zero przestrzeni wektorowej, 
zyli wektor zerowy!) ma rozwi¡zaniedla xi ∈ R1, gdy nad R1 oraz xi ∈ C1 gdy nad C. Rozwi¡»my:
x1(1 + 2i) + x2(7 − i) = 0 ,

x1 i + x2(3 + i) = 0 ,Z drugiego x1 = (−1 + 3i)x2 i to do pierwszego, 
o da: [(1 + 2i)(−1 + 3i) + 7 − i]x2 = 0.To istotnie jest zero, niezale»nie od warto±
i x2. Rozwi¡zaniami s¡ wi�
 dowolne x2 i
x1 = (−1 + 3i)x2. Wida¢ jednak, »e je±li x2 ∈ R to x1 jest zespolone. Zatem nad Rwektory w1 i w2 s¡ liniowo niezale»ne, ale nad C zale»ne.Zadanie 3Zbada¢ liniow¡ niezale»no±¢ nad 
iaªem R i nad C wektorów
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
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oraz
ii) f1 =





0
1
2



 , f2 =





1
i
−i



 , f3 =





i
1
1



 .Rozwi¡zanie: W przypadku i) wida¢ goªym okiem, »e s¡ liniowo zale»ne nad R borównanie λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 + λ4e4 = 0 ma rozwi¡zanie λ1 = λ2 = λ4 = λ, λ3 = −2λ dladowolnego λ, a skoro s¡ liniowo zale»ne nad R to i nad C1 te», bo R1 ⊂ C.Uwaga: ustalona wy»ej liniowa zale»no±¢ e1, e2, e3 i e4 ozna
za, »e np. e3 = −1
2
e1 −

1
2
e2 − 1

2
e4, tj., »e e3 jest kombina
j¡ liniow¡ pozostaªy
h. W zasadzie zamiast bada¢istnienie niezerowy
h rozwi¡za« równania λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 + λ4e4 = 0 mogliby±mypostawi¢ problem, 
zy wektor e3 jest liniowo zale»ny od pozostaªy
h. To jest jednakmniej ogólne: mogªoby si� np. okaza¢, »e sam wektor e3 nie daje sie przedstawi¢ jakokombina
ja liniowa e1, e2 i e4, ale te trzy wektory s¡ liniowo zale»ne. Np. gdyby bada¢problem liniowej zale»no±
i wektorów
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
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
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
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

1
0
1


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


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

 ,to okazaªoby si� (
o w przypadku bardziej skomplikowany
h wektorów nie musiaªoby by¢od razu tak ªatwo wido
zne), »e v3 nie jest kombina
j¡ liniow¡ v1, v2 i v4, niemniej tetrzy wektory: v1, v2 i v4 s¡ liniowo zale»ne i tym samym 
ztery wektory v1, v2, v3 i v4s¡ liniowo zale»ne. Badaj¡
 i
h liniow¡ zale»no±¢ przez pytanie o istnienie niezerowy
hrozwi¡za« równania λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 + λ4v4 = 0 dostaliby±my, »e niezerowym rozwi¡-zaniem jest λ1 = λ2 = −λ4 = λ i λ3 = 0, 
zyli v1 + v2 − v4 = 0. Jest jasne, »e to niepozwala wyrazi¢ v3 przez pozostaªe (bo λ3 = 0).W przypadku ii) rozwi¡zujemy równanie ξ1f1 + ξ2f2 + ξ3f3 = 0, 
zyli ukªad
ξ2 + iξ3 = 0 ,

ξ1 + iξ2 + ξ3 = 0 ,

2ξ1 − iξ2 + ξ3 = 0 .Dodaj¡
 pierwsze pomno»one przez i do trze
iego dostajemy ξ1 = 0. Uwzgl�dniaj¡
 to, zdrugiego dodanego do trze
iego znajdujemy 2ξ3 = 0 
zyli ξ3 = 0 i wtedy (z pierwszego)
ξ2 = 0 te». Zatem wektory f1, f2, f3 s¡ linowo niezale»ne nad obydwoma 
iaªami R i C.Zadanie 4Zbada¢ liniow¡ zale»no±¢ wektorów.
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
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
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
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Rozwi¡zanie: Rozwi¡zujemy równanie x1w1 + x2w2 + x3w3 = 0, 
zyli ukªad
2x1 + 2ix2 + x3 = 0 ,

ix1 − x2 + 2x3 = 0 ,

−ix1 + x2 + 3x3 = 0 .Dodanie drugiego do trze
iego daje x3 = 0. Wtedy pierwsze sprowadza si� do x1+ix2 = 0,a drugie do ix1 − x2 = 0, 
zyli do pierwszego pomno»onego przez i. Zatem szukanymrozwi¡zaniem jest x2 = ix1, x3 = 0 i x1 dowolne. Poniewa» albo x1 albo x2 jest zespolone(albo nawet oba) to wektory w1, w2 oraz w3 s¡ liniowo zale»ne nad C, ale nie nad R.Zadanie 5Dowie±¢, »e je±li wektory e1, e2 oraz e3 s¡ liniowo niezale»ne (nad R lub C) to takimi» s¡i wektory
f1 = e1 + e2 + e3 ,

f2 = e1 + e2 ,

f3 = e2 + e3 .Rozwi¡zanie: Jak zwykle pytamy, 
zy z faktu, »e λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0 wynika, »e
λ1 = λ2 = λ3 = 0. Wiemy teraz tak»e, i» równanie ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3 = 0 ma tylkorozwi¡zanie ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0. Piszemy wi�
:

0 = λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = λ1(e1 + e2 + e3) + λ2(e1 + e2) + λ3(e2 + e3)

= (λ1 + λ2)e1 + (λ1 + λ2 + λ3)e2 + (λ1 + λ3)e3Zatem na mo
y zaªo»enia musimy mie¢ λ1 +λ2 = 0, λ1 +λ2 +λ3 = 0 i λ1 +λ3 = 0. Drugiez pierwszym daje λ3 = 0, wtedy trze
ie daje λ1 = 0 i na konie
 z drugiego wynika wtedy»e i λ2 = 0.Zadanie 6Dowie±¢, »e nast�puj¡
e zbiory wektorów-funk
ji (tj. wektorów z przestrzeni V = Map(R1, R1))s¡ liniowo niezale»ne
a) sin x, cos x ,

b) 1, sin x, cos x ,

c) sin x, sin 2x, . . . , sin nx

d) 1, cos x, cos 2x, . . . , cos nx

e) 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cos nx, sin nx .Rozwi¡zanie: W przypadku a) jest jasne, »e λ sin x + ξ cos x = 0 mo»e dla wszystki
h
x ∈ (a, b) ⊂ R1 za
hodzi¢ tylko dla λ = ξ = 0: je±li x = kπ i x = lπ + 1

2
π nale»¡ do (a, b)to jest to trywialne, jesli nie, to mo»na zró»ni
zkowa¢ i ma si� λ cosx − ξ sin x = 0 oraz3



λ sin x+ξ cos x = 0 i znów jedynym rozwi¡zaniem obu dla wszystki
h x-ów jest λ = ξ = 0.To samo w przypadku b): η 1 + λ sinx + ξ cos x = 0 dla wszystki
h x ∈ (a, b) ⊂ R1 te»wymaga η = λ = ξ = 0 (aby to zoba
zy¢, mo»na znów zró»ni
zkowa¢ i dostaniemy ten samproblem, 
o w punk
ie a). W przypadku c) mo»emy posªu»y¢ si� induk
j¡. Zakªadamy, »ewektory te s¡ liniowo niezale»ne dla jakiego± n (dla n = 1 jest to o
zywiste) i sprawdzamy,
zy z tego wynika to samo dla n + 1, to zna
zy, »e
f(x) ≡ λ1 sin x + λ2 sin 2x + . . . + λn sin nx + λn+1 sin(n + 1)x ≡ 0 ,(symbol ≡ przypomina, »e ma to by¢ 0 dla wszystki
h x) tylko dla λ1 = λ2 = λn =

λn+1 = 0. Skoro ma to za
hodzi¢ dla wszystki
h x to zna
zy »e i
d2

dx2
f(x) ≡ −λ1 sin x − 22λ2 sin 2x + . . . − n2λn sin nx − (n + 1)2λn+1 sin(n + 1)x ≡ 0 .Mno»ymy f(x) przez (n + 1)2 i dodajemy do tego tu wy»ej, 
o da

[(n + 1)2 − 1]λ1 sin x + [(n + 1)2 − 4]λ2 sin 2x + . . . + [(n + 1)2 − n2]λn sin nx ≡ 0 ,To za± na mo
y induk
yjnego zaªo»enia o liniowej niezale»no±
i wektorów sin x, . . ., sin nxozna
za, ze [(n + 1)2 − 1]λ1 = [(n + 1)2 − 4]λ2 = . . . = [(n + 1)2 − n2]λn = 0. St¡dzeru musz¡ by¢ wszystkie λi o i = 1, . . . , n z wyj¡tkiem ewentualnie k-tej, o takim k,»e (n + 1)2 − k2 = 0. Ale to si� nie mo»e zdarzy¢, bo w induk
ji rozpatrujemy tylko
n + 1 > k. Zatem λ1 = λ2 = . . . λn = 0 i z to»samo±
iowego znikanie f(x) wynika, i»tak»e λn+1 = 0. W przypadku d) tak»e posªugujemy si� induk
j¡. Zakªadamy, »e teza(liniowa niezale»no±¢) jest prawdziwa dla n mamy pokaza¢, »e

g(x) ≡ η + λ1 cos x + λ2 cos 2x + . . . + λn cos nx + λn+1 cos(n + 1)x ≡ 0 ,po
i¡ga za sob¡ η = λ1 = . . . = λn = λn+1 = 0. Mno»ymy g(x) przez (n+1)2 i odejmujemyod tego dwakro¢ zró»ni
zkowane g(x) = 0. Jak wy»ej wynika st¡d, »e λ1 = λ2 = . . . λn = 0i zostaje nam w g(x) = 0 tylko η+λn+1 cos(n+1)x = 0, 
o znów wymaga by η = λn+1 = 0.Wresz
ie w przypadku e) tak»e zakªadamy, »e η+λ1 cos x+ξ1 sin x+λn cos nx+ξn sin nx =
0 tylko dla η = λ1 = ξ1 = . . . = λn = ξn = 0 i robimy dla n + 1 sztu
zk� z drug¡po
hodn¡, 
o zostawia nam η + λn+1 cos(n + 1)x + ξn+1 sin(n + 1)x = 0. To te» wymaga,by η = λn+1 = ξn+1 = 0 (
ho¢by na mo
y tego, »e teza jest prawdziwa dla n = 1, a
zym»e si� ró»ni x od (n + 1)x? - tylko dziedzin¡...)Zadanie 7Dowie±¢, »e wektory

f1 = sin x, f2 = sin3 x, f3 = sin 3x ,z przestrzeni wektorowej V = Map(R1, R1) s¡ liniowo zale»ne.Rozwi¡zanie: To proste
sin 3x = sin(2x + x) = sin 2x cos x + sin x cos 2x

= 2 sin x cos2 x + sin x(1 − 2 sin2 x) = 3 sin x − 4 sin3 x .4



Czyli f3 = 3f1 − 4f2, 
o dowodzi, »e f1, f2, f3 s¡ liniowo zale»ne.Zadanie 8Dowie±¢, »e wektory
e1 =





1
2
3



 , e2 =





3
1
2



 , e3 =





2
3
1



 ,tworz¡ baz� przestrzeni wektorowej R3.Uwaga: je±li w wektora
h, tj. w ty
h kwadratowy
h nawiasika
h, maj¡ by¢ tylko li
zbyrze
zywiste - bo tak sobie de�niujemy t� przestrze« - to musi to by¢ przestrze« wektorowanad 
iaªem R; gdyby±my bowiem dopu±
ili mno»enie wektorów przez li
zby zespolone, tow nawiasika
h wyst¡piªyby z konie
zno±
i tak»e li
zby zespolone wbrew naszemu okre-±leniu tej przestrzeni. W drug¡ za± stron� rze
z jest mo»liwa: mo»emy sobie arbitralnieokre±li¢ przestrze« wektorow¡ w taki sposób, »e w nawiasika
h mog¡ wyst¡pi¢ tak»e li
zbyzespolone, ale dopusz
za¢ tylko kombina
je liniowe o wspóª
zynnika
h rze
zywisty
h. Wtakim przypadku stosuj¡ si� uwagi o bazie i wymiarze takiej przestrzeni umiesz
zone nako«
u tego zadania.Rozwi¡zanie: Trzeba pokaza¢, »e dowolny wektor w mo»na przedstawi¢ jako kombina
j�liniow¡ ty
h trze
h, tj. w posta
i x1e1 + x2e2 + x3e3 = w. Nie
h w = [a, b, c]. Trzebapokaza¢, »e ukªad równa«
x1 + 3x2 + 2x3 = a, 2x2 + 4x3 = a + b − c

2x1 + x2 + 3x3 = b, 4x1 + 2x3 = −a + b + c

3x1 + 2x2 + x3 = c, 2x1 + 4x2 = a − b + cma rozwi¡zanie. Mno»¡
 pierwsze równanie przez −2 i dodaj¡
 je do trze
iego
2x2 + 4x3 = a + b − c

4x1 + 2x3 = −a + b + c

2x1 − 8x3 = −a − 3b + 3cTeraz trze
ie razy −2 i doda¢ do drugiego. Otrzymujemy 18x3 = a+7b−5c. Czyli mamy
x3. W podobny sposób mo»na znale¹¢ 18x1 = −5a + b + 7c oraz 18x2 = 7a − 5b + c(symetria równa«!). �atwo sprawdzi¢, »e to dobry wynik. Skoro jest (jednozna
zne) roz-wi¡zanie dla dowolnego wektora w to (e1, e2, e3) tworz¡ baz�.Uwaga: Wyja±nijmy sobie na najprostszym przykªadzie jesz
ze jedn¡ spraw�: dwa wek-tory

e1 =

[

1
0

]

, e2 =

[

0
1

]

,rozpinaj¡ 
aª¡ przestrze« wektorow¡ V nad 
iaªem R skªadaj¡
¡ si� z wektorów posta
i
w =

[

x1

x2

]

, o x1, x2 ∈ R ,5



bo dowolny taki wektor mo»na przedstawi¢ jako w = x1 e1 + x2 e2, tj. jako kombina
j�liniow¡ e1 i e2 z rze
zywistymi wspóª
zynnikami. Przestrze« ta jest zatem dwuwymiarowa,bo jej baza skªada si� z dwu wektorów. Te same dwa wektory e1 i e2 nie rozpinaj¡ jednak
aªej przestrzeni wektorowej W , te» nad 
iaªem R, skªadaj¡
ej si� z wektorów posta
i
w =

[

z1

z2

]

, o z1, z2 ∈ C ,bo np. wektora
[

1
i

]

,nie mo»na dosta¢ z kombina
ji linowej x1 e1 + x2 e2 o rze
zywisty
h wspóª
zynnika
h x1 i
x2. Do tego trzeba wzi¡¢ wi�ksz¡ baz�, np.:

e1 =

[

1
0

]

, e2 =

[

0
1

]

, e3 =

[

i
0

]

, e4 =

[

0
i

]

.Czyli taka przestrze« wektorowa (nad 
iaªem R) jest 
zterowymiarowa. O
zywi±
ie, je±liprzestrze« wektorowa jest nad 
iaªem C to te 
ztery powy»sze wektory s¡ parami do siebiepropor
jonalne (e2 = i e1, e4 = i e3), 
zyli liniowo zale»ne. Wtedy baza ma dwa wektoryi ta przestrze« wektorowa (nad 
iaªem C) jest tylko dwuwymiarowa.Zadanie 9Znale¹¢ wymiar i jak¡± baz� podprzestrzeni wektorowej E ⊂ R4 rozpinanej przez wektory
v1, . . ., v5

v1 =









2
1
2
1









, v2 =









3
3
4
2









, v3 =









3
−1
−1
3









, v4 =









−1
1
−1
1









, v5 =









2
3
7
−2









,Rozwi¡zanie: Poniewa» R
4 ma wymiar 4, zatem przynajmniej jeden z ty
h wektorówmusi by¢ liniowo zale»ny od pozostaªy
h. Odrzu¢my ostatni (bo ma brzydkie li
zby). Abyzoba
zy¢, 
zy pierwsze 
ztery s¡ liniowo zale»ne spróbujmy (tro
h� na �
hybiª -tra�ª�)zapisa¢ 
zwarty jako kombina
j� liniow¡ trze
h pierwszy
h, tj. jako v4 = x1v1 + x2v2 +

x3v3. To daje ukªad równa«
2x1 + 3x2 + 3x3 = −1 ,

x1 + 3x2 − x3 = 1 ,

2x1 + 4x2 − x3 = −1 ,

x1 + 2x2 + 3x3 = 1 .We¹my trzy pierwsze na razie. Odj¡¢ od trze
iego pierwsze. To da x2 = 4x3. Wstawiamyto do dwu pierwszy
h i mamy ukªad
2x1 + 15x3 = −1 ,

x1 + 11x3 = 1 .6



To ªatwo rozwi¡za¢ (drugie razy dwa i odj¡¢ od pierwszego). St¡d mamy jako rozwi¡zanieukªadu trze
h pierwszy
h równa«
x1 = −26

7
, x2 =

12

7
, x3 =

3

7
.Teraz mo»emy sprawdzi¢ ostatnie

−26

7
+ 2 · 12

7
+ 3 · 3

7
= −1 .(Cztery równania na trzy zmienne - trzeba mie¢ sz
z�±
ie »eby tak si� udaªo!!) To dowodzi,»e 
ztery pierwsze wektory s¡ liniowo zale»ne bo

−26

7
v1 +

12

7
v2 +

3

7
v3 − v4 = 0 .Zarazem z jednozna
zno±
i tego rozwi¡zania wynika, »e jak by±my wzi�li którekolwiekdwa wektory z v1, v2, v3 to si� nie uda, tzn. v4 nie jest kombina
j¡ liniow¡ tylko dwu zni
h. Zatem wymiar podprzestrzeni E jest równy 
onajmniej 3. Skoro jednak si� okazaªo,»e z 
ztere
h wektorów v1, v2, v3 i v4 tylko trzy s¡ liniowo niezale»ne, to trzeba wró
i¢i zapyta¢, 
zy nie jest w takim razie mo»liwe doª¡
zenie v5 , tzn. trzeba sprawdzi¢ 
zyukªad wektorów v1 v3, v4 i v5, nie jest przypadkiem liniowo niezale»ny. Je±li jest, to v5si� powinnien da¢ zapisa¢ jako x1 v1 + x2 v3 + x3 v4. Sprawd¹my to:

2x1 + 3x3 − x4 = 2 ,

x1 − x3 + x4 = 3 ,

2x1 − x3 − x4 = 7 ,

x1 + 3x3 + x4 = −2 .Najpierw rozwi¡zujemy pierwsze trzy: od pierwszego trze
ie da 4x3 = −5, 
zyli x3 = −5
4
.To do drugiego i trze
iego:

x1 + x4 =
7

4
,

2x1 − x4 =
23

4
.Dodanie stronami da x1 = 10

4
i wtedy z pierwszego wy»ej x4 = 7

2
− 10

4
= −3

4
. �atwosprawdzi¢, »e to jest dobre rozwi¡zanie trze
h pierwszy
h równa«. Sprawdzamy terazostatnie, 
zwarte: x1 + 3x3 + x4 = 10

4
− 3 · 5

4
− 3

4
= −8

4
= −2. Czyli to 
zwarte te» jestwtedy speªnione! Zatem ostate
znie v5 jest kombina
j¡ liniow¡ v1, v3, i v4 
zyli jest odni
h liniowo zale»ny. Poniewa» ju» wiemy, »e v1, v3 i v4 te» s¡ liniowo niezale»ne, wi�
baz� podprzestrzeni E mog¡ tworzy¢ wektory v1, v3, v4.
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Zadanie 10Jak w zadaniu 9 tylko z wektorami
v1 =









1
0
0
−1









, v2 =









2
1
1
0









, v3 =









1
1
1
1









, v4 =









1
2
3
4









, v5 =









0
1
3
4









,Rozwi¡zanie: Jak i poprzednio (nawet nad 
iaªem R, bo wszystkie li
zby w kolumienka
hs¡ 
zysto rze
zywiste) pi�¢ wektorów nie mo»e by¢ liniowo niezale»ny
h. Teraz jednakpostapimy bardziej regulaminowo i zbadamy warunek
λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 + λ4v4 + λ5v5 = 0 .Mamy zatem ukªad równa�:

λ1 + 2λ2 + λ3 + λ4 = 0

λ2 + λ3 + 2λ4 + λ5 = 0

λ2 + λ3 + 3λ4 + 2λ5 = 0

−λ1 + λ3 + 4λ4 + 3λ5 = 0Drugie od trze
iego daje λ4 + λ5 = 0; pomijaj¡
 trze
ie piszemy wi�
 pozostaªe równania(eliminuj¡
 z ni
h λ5):
λ1 + 2λ2 + λ3 + λ4 = 0

λ2 + λ3 + λ4 = 0

−λ1 + λ3 + λ4 = 0Teraz ostatnie minus przedostatnie da λ1 + λ2 = 0. Po wykorzystaniu tego pierwsze itrze
ie staj¡ si� to»same z drugim. Zatem zostaje do speªnienia tylko λ2 + λ3 + λ4 = 0;mamy wi�
 jedno równanie na trzy niewiadome! Wida¢, »e rozwi¡zanie mo»na napisa¢ wposta
i
λ1 = ξ , λ2 = −ξ , λ3 = ξ − η , λ4 = η , λ5 = −η .

ξ i η s¡ tu zupeªnie dowolnymi li
zbami. Mamy zatem dla dowolny
h warto±
i ξ i ηzwi¡zek
ξ v1 − ξ v2 + (ξ − η)v3 + η v4 − η v5 = 0 .Mo»emy tu np. poªo»y¢ ξ = 0 i η = 1 albo ξ = 1 i η = 0, 
o da zwi¡zki

v5 = −v3 + v4 , v1 = −v2 + v3 ,pokazuj¡
e, »e np. v1 oraz v5 mo»na przedstawi¢ w posta
i kombina
ji liniowy
h v2, v3 i
v5. Te trzy wektory mog¡ wi�
 stanowi¢ baz� 
aªej podprzestrzeni rozpi�tej przez v1, v2,
v3, v4 i v5. 8



Zadanie 11Znale¹¢ sum� prost¡ i prze
i�
ie dwu podprzestrzeni w R3 rozpinany
h przez dwa zbiorywektorów:
V =











1
3
1



 ,





1
1
−1



 ,





1
3
3











,

W =











1
2
3



 ,





2
3
−1



 ,





1
1
−4











.Rozwi¡zanie:. Najpierw znajdziemy i
h sum� prost¡. Je±li 3 wektory V (lub W ) s¡liniowo niezale»ne, to rozpinaj¡ 
aª¡ przestrze« wektorow¡ R3 i V = R3 (W = R3) iwtedy w o
zywisty sposób V ⊕W = R3. Sprawd¹my wi�
 liniow¡ niezale»no±¢ wektorówz V . Ukªad
x1 + x2 + x3 = 0 ,

3x1 + x2 + 3x3 = 0 ,

x1 − x2 + 3x3 = 0 ,ma jak ªatwo sprawdzi¢ tylko rozwi¡zanie x1 = x2 = x3 = 0, zatem rze
zywi±
ie V = R3i V ⊕ W = R3. Je±li za± 
hodzi o W to goªym okiem wida¢, »e w3 = −w1 + w2, wi�
podprzestrze« W jest tylko dwuwymiarowa i jest rozpinana np. przez w1 i w2. Poniewa»
V = R

3 to prze
i�
ie V z W , tj. poprzestrze« utworzona przez wyktory takie,»e nale»¡one jedno
ze±nie do V i do W jest sam¡ podprzestrzeni¡ W (bo W ⊂ V = R3).Zadanie 12Znale¹¢ wymiar i baz� podprzestrzeni E ⊂ R4 rozpi�tej przez wektory
w1 =









1
2
3
4









, w2 =









1
1
3
1









, w3 =









0
2
1
3









, w4 =









1
3
3
7









.Znale¹¢ tak»e ogóln¡ posta¢ wektora z E.Rozwi¡zanie: Znów zoba
zmy, 
zy si� da przedstawi¢ w4 w posta
i x1w1 +x2w2 +x3w3.Aby si� daªo musi by¢ speªniony ukªad równa«:
x1 + x2 = 1 ,

2x1 + x2 + 2x3 = 3 ,

3x1 + 3x2 + x3 = 3 ,

4x1 + x2 + 3x3 = 7 .9



Rozwi¡»my trzy pierwsze, a potem sprawdzimy ostatnie. Drugie minus pierwsze daje
x3 = 1 − 1

2
x1. To do trze
iego i mamy razem z pierwszym ukªad (kolejny!)

x1 + x2 = 1 ,
5

2
x1 + 3x2 = 2 .St¡d ju» ªatwo i mamy jako rozwi¡zanie trze
h pierwszy
h

x1 = 2 , x2 = −1 , x3 = 0 .(�atwo sprawdzi¢, »e to rozwi¡zuje trzy pierwsze równania). Teraz sprawdzamy 
zwarte:
2 · (4) − 1 · (1) + 0 · (3) = 7 .Hurra! Znów si� udaªo! Czyli w4 jest liniowo zale»ny od w1, w2 i w3: w4 = 2w1 − w2.Co wi�
ej znów rozwi¡zanie jest jednozna
zne, wi�
 wszystkie trzy, w1, w2 i w3, s¡ ju»liniowo niezale»ne. Zatem wymiar dimE = 3, a jej baz¡ mog¡ by¢ te trzy wektory.O
zywi±
ie dowolny wektor nale»¡
y do E ma posta¢

x1w1 + x2w2 + x3w3 =









x1 + x2

2x1 + x2 + 2x3

3x1 + 3x2 + x3

4x1 + x2 + 3x3









=









a
b
c
d









.Na u»ytek zadania 13 wygodnie b�dzie przedstawi¢ ten wektor tak, »e trzy jego pierwszeskªadowe b�d¡ dowolne, a 
zwarta b�dzie si� wyra»aªa przez trzy pierwsze. W tym 
eluzast�pujemy w drugim i trze
im wierszu x1 + x2 przez a, tak by znikªo z ni
h x1









a
2a − x2 + 2x3

3a + x3

4a − 3x2 + 3x3









=









a
b
c
d









.W nast�pnym kroku zast�pujemy 3a + x3 przez c a w drugim i 
zwartym wierszu zast�-pujemy x3 przez c − 3a. W ten sposób








a
−4a + 2c − x2

c
−5a + 3c − 3x2









=









a
b
c
d









.Wresz
ie, w drugim wierszu zast�pujemy −4a + 2c − x2 przez b, a w 
zwartym zamiast
x2 dajemy −4a + 2c − b. W ten sposób posta± wektora z E jest taka









a
b
c

7a + 3b − 3c









.10



Zadanie 13Znale¹¢ wymiar i baz� podprzestrzeni F ⊂ R4 rozpi�tej przez wszystkie wektory posta
i








x
y
z
t









,
2y − 2z − t = 0

x − 4y + 4z + 2t = 0
.Rozwi¡zanie: dwa razy pierwszy warunek plus drugi da x = 0. Z pierwszego za± mamy,»e t = 2y − 2z. Wektory rozpinaj¡
e E s¡ wi�
 posta
i









0
y
z

2y − 2z









= y









0
1
0
2









+ z









0
0
1
−2









≡ y e1 + z e2 .Wektory e1 i e2 s¡ ewidentnie liniowo niezale»ne. Zatem dimF = 2 i jej baz¡ mog¡ by¢
e1 i e2.Zadanie 14Znale¹¢ wymiar i baz� sumy oraz prze
i�
ia podprzestrzeni E z zadania 12 i podprzestrzeni
F z zadania 13.Rozwi¡zanie: Conajmniej jeden z pi�
iu wektorów
w1 =









1
2
3
4









, w2 =









1
1
3
1









, w3 =









0
2
1
3









, w4 =









0
1
0
2









, w5 =









0
0
1
−2









,rozpinaj¡
y
h E ⊕ F musi by¢ liniowo zale»ny od pozostaªy
h. Wyrzu¢my pierwszy bonajbardziej skomplikowany. Zoba
zmy nast�pnie, 
zy w2 si� da zapisa¢ jako kombina
jaliniowa w3, w4 i w5. Goªym okiem wida¢, »e si� nie da. Co wi�
ej, ªatwo sprawdzi¢, »erównanie xw3 + yw4 + zw5 = 0 ma tylko rozwi¡zanie x = y = z = 0. Zatem E ⊕F = R4bo jest rozpinana przez 
ztery wektory w2, w3, w4 i w5, które mo»na przyj¡¢ za jej baz�.Teraz prze
i�
ie E i F . Tworz¡ je wektory nale»¡
e i do E i do F . Ozna
za to, »ewektory te musz¡ si� da¢ jedno
ze±nie przedstawi¢ w dwu posta
ia
h








a
b
c

7a + 3(b − c)









=









0
y
z

2y − 2z









.Wida¢, »e aby tak byªo musi by¢ a = 0, b = y, c = z i do tego jesz
ze musi za
hodzi¢równo±¢ 7a + 3(b− c) = 2(y − z). Ale skoro a = 0, b = y, c = z to mo»e tak by¢ tylko dla11



b = c. Zatem ogóln¡ posta
ia wektora nale»¡
ego do prze
i�
ia podprzestrzeni E i F jest








0
b
b
0









.Zatem prze
i�
ie E i F jest podprzestrzeni¡ jednowymiarow¡ rozpinan¡ przez jakikolwiekwektor powy»szej posta
i (np. z b = 1).Zadanie 15Pokaza¢, »e podprzestrze« liniowa E ⊂ R4 zªo»ona z wektorów posta
i








x
y
z
t









,
3z − 4t = 0

x − y + z + t = 0
,jest rozpinana przez dwa wektory.Rozwi¡zanie: Warunki s¡ dwa na 
ztery skªadowe. We¹my x i z jako niezale»ne. Wtedy

t = 3
4
z oraz (po wstawieniu tego do drugiego warunku) x − y + 7

4
z = 0, 
zyli y = x + 7

4
z.Zatem ka»dy wektor z E musi mie¢ posta¢

λ1









1
1
0
0









+ λ3
1

4









0
7
4
3









.

Zadanie 16Pokaza¢, »e podprzestrze« E rozpi�ta przez wektory v1, v2, v3, v4 posta
i
v1 =









1
0
2
i









, v2 =









0
i
1

1 − i









, v3 =









2
−i
1
0









, v4 =









3
0
4
1









,zawiera wektory
w1 =









1
i
3
1









, oraz w2 =









2
0
2

1 − i









,oraz, »e wektory w1, w2, v3, v4 rozpinaj¡ t� sam¡ podprzestrze« E.Rozwi¡zanie: Najpierw trzeba pokaza¢, »e równania x1 v1 + x2 v2 + x3 v3 + x4 v4 = w112



oraz y1 v1 + y2 v2 + y3 v3 + y4 v4 = w2 maj¡ rozwi¡zania. Pierwsze daje ukªad równa«
x1 + 2x3 + 3x4 = 1 ,

ix2 − ix3 = i ,

2x1 + x2 + x3 + 4x4 = 3 ,

ix1 + (1 − i)x2 + x4 = 1 .Z drugiego x2 − x3 = 1, 
zyli x2 = 1 + x3. To do pozostaªy
h trze
h, 
o da ukªad
x1 + 2x3 + 3x4 = 1 ,

2x1 + 2x3 + 4x4 = 2 ,

ix1 + (1 − i)x3 + x4 = i .Od drugiego odj¡¢ pierwsze: x1 = 1 − x4. To do pierwszego i trze
iego
2(x3 + x4) = 0 ,

(1 − i)(x3 + x4) = i .Czyli da si� przedstawi¢ w1, z tym, »e nie w sposób jednozna
zny. To ozna
za, »e samewektory v1, v2 v3 i v4 s¡ liniowo zale»ne (
zyli dimE < 4). Istotnie, wida¢, »e v4 =
v1+v2+v3. Zatem by dowie±¢, »e w2 ∈ E wystar
zy pokaza¢, »e w2 = y1v1+y2v2+y3v3.Wida¢, »e w2 = v2 + v3 po prostu. Ogólniej, mo»na zauwa»y¢, »e

w1 = v1 + v2 + λ(v1 + v2 + v3 − v4) ,

w2 = v2 + v3 + ξ(v1 + v2 + v3 − v4) ,dla dowolny
h λ i ξ poniewa» v1 +v2 +v3−v4 = 0. St¡d dla λ = −1 uzyskujemy zwi¡zek
v4 = w1 + v3 .Nast�pnie kªad¡
 λ = 1, ξ = 2 (λ = 1, ξ = 1) i odejmuj¡
 od drugiego pierwsze (odpierwszego drugie) dostajemy dwa ukªady równa«

w1 = 2v1 + 2v2 + v3 − v4 , w1 = 2v1 + 2v2 + v3 − v4 ,

w2 = 2v1 + 3v2 + 3v3 − 2v4 , w2 = v1 + 2v2 + 2v3 − v4 .Z pierwszego ukªadu, odejmuj¡
 pierwsze od drugiego otrzymujemy
w2 − w1 = v2 + 2v3 − v4 = v2 + 2v3 − w1 − v3 = v2 + v3 − w1 ,gdzie w drugim kroku wykorzystany zostaª otrzymany ju» wy»ej zwi¡zek v4 = w1 + v3.Z drugiego ukªadu za±, odejmuj¡
 od pierwszego drugie, dostajemy

w1 − w2 = v1 − v3 .13



Tak wi�
 mo»emy wyrazi¢ v1 i v2 przez w1, w2 oraz v3:
v2 = w2 − v3 ,

v1 = w1 − w2 + v3 ,(
o ªatwo sprawdzi¢). Zatem ka»dy wektor posta
i αv1 + βv2 + γv3 ∈ E mo»na napisa¢jako
α(w1 −w2 + v3) + β(w2 − v3) + γv3 = αw1 + (β − α)w2 + (α − β + γ)w3 .Zatem wektory w1, w2 i v3 tak»e rozpinaj¡ E.Zadanie 17W pewnej bazie w R

3 wektory v1, v2 v3 maj¡ wspóªrz�dne (skªadowe)
v1 :=





1
1
1



 , v2 :=





1
1
2



 , v3 :=





1
2
3



 .Pokaza¢, »e v1, v2 v3 s¡ tak»e baz¡ tej przestrzeni i poda¢ w tej nowej bazie wspóªrz�dnewektora w, który w pierwotnej bazie ma wspóªrz�dne (6, 9, 14).Uwaga: U»yli±my wy»ej symbolu := aby podkre±li¢, »e w zasadzie nie nale»y uto»sa-mia¢ wektora z jego skªadowymi: wektor pozostaje sob¡ niezale»nie od naszego wyborubazy; skªadowe za± od tego wyboru jak najbardziej zale»¡! W ty
h notatka
h skªadowewektorów b�dziemy zawsze pisa¢ w nawiasa
h okr¡gªy
h aby podkre±li¢, »e nie nale»yi
h myli¢ z wektorami z przestrzeni R
n, które zawsze pedanty
znie piszemy w nawiasa
hprostok¡tny
h. Np. jeden i ten sam wektor w z R3

w =





1
2
3



 ,ma w kanoni
znej bazie ei, i = 1, 2, 3

e1 =





1
0
0



 , e2 =





0
1
0



 , e3 =





0
0
1



 ,skªadowe (1, 2, 3), bo w = 1 · e1 + 2 · e2 + 3 · e3, a w bazie vi, i = 1, 2, 3

v1 =





1
1
0



 , v2 =





0
1
1



 , v3 =





1
0
1



 ,skªadowe (0, 2, 1) bo, jak ªatwo zoba
zy¢, w = 0 · v1 + 2 · v2 + 1 · v3.Rozwi¡zanie: Nie
h wyj±
iow¡ baz¡ b�d¡ wektory e1, e2, e3. Zatem
v1 = e1 + e2 + e3 ,

v2 = e1 + e2 + 2e3 ,

v3 = e1 + 2e2 + 3e3 .14



Odejmijmy pierwsze od drugiego:
e3 = −v1 + v2 .To do dwu pozostaªy
h:

v2 = e1 + e2 + 2(−v1 + v2) ,

v3 = e1 + 2e2 + 3(−v1 + v2) .
zyli
e1 + e2 = 2v1 − v2 ,

e1 + 2e2 = 3v1 − 3v2 + v3 .Od drugiego pierwsze oraz od dwa razy pierwszego drugie. Razem wi�
 mamy
e1 = v1 + v2 − v3 ,

e2 = v1 − 2v2 + v3 ,

e3 = −v1 + v2 .Udaªo si� jednozna
znie wyrazi¢ trzy (z zaªo»enia) liniowo niezale»ne wektory e1, e2 i e3przez wektory v1, v2 i v3, 
o ozna
za, »e te drugie te» s¡ liniowo niezale»ne, 
zyli te»mog¡ by¢ baz¡ przestrzeni. Mo»emy teaz przerobi¢ wektor w:
w = 6 e1 + 9 e2 + 14 e3

= 6 (v1 + v2 − v3) + 9 (v1 − 2v2 + v3) + 14 (−v1 + v2)

= v1 + 2v2 + 3v3 ,
zyli wspóªrz�dne w w bazie v1, v2 i v3 to (1, 2, 3). Zapiszmy to za pomo
¡ ma
ierzy.Nie
h
(e1, e2, e3) = (v1,v2,v3)





1 1 −1
1 −2 1
−1 1 0



 .Mno»enia �palu
howe� podrazumywajetsia. Stoj¡
a tu ma
ierz jest tzw. ma
ierz¡ zmianybazy lub ma
ierz¡ przej±
ia; dokªadniej, jest to ma
ierz przej±
ia z bazy ei, i = 1, 2, 3 dobazy vi, i = 1, 2, 3. Ma
ierz tak¡ b�dziemy ozna
za¢ Rv←e, aby podkre±li¢, »e pozwalaone ze skªadowy
h wektora w bazie e1, e2 i e3 otrzyma¢ jego skªadowe w bazie v1, v2, v3.Stosuj¡
 konwen
j� suma
yjn¡ wujka A.E. mo»na powy»szy wzór z ma
ierz¡ zapi-sa¢ jako ek = vj(Rv←e)
j
k. Konwen
ja polega na niepisaniu w prawej stronie sumy powarto±
ia
h wska¹nika j od 1 do 3. Jawnie wzór ten mówi, »e np. e1 = v1(Rv←e)

1
1 +

v2(Rv←e)
2
1 + v3(Rv←e)

3
1, gdzie (Rv←e)

1
1 = 1, (Rv←e)

2
1 = 1, (Rv←e)

3
1 = −1, et
.15



Je±li teraz napiszemy wektor w w posta
i w = eiw
i
(e) (indeksik e u wi

(e) ma przypomi-na¢ »e wi
(e) = (6, 9, 14) to s¡ wspóªrz�dne w bazie ei) to b�dziemy mie¢:

w = eiw
i
(e) = vk(Rv←e)

k
iw

i
(e) ≡ vkw

i
(v) .gdzie (Rv←e)

k
i jest ma
ierz¡ zmiany bazy, a wi

(v) = (Rv←e)
k
iw

i
(e) jawnie wygl¡da tak:





w1
(v)

w2
(v)

w3
(v)



 =





1 1 −1
1 −2 1
−1 1 0









6
9
14



 =





1
2
3



 .Zadanie 18Jak w zadaniu 17 tylko teraz
v1 :=





2
1
−3



 , v2 :=





3
2
−5



 , v3 :=





1
−1
1



 ,a w w pierwotnej bazie ma wspóªrz�dne (6, 2,−7).Rozwi¡zanie: Znów piszemy
v1 = 2 e1 + e2 − 3 e3 ,

v2 = 3 e1 + 2 e2 − 5 e3 ,

v3 = e1 − e2 + e3 .Trze
ie doda¢ do pierwszego, a potem dwa razy trze
ie do drugiego
v1 + v3 = 3 e1 − 2 e3 ,

v2 + 2v3 = 5 e1 − 3 e3 ,Teraz pierwsze razy 3, drugie razy 2 i odj¡¢, oraz pierwsze razy 5, a drugie razy 3 i odj¡¢:
e1 = −3v1 + 2v2 + v3 ,

e3 = −5v1 + 3v2 + v3 .Do tego jesz
ze
e2 = e1 − v3 + e3

= (−3v1 + 2v2 + v3) − v3 + (−5v1 + 3v2 + v3)

= −8v1 + 5v2 + v3 .Razem wi�

e1 = −3v1 + 2v2 + v3 ,

e2 = −8v1 + 5v2 + v3 ,

e3 = −5v1 + 3v2 + v3 .16



Czyli ma
ierz Rv←e zmiany bazy to
Rv←e =





−3 −8 −5
2 5 3
1 1 1



 .a wspóªrz�dne wi
(v) wektora w w bazie vi i = 1, 2, 3 to





−3 −8 −5
2 5 3
1 1 1









6
2
−7



 =





1
1
1



 .O
zywi±
ie maj¡
 wyj±
iowe wzory wyra»aj¡
e wektory v1, v2 i v3 w posta
i kombina-
ji liniowy
h bazowy
h wektorów e1, e2 i e3, mamy od razu �za darmo� ma
ierz przej±
ia
Re←v:

Re←v =





2 3 1
1 2 −1
−3 −5 1



 .Ma
ierze Re←v i Rv←e musz¡ by¢ ze sob¡ o
zywi±
ie jako± zwi¡zane. Zwiyazek ten jesto
zywisty: skoro ma
ierz Rv←e robi ze skªadowy
h wi
(e) w bazie ei dowolnego wektora

w jego skªadowe wi
(v) w bazie ej , a ma
ierz Re←v zamienia na powrót skªadowe wi

(v) wskªadowe wi
(e), to powinni±my mie¢

wi
(e) = [Re←v]

i
jw

j

(v) = [Re←v]
i
j [Rv←e]

j
kw

k
(e) .tj.1 [Re←v]

i
j[Rv←e]

j
k = δi

k. Ma
ierzowo:
Re←v · Rv←e =





2 3 1
1 2 −1
−3 −5 1









−3 −8 −5
2 5 3
1 1 1



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



(za
h�
am do sprawdzenia, ze istotnie ilo
zyn daje ma
ierz jednostkow¡!). O
zywi±
iemamy tak»e
Rv←e · Re←v =





−3 −8 −5
2 5 3
1 1 1









2 3 1
1 2 −1
−3 −5 1



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



Tak wi�
 R−1
v←e = Re←v, a R−1

e←v = Rv←e.Zauwa»my w zwi¡zku z powy»szym, »e znale¹li±my sposób odwra
ania ma
ierzy kwa-dratowy
h.21Symbol (tzw. delta Krone
kera) δi
k = 1 gdy i = k i δi

k = 0 gdy i 6= k.2Tzw. nieosobliwy
h ma
ierzy kwadratowy
h. Nie ka»da ma
ierz kwadratowa daje si� odwró
i¢(ma
ierze niekwadratowe o
zywi±
ie nie maj¡ odwrotny
h). Ale ma
ierze zmiany bazy z samej istotyswojej s¡ zawsze odwra
alne, 
zyli nale»¡ do gatunku nieosobliwy
h.17



Zadanie 19Znale¹¢ ma
ierze odwrotne do ma
ierzy
(

a b
c d

)

,





1 2 −3
0 1 2
0 0 1



 ,









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









.Rozwi¡zanie: Za
znijmy od drugiej ma
ierzy (wymiaru 3×3) wykorzystuj¡ to, 
o ustali-li±my wy»ej: interpretujemy sobie t� ma
ierz jako ma
ierz zmiany bazy Re←v, 
o pozwalanapisa¢
v1 = e1

v2 = 2 e1 + e2

v3 = −3 e1 + 2 e2 + e3Ukªad ten traktujemy jak ukªad równa« na ei i rozwi¡zujemy wzgl�dem ei, 
o tu akuratjest proste:
e1 = v1

e2 = −2v1 + v2

e3 = 7v1 − 2v2 + v3St¡d od
zytujemy, »e
Rv←e = R−1

e←v =





1 −2 7
0 1 −2
0 0 1



 ,Sprawdzamy:




1 2 −3
0 1 2
0 0 1









1 −2 7
0 1 −2
0 0 1



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ,tak jak by¢ powinno.W przypadku trze
iej ma
ierzy post�pujemy analogi
znie:
v1 = e1 + e2 + e3 + e4 ,

v2 = e1 + e2 − e3 − e4 ,

v3 = e1 − e2 + e3 − e4 ,

v3 = e1 − e2 − e3 + e4 .18



Bior¡
 sum� i ró»ni
� pierwszego i trze
iego równania oraz sum� i ró»ni
� drugiego i
zwartego otrzymujemy
v1 + v3 = 2 e1 + 2 e3 ,

v1 − v3 = 2 e2 + 2 e4 ,

v2 + v4 = 2 e1 − 2 e3 ,

v2 − v4 = 2 e2 − 2 e4 .Robi¡
 to samo raz jesz
ze znajdujemy, »e
e1 =

1

4
(v1 + v2 + v3 + v4) ,

e2 =
1

4
(v1 + v2 − v3 − v4) ,

e3 =
1

4
(v1 − v2 + v3 − v4) ,

e4 =
1

4
(v1 − v2 − v3 + v4) ,Mamy wi�
 (mno»enie ma
ierzy przez li
zb� to o
zywi±
ie mno»enie przez t� li
zb� ka»degoelementu owej ma
ierzy):

Re←v · Rv←e









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









1

4









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









=









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







(z dokªadno±
i¡ do 
zynnika 1/4 ma
ierz odwrotna jest tu równa ma
ierzy wyj±
iowej).Wresz
ie, w przypadku pierwszej ma
ierzy 2 × 2 mo»na by robi¢ tak, jak wy»ej, alepro±
iej (i na przyszªo±
 bardziej przydatnie) jest zapami�ta¢ reguªk�:
(

a b
c d

)−1

=
1

ad − bc

(

d −b
−c a

)

.Zakªadamy tu, »e ad − bc 6= 0; je±li ad − bc = 0, to ma
ierz jest osobliwa (ad − bc jest tojej wyzna
znik - b�dzie o ni
h dalej).Zadanie 20Sprawdzi¢, »e wielomiany
w1 = x + 1 , w2 = x − 1 , w3 = x2 + x ,tworz¡ baz� przestrzeni wektorowej wielomianów stopnia nie wi�kszego ni» dwa i znale¹¢wspóªrz�dne w tej bazie wielomianu v = 2x2 + 3x + 1.Rozwi¡zanie: Trzeba sprawdzi¢, »e w1, w2, w3 s¡ liniowo niezale»ne, 
zyli, »e równo±¢

λ1w1 + λ2w2 + λ3w3 = 0 ,19



dla wszystki
h warto±
i x za
hodzi tylko gdy λ1 = λ2 = λ3 = 0. To wida¢: równo±¢
λ1(x + 1) + λ2(x − 1) + λ3(x

2 + x) = (λ1 − λ2) + (λ1 + λ2 + λ3)x + λ3x
2 = 0 ,wymaga by λ3 = 0, oraz λ1−λ2 = 0 i λ1+λ2 = 0. A to rze
zywi±
ie tylko dla λ1 = λ2 = 0.Czyli s¡ liniowo niezale»ne, a zatem tworz¡ baz�. Ch
emy teraz napisa¢

v = 2x2 + 3x + 1 = w1v
1 + w2v

2 + w3v
3

= (x + 1)v1 + (x − 1)v2 + (x2 + x)v3 .Czyli v3 = 2 oraz v1 + v2 + v3 = 3 i v1 − v2 = 1. St¡d v1 = 1, v2 = 0. Istotnie
1 · (x + 1) + 2 · (x2 + x) = 2x2 + 3x + 1 .Zadanie 21W bazie e1, e2, e3 wektory v1, v2, v3, maj¡ skªadowe (wspóªrz�dne) (1, 2, 1), (2, 3, 3) oraz

(3, 8, 2), za± wektory w1, w2, w3 maj¡ w tej»e samej bazie skªadowe (3, 5, 8), (5, 14, 13) i
(1, 9, 2). Sprawdzi¢, »e trzy wektory v1, v2, v3 lub trzy wektory w1, w2, w3 tak»e tworz¡dwie inne bazy tej samej przestrzeni i znale¹¢ ma
ierz przej±
ia z jednej z ni
h do drugiej.Rozwi¡zanie: mamy

v1 = e1 + 2 e2 + e3 ,

v2 = 2 e1 + 3 e2 + 3 e3 ,

v3 = 3 e1 + 8 e2 + 2 e3 ,Drugie od 2×pierwszego: 2v1 −v2 = e2 − e3, 
zyli e3 = e2 − 2v1 + v2. To do pierwszegoi trze
iego:
v1 = e1 + 2 e2 + e2 − 2v1 + v2 ,

v3 = 3 e1 + 8 e2 + 2 (e2 − 2v1 + v2) ,
zyli
3v1 − v2 = e1 + 3 e2 ,

4v1 − 2v2 + v3 = 3 e1 + 10 e2 ,Teraz pierwsze ×3 od drugiego i mamy e2 = −5v1 + v2 + v3. Zatem
e1 = 3v1 − v2 − 3(−5v1 + v2 + v3) ,

e3 = −5v1 + v2 + v3 − 2v1 + v2 .Reasumuj¡
:
e1 = 18v1 − 4v2 − 3v3 ,

e2 = −5v1 + v2 + v3 ,

e3 = −7v1 + 2v2 + v3 .20



W podobny sposób mo»na wyrazi¢ ei tak»e przez wj , ale ju» nie b�dziemy tu tego ro-bi¢ (w zasadzie trzeba by, aby dowie±¢, »e wj te» s¡ baz¡). Mamy teraz (w konwen
jisuma
yjnej):
ej = vl (Rv←e)

l

j , wi = ej (Re←w)j

i ,gdzie Rv←e jest ma
ierz¡ przej±
ia z bazy ej do bazy vl, któr¡ od
zytujemy ze wzorówwyra»aj¡
y
h wektory ej przez wektory vl, a ma
ierz Re←w jest ma
ierz¡ przej±
ia z bazy
wi do bazy ej , odwrotn¡ do ma
ierzy Rw←e przej±
ia z bazy ej do bazy wi (której tu niewyli
zyli±my). �¡
z¡
 te wzory otrzymujemy

wi = vl (Rv←e)
l

j (Re←w)j

i .Zatem je±li V = wi V
i
(w), to V = vl V

l
(v), gdzie V l

(v) = (Rv←e)
l

j (Re←w)j

i V
i
(w), przy 
zym

Rv←e · Re←w =





18 −5 −7
−4 1 2
−3 1 1









3 5 1
5 14 9
8 13 2



 =





−27 −71 −41
9 20 9
4 12 8



 .Ma
ierz ta jest o
zywi±
ie ma
ierz¡ zmiany bazy Rv←w.Zadanie 22Znale¹¢ wspóªrz�dne (skªadowe) wektora
v =









5
1
1
1









,w bazie
f1 =









1
−1
0
0









, f2 =









0
1
−1
0









, f3 =









0
0
1
−1









, f4 =









1
0
0
1









.Nast�pnie znale¹¢ ma
ierze przej±
ia z bazy f1, f2, f3, f4 do bazy �kanoni
znej�
e1 =









1
0
0
0









, e2 =









0
1
0
0









, e3 =









0
0
1
0









, e4 =









0
0
0
1









,i z powrotem. Znale¹¢ wspóªrz�dne wektora v w bazie kanoni
znej.Rozwi¡zanie: Trzeba rozwi¡za¢ ukªad v = x f1 + y f2 + z f3 + t f4:
x + t = 5 ,

−x + y = 1 ,

−y + z = 1 ,

−z + t = 1 .21



To si� ªatwo rozwi¡zuje bo z trze
h ostatni
h t = 1 + z = 1 + 1 + y = 2 + 1 + x = 3 + x.Czyli 2x + 3 = 5 i x = 1, y = 2, z = 3, t = 4. Wspóªrz�dnymi v w bazie f1, f2, f3, f4 s¡li
zby (1, 2, 3, 4).Teraz zmiana bazy. Mamy o
zywisty zwi¡zek fi = ej(Re←f)
j
i, 
zyli jawnie

(f1, f2, f3, f4) = (e1, e2, e3, e4)









1 0 0 1
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1









.Aby mie¢ to samo w drug¡ stron� trzeba albo odwró
i¢ stoj¡
¡ tu ma
ierz (
zego jesz
zenie umiemy), albo po prostu rozwi¡za¢ 
ztery równania (na sz
z�±
ie s¡ one proste).Pierwsze z ni
h, e1 = x1 f1 + y1 f2 + z1 f3 + t1 f4, daje ukªad
x1 + t1 = 1 ,

−x1 + y1 = 0 ,

−y1 + z1 = 0 ,

−z1 + t1 = 0 ,którego jednozna
znym rozwi¡zaniem s¡ x1 = y1 = z1 = t1 = 1
2
(wida¢ goªym okiem, »eto jest ok.). Drugie, e2 = x2 f1 + y2 f2 + z2 f3 + t2 f4, daje ukªad

x2 + t2 = 0 ,

−x2 + y2 = 1 ,

−y2 + z2 = 0 ,

−z2 + t2 = 0 ,o rozwi¡zaniu x2 = −1
2
, y2 = z2 = t2 = 1

2
(te» wida¢, »e to ok.). Trze
ie e3 = x3 f1 +

y3 f2 + z3 f3 + t3 f4, prowadzi do
x3 + t3 = 0 ,

−x3 + y3 = 0 ,

−y3 + z3 = 1 ,

−z3 + t3 = 0 ,i ma rozwi¡zanie x3 = y3 = −1
2
, z3 = t3 = 1

2
. Wresz
ie, 
zwarte e4 = x4 f1 + y4 f2 + z4 f3 +

t4 f4, 
zyli
x4 + t4 = 0 ,

−x4 + y4 = 0 ,

−y4 + z4 = 0 ,

−z4 + t4 = 1 ,22



daje x4 = y4 = z4 − 1
2
, t4 = 1

2
. Mo»emy wi�
 napisa¢ zwi¡zek ej = fk(Rf←e)

k
j jawnie:

(e1, e2, e3, e4) = (f1, f2, f3, f4)
1

2









1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1
1 1 1 −1
1 1 1 1









.Sprawd¹my, »e to jest istotnie ma
ierz odwrotna
Rf←e · Re←f =

1

2









1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1
1 1 1 −1
1 1 1 1

















1 0 0 1
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1









=









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









.Czyli jest ok. Teraz wspóªrz�dne v w bazie ei. Mamy v = fi vi
(f) = ej(Re←f)

j
iv

i
(f) 
zyli

vj

(e) = (Re←f)
j
i v

i
(f). Jawnie









1 0 0 1
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1

















1
2
3
4









=









5
1
1
1









,
o powinno byªo by¢ od po
z¡tku o
zywiste.Przypomnienie.Odwzorowanie F z p. wektorowej V w inn¡ (lub t� sam¡) p. wektorow¡ W , F : V → Wjest liniowe je±li
F (λ1v1 + λ2v2) = λ1F (v1) + λ2F (v2) .Zadanie dziaªania takiego odwzorowania na (wszystkie) wektory bazy ei p. V wyzna
zajednozna
znie jego dziaªanie na dowolny wektor v z tej przestrzeni.Zadanie 23Wzór

F









x1

x2

x3







 =





x1

x1 + 2x2

x2 + 2x3



 ,zadaje odwzorowanie liniowe przestrzeni wektorowej R
3 w ni¡ sam¡: F : R

3 → R
3.Znale¹¢ ma
ierz tego odwzorowania w bazie kanoni
znej (zero-jedynkowej) e1, e2, e3,oraz w bazie tworzonej przez trzy wektory v1, v2, v3:

v1 = e1 + e2 + e3 ,

v2 = e1 + e2 + 2 e3 ,

v3 = e1 + 2 e2 + 3 e3 .23



Sprawdzi¢ dziaªa nie otrzymany
h ma
ierzy na wektorze w, który w bazie kanoni
znejma skªadowe (1, 2, 3).Rozwi¡zanie: Poniewa» F odwzorowuje R3 w t� sam¡ przestrze« R3 naturalne (ale nieobowi¡zkowe!) jest przyje
ie »e jego ma
ierz jest dana �z obu stron� w tej samej bazie ei.Aby tem wybór byª jasny b�dziemy t� ma
ierz ozna
za¢ F(e)(e). Aby znale¹¢ t� ma
ierz
F(e)(e) odwzorowania liniowego F w bazie kanoni
znej obli
zamy F na wektora
h tej»ebazy:

F (e1) ≡ F









1
0
0







 =





1
1
0



 = e1 + e2 ,

F (e2) ≡ F









0
1
0







 =





0
2
1



 = 2 e2 + e3 ,

F (e3) ≡ F









0
0
1







 =





0
0
3



 = 3 e3 .Ma
ierz ma posta¢ F (ei) = ejF
j(ei) ≡ ej [F(e)(e)]

j
i. Jawnie

F(e)(e) =





1 0 0
1 2 0
0 1 3



 .Je±li teraz 
h
emy znale¹¢ warto±¢ F na wektorze o skªadowy
h (1, 2, 3) to dziaªamy nate skªadowe ma
ierz¡ F(e)(e):




1 0 0
1 2 0
0 1 3









1
2
3



 =





1
5
11



 ,tj. F (w) = e1 + 5e2 + 11e3. W zapisie wska¹nikowym: eiF
i(w) = ei[F(e)(e)]

i
jw

j

(e).Mamy te» od razu ma
ierz przej±
ia Re←v:
Re←v =





1 1 1
1 1 2
1 2 3



 ,a odwrotna do niej ma
ierz Rv←e równie» nietrudno znale¹¢:
Rv←e =





1 1 −1
1 −2 1
−1 1 0



 .Dziaªaj¡
 na skªadowe wektorów w bazie vi ma
ierz F(v)(v) powinna dawa¢ skªadoweobrazów ty
h wektorów w bazie vi. Zgodnie z logik¡ musi wi�
 ona by¢ dana ilo
zynem24



ma
ierzy Rv←e ·F(e)(e) ·Re←v:
F(v)(v) = Rv←e · F(e)(e) · Re←v =





1 1 −1
1 −2 1
−1 1 0









1 0 0
1 2 0
0 1 3









1 1 1
1 1 2
1 2 3





= Rv←e · F(e)(v) =





1 1 −1
1 −2 1
−1 1 0









1 1 1
3 3 5
4 7 11



 =





0 −3 −3
−1 2 2
2 2 4



 .�Po drodze� powstaªa ma
ierz F(e)(v), któr¡ sk¡din¡d ªatwo mo»na dosta¢ bezpo±redniodziaªaj¡
 odwzorowaniem F wedªug przepisu na wektory vi

F (v1) ≡ F









1
1
1







 =





1
3
4



 = e1 + 3 e2 + 4 e3 ,

F (v2) ≡ F









1
1
2







 =





1
3
7



 = e1 + 3 e2 + 7 e3 ,

F (v3) ≡ F









1
2
3







 =





1
5
11



 = e1 + 5 e2 + 11 e3 .Bezpo±rednie znalezienie w ten sposób ma
ierzy F(v)(v) wymaga dalszego rozªo»enia wekto-rów po prawej stronie na wyktory bazy vi. Zamiast tego ªatwiej patrz¡
 na ju» otrzyman¡ma
ierz F(v)(v) sprawdzi¢, »e jest dobrze:




1
3
4



 = 0v1 − v2 + 2v3 = 0





1
1
1



 −





1
1
2



 + 2





1
2
3



 ,





1
3
7



 = −3v1 + 2v2 + 2v3 = −3





1
1
1



 + 2





1
1
2



 + 2





1
2
3



 ,





1
5
11



 = −5v1 + 2v2 + 4v3 = −5





1
1
1



 + 2





1
1
2



 + 4





1
2
3



 .Zadanie 24Mamy przestrze« wektorow¡ wielomianów stopnia ≤ 3. De�niujemy odwzorowanie F ztej przestrzeni w przestrze« wektorow¡ wielomianów stopnia ≤ 2 wzorem
F [W (x)] = W ′(x) + x2W (0) + 12x

∫ 1

0

dtW (t) .Sprawdzi¢, 
zy odwzorowanie F jest liniowe. Je±li tak, to znale¹¢ jego ma
ierz w baza
hkanoni
zny
h (e0, e1, e2, e3) dla przestrzeni wielomianów stopnia ≤ 3 i (e0, e1, e2) dla25



przestrzeni wielomianów stopnia ≤ 2, gdzie en ≡ xn.Rozwi¡zanie: F jest liniowe bo je±li mamy wielomian W (x) = α1W
(1)(x) + α2W

(2)(x)to
F [W (x)] =

d

dx
[α1W

(1)(x) + α2W
(2)(x)] + x2[α1W

(1)(0) + α2W
(2)(0)]

+12x

∫ 1

0

dt [α1W
(1)(t) + α2W

(2)(t)]

= α1
d

dx
W (1)(x) + α1x

2W (1)(0) + α1 12x

∫ 1

0

dt α1W
(1)(t)

+α2
d

dx
W (2)(x) + α2x

2W (2)(0) + α2 12x

∫ 1

0

dt α2W
(2)(t)

= α1F [W (1)(x)] + α2F [W (2)(x)] .Teraz mo»emy znale¹¢ ma
ierz odwzorowania F w baza
h kanoni
zny
h. Dowolny wielo-mian stopnia ≤ 3 jest posta
i:
W = e0W

0
(e) + e1W

1
(e) + e2W

2
(e) + e3W

3
(e) ≡ W 0

(e) + W 1
(e)x + W 2

(e)x
2 + W 3

(e)x
3 .gdzie W i

(e) ∈ R1 s¡ skªadowymi wielomianu W w bazie ei. Co F robi z wektorów bazo-wy
h?
F [e0] ≡ F [1] = x2 + 12x = 12e1 + e2 ,

F [e1] ≡ F [x] = 1 + 6x = e0 + 6e1 ,

F [e2] ≡ F [x2] = 6x = 6e1 ,

F [e3] ≡ F [x3] = 3x2 + 3x = 3e1 + 3e2 .Z liniowo±
i F mamy wi�
 (w konwen
ji suma
yjnej: powtarzaj¡
e si� wska¹niki s¡ wy-sumowane):
F [W] = F [ei]W

i
(e) = ek [F(e)(e)]

k
i W

i
(e) ,gdzie ek[F(e)(e)]

k
i = F [ei]. Korzystaj¡
 ze znalezionego wy»ej dziaªania F na wektory bazy

ei ªatwo znajdujemy ma
ierz [F(e)(e)]
k
i (k numeruje wiersze, a i kolumny) odwzorowania

F :
[F(e)(e)]

k
i =





0 1 0 0
12 6 6 3
1 0 0 3



 .Sprawd¹my jak to dziaªa. Nie
h W (x) = 2x3 −3x2 +7. Dziaªanie F na W mo»emy ªatwoznale¹¢ bezpo±rednio ze wzoru:
F [W ] = 6x2 − 6x + x2 · 7 + 12x

∫ 1

0

dt (2t3 − 3t2 + 7) = 72x + 13x2 = 72e1 + 13e2 .26



Wspóªrz�dnymi wielomianu-wektora W w bazie (e0, e1, e2, e3) s¡








7
0
−3
2









.Dziaªaj¡
 na te wspóªrz�dne ma
ierz¡ [F(e)(e)]
k
i dostajemy





0 1 0 0
12 6 6 3
1 0 0 3













7
0
−3
2









=





0
72
13



 ,
zyli istotnie wspóªrz�dne Xk
(e) wielomianu X = F [W ] w bazie (e0, e1, e2).Zadanie 25Znale¹¢ j¡dro odwzorowania F z poprzedniego Zadania.Rozwi¡zanie: J¡dro jest to w tym przypadku podprzestrze« liniowa przestrzeni wielo-mianów stopnia ≤ 3 tworzona przez takie wielomiany W , »e F [W (x)] = 0 (zero o
zywi±
ierozumiane jako wielomian zerowy). Nie
h W = a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0. Zoba
zymy, jakiemusz¡ by± wspóª
zynniki a3, a2, a1, a0, »eby W nale»aª do j¡dra F . Za»¡dajmy by

F [W ] = 3a3x
2 + 2a2x + a1 + a0x

2 + 12x

(

1

4
a3 +

1

3
a2 +

1

2
a1 + a0

)

= 0 .Wymaga to, by a1 = 0, 3a3 + a0 = 0 oraz 3a3 + 6a2 + 6a1 + 12a0 = 0, 
zyli by 
zterywspóª
zynniki ai speªniaªy 3 równania. We¹my a0 jako niezale»n¡ wielko±¢. Wtedy a3 =
−1

3
a0 i a2 = −11

6
a0. Zatem j¡dro odwzorowania F jest w przestrzeni wielomianów stopnia

≤ 3 podprzestrzeni¡ jednowymiarow¡ rozpi�t¡ przez wektor o skªadowy
h








1
0

−11
6

−1
3









,w bazie en = xn, takiej jak w poprzednim Zadaniu. Mo»emy teraz skorzysta¢ ze znale-zionej tam ma
ierzy [F(e)(e)]
j
i odwzorowania F by sprawdzi¢, »e istotnie





0 1 0 0
12 6 6 3
1 0 0 3













λ
0

−11
6
λ

−1
3
λ









=





0
0
0



 ,dla dowolnego λ. 27



Zadanie 26Nie
h wektory f0 = 1 + x, f1 = x + x2, f2 = x2 + x3, f3 = x3 b�d¡ inn¡ baz¡ przestrzeniwektorowej wielomianów stopnia ≤ 3 (istotnie, mo»na sprawdzi¢, »e s¡ one baz¡). Znale¹¢tej bazie ma
ierz odwzorowania F z Zadania 24.Uwaga: w przestrzeni wielomianów stopnia ≤ 2 trzymamy star¡, �kanoni
zn¡� baz�
en = xn, tj. 
h
emy by nowa ma
ierz odwzorowania F dziaªaj¡
 na skªadowe wielo-mianu stopnia ≤ 3 w bazie fk dawaªa skªadowe odpowiedniego wielomianu stopnia ≤ 2 wbazie en.Rozwi¡zanie: B�dziemy potrzebowa¢ ma
ierzy przej±
ia Re←f z bazy fk do bazy en od-wrotnej do ma
ierzy Rf←e przej±
ia z bazy en do bazy fk. T� pierwsz¡, Re←f , znajdziemyªatwo bo mamy

f0 = e0 + e1 ,

f1 = e1 + e2 ,

f2 = e2 + e3 ,

f3 = e3 .St¡d
(f0, f1, f2, f3) = (e0, e1, e2, e3)









1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1









,
zyli, w zapisie na wska¹ni
zka
h, fk = ej [Re←f ]
j
k. Je±li mamy teraz dany wektor (wie-lomian) V w posta
i V = fj V j

(f) (gdzie V j

(f) s¡ skªadowymi V w bazie fj), to
V = fk V k

(f) = ej [Re←f ]
j
kV

k
(f) ≡ ej V j

(e) ,gdzie V j

(e) = [Re←f ]
j
kV

k
(f). Nie
h teraz X = F [V]. Ma
ierz odwzorowania F zapisana wbaza
h kanoni
zny
h en zarówno w przestrzeni wielomianów stopnia ≤ 3 jak i wielomia-nów stopnia ≤ 2 dziaªa tak, »e je±li X = eiX

i
(e), to

eiX
i
(e) = F [V] = F [ek]V

k
(e) = ei[F(e)(e)]

i
kV

k
(e) .Wyra»aj¡
 tu V k

(e) przez V j

(f) za pomo
¡ ma
ierzy [Re←f ]
k
j dostajemy

ei X
i
(e) = ei[F(e)(e)]

i
k[Re←f ]

k
jV

j

(f) .Tak wi�
 wspóªrz�dne w bazie ei wielomianu X (otrzymywanego jako obraz wielomianu
V przy odwzorowania liniowym F ) ze wspóªrz�dny
h V w bazie fj daje nam ma
ierz

[F(e)(f)]
i
j = [F(e)(e)]

i
k[Re←f ]

k
j .28



Moraª: Tak jak wspóªrz�dne (skªadowe) wektora V piszemy jako V i
(e) lub V i

(f), aby pami�-ta¢, w jakiej bazie s¡ to wspóªrz�dne, tak te» i ma
ierz odwzorowania liniowego powinni-±my opatrywa¢ symbolami mówi¡
ymi w jaki
h baza
h jest ona dana. Tak wi�





0 1 0 0
12 6 6 3
1 0 0 3



 ≡ F(e)(e) ,i
[F(e)(e)]

i
k[Re←f ]

k
j = [F(e)(f)]

i
j .Jawnie ma
ierzowo

F(e)(f) =





0 1 0 0
12 6 6 3
1 0 0 3













1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1









=





1 1 0 0
18 12 9 3
1 0 3 3



 .Sprawd¹my to na wielomianie W = 2x3 − 3x2 + 7. Zapiszmy go najpierw w bazie fi.W tym 
elu wyra»amy najpierw wektory ei przez fj. Id¡
 �od doªu� mamy: e3 = f3,
e2 = f2 − e3 = f2 − f3, et
. �atwo wi�
 znajdujemy, »e

e0 = f0 − f1 + f2 − f3 ,

e1 = f1 − f2 + f3 ,

e2 = f2 − f3 ,

e3 = f3 .Znale¹li±my zatem ma
ierz Rf←e

Rf←e =









1 0 0 0
−1 1 0 0
1 −1 1 0
−1 1 −1 1









,odwrotn¡ do Re←f . Istotnie,








1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

















1 0 0 0
−1 1 0 0
1 −1 1 0
−1 1 −1 1









=









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









.Mo»emy teraz rozªo»y

 wektor W w bazie fi:
W = 2e3 − 3e2 + 7e0 = 2f3 − 3(f2 − f3) + 7(f0 − f1 + f2 − f3)

= 7f0 − 7f1 + 4f2 − 2f3 .29



W bazie fi wielomian W ma wi�
 skªadowe








7
−7
4
−2









.Je±li na te skªadowe podziaªamy ma
ierz¡ F(e)(f) to dostaniemy




1 1 0 0
18 12 9 3
1 0 3 3













7
−7
4
−2









=





0
72
13



 ,
zyli to samo, 
o poprzednio (bo to 
o wy
hodzi to maj¡ by¢ skªadowe F [W] w tej samejbazie, 
o poprzednio, 
zyli w bazie ei).Zadanie 27Zapisa¢ ma
ierz odwzorowania F z poprzedni
h dwu zada« w bazie en = xn, n = 0, 1, 2, 3dla wielomianów stopnia ≤ 3 i w bazie gj, j = 0, 1, 2 danej wzorami
g0 = e0 + 2e1 + 3e2 ,

g1 = 3e1 + 4e2 ,

g2 = 2e2 ,(tj. w bazie tworzonej przez wielomiany g0 = 1 + 2x + 3x2, g1 = 3x + 4x2 i g2 = 2x2) dlawielomianów stopnia ≤ 2.Rozwi¡zanie: Znów musimy znale¹¢ ma
ierz przej±
ia z bazy en do bazy gj . Z trze
iegozwi¡zku mamy e2 = 1
2
g2. Z drugiego wtedy 3e1 = g1 − 2g2. W ko«
u

e0 = g0 −
2

3
(g1 − 2g2) −

3

2
g2 = g0 −

2

3
g1 −

1

6
g2 .Ostate
znie wi�
 mamy

(g0, g1, g2) = (e0, e1, e2)





1 0 0
2 3 0
3 4 2



 .
zyli gj = ei[Re←g]
i
j oraz

(e0, e1, e2) = (g0, g1, g2)





1 0 0
−2

3
1
3

0
−1

6
−2

3
1
2



 ,
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zyli ek = gj [Rg←e]
j
k. Musi o
zywi±
ie by¢ ek = gj [Rg←e]

j
k = ei[Re←g]

i
j[Rg←e]

j
k, 
zyli

[Re←g]
i
j [Rg←e]

j
k = δi

k. Mo»na to jawnie sprawdzi¢:
Re←g · Rg←e =





1 0 0
2 3 0
3 4 2









1 0 0
−2

3
1
3

0
−1

6
−2

3
1
2



 , =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ,Podobnie powinno by¢ gj = ei[Re←g]
i
j = gk[Rg←e]

k
i[Re←g]

i
j , tj. [Rg←e]

k
i[Re←g]

i
j = δk

j:
Rg←e · Re←g =





1 0 0
−2

3
1
3

0
−1

6
−2

3
1
2









1 0 0
2 3 0
3 4 2



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 .Mo»emy teraz zapisywa¢ sobie zwi¡zek X = F [V] w dowolny
h baza
h:
eiX

i
(e) = ei[F(e)(e)]

i
jV

j

(e) , czyli X i
(e) = [F(e)(e)]

i
jV

j

(e) ,lub, wyra»aj¡
 ei przez gj ,
gj [Rg←e]

j
i[F(e)(e)]

i
jV

j

(e) ≡ gj[F(g)(e)]
j
jV

j

(e) czyli X i
(g) = [F(g)(e)]

i
jV

j

(e) ,gdzie [F(g)(e)]
i
j = [Rg←e]

i
k[F(e)(e)]

k
j. Jawnie (F(e)(e) jest podana w poprzednim zadaniu):

F(g)(e) =





1 0 0
−2

3
1
3

0
−1

6
−2

3
1
2









0 1 0 0
12 6 6 3
1 0 0 3



 =





0 1 0 0
4 4

3
2 1

−15
2

−25
6

−4 −1
2



 .Mo»na te» mie¢ ma
ierz odwzorowania F w bazie fk dla wielomianów stopnia ≤ 3 i bazie
gj dla wielomianów stopnia ≤ 2. W tym 
elu trzeba V j

(e) zapisa¢ jako V j

(e) = [Re←f ]
j
kV

k
(f),
o da [F(g)(f)]

j
k = [F(g)(e)]

j
l[Re←f ]

l
k, 
zyli jawnie (bior¡
 ma
ierz [Re←f ]

l
k z poprzedniegozadania)

F(g)(f) =





0 1 0 0
4 4

3
2 1

−15
2

−25
6

−4 −1
2













1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1









=





1 1 0 0
16
3

10
3

3 1
−35

3
−49

6
−9

2
−1

2



 .T� sam¡ ma
ierz F(g)(f) mo»na tak»e otrzyma¢ z ma
ierzy F(e)(f) znalezionej w poprzednimzadaniu: [F(g)(f)]
j
k = [Rg←e]

j
l[F(e)(f)]

l
k 
zyli

F(g)(f) =





1 0 0
−2

3
1
3

0
−1

6
−2

3
1
2









1 1 0 0
18 12 9 3
1 0 3 3



 =





1 1 0 0
16
3

10
3

3 1
−35

3
−49

6
−9

2
−1

2



 .
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Sprawd¹my to wszystko na naszym wielomianie W = 2x3 − 3x2 + 7, który w bazie ejmiaª skªadowe (7, 0,−3, 2). Dziaªaj¡
 na te skªadowe ma
ierz¡ F(g)(e) dostajemy




0 1 0 0
4 4

3
2 1

−15
2

−25
6

−4 −1
2













7
0
−3
2









=





0
24
−83

2



 ,to jest skªadowe F [W] w bazie gj. Zatem
F [W] = 0 · g0 + 24 · g1 −

83

2
· g2 = 24 · (3x + 4x2) − 83

2
· (2x2) = 72x + 13x2 ,tak, jak by¢ powinno (F [W] jest wektorem i nie mo»e zale»e¢ od wyboru baz, które s¡
zym± pomo
ni
zym jedynie). Podobnie, dziaªaj¡
 ma
ierz¡ F(g)(f) na znalezione w po-przednim zadaniu skªadowe (7,−7, 4,−2) naszego wielomianu W w bazie fj otrzymujemy





1 1 0 0
16
3

10
3

3 1
−35

2
−49

6
−9

2
−1

2













7
−7
4
−2









=





0
24
−83

2



 ,
zyli te same skªadowe F [W] w bazie gj .Zadanie 28Pewne odwzorowanie liniowe G z R3 w R3 jest takie, »e
G









1
1
1







 =





3
2
2



 , G









1
2
−1







 =





−1
1
4



 , G









−1
1
0







 =





−1
1
−3



 .Znale¹¢ ma
ierz G(e)(e) tego odwzorowania w bazie kanoni
znej
e1 =





1
0
0



 , e2 =





0
1
0



 , e2 =





0
0
1



 .Znale¹¢ tak»e wynik dziaªania
G









2
0
−1







 .Rozwi¡zanie: Dla porz¡dku trzeba najpierw sprawdzi¢, 
zy wektory
f1 =





1
1
1



 , f2 =





1
2
−1



 , f3 =





−1
1
0



 ,32



na który
h zadane jest dziaªanie G s¡ liniowo niezale»ne. Je±li s¡, to rozpinaj¡ 
aª¡przestrze« R3 i mog¡ by¢ jej baz¡. W takim przypadku zadanie dziaªania odwzorowania
G na ty
h trze
h wektora
h wyzna
za ju» dziaªanie G na ka»dy wektor z przestrzenib�d¡
ej dziedzin¡ G, bo ka»dy wektor z tej dziedziny mo»na zapisa¢ jako kombina
j�liniow¡ trze
h wektorów, na który
h dziaªanie G jest zadane. Gdyby si� okazaªo (alesi� nie oka»e), »e trzy wektory fi, na który
h dziaªanie G jest zadane s¡ liniowo zale»ne,to trzeba by sprawdzi¢, 
zy takie zde�niowanie G jest niesprze
zne, tzn. 
zy speªnionajest liniowo±¢; nie daªoby si� jednak wtedy znale¹¢ 
aªej ma
ierzy odwzorowania G w»adnej bazie. (Niemniej, nawet je±li trzy wektory fi nie rozpinaªy by 
aªej dziedziny G,nie przekre±laªoby to z góry mo»liwo±
i znalezienia warto±
i G na podanym w zadaniuwektorze, mogªoby si� bowiem okaza¢, »e akurat ten wektor jest liniow¡ kombina
j¡ ty
h,na który
h G jest zadane. Dopiero, gdyby ten wektor nie byª liniowo zale»ny od ty
h,na który
h dziaªanie G jest zadane, druga 
z�±¢ zadania nie mogªaby by¢ rozwi¡zana).Równanie λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0 daje ukªad równa«

λ1 + λ2 − λ3 = 0 ,

λ1 + 2λ2 + λ3 = 0 ,

λ1 − λ2 = 0 .Z trze
iego λ2 = λ1 do pierwszego i drugiego, 
o da ukªad dwu równa« 2λ1 − λ3 = 0 oraz
3λ1 + λ3 = 0, 
zyli 5λ1 = 0 et
. Wida¢, »e jedynym rozwi¡zaniem jest λ1 = λ2 = λ3 = 0,
zyli wektory fi s¡ liniowo niezale»ne. To samo mo»emy sprawdzi¢ gdy 
hodzi o wektory

g1 =





3
2
2



 , g2 =





−1
1
4



 , g3 =





−1
1
−3



 .Równanie ξ1g1 + ξ2g2 + ξ3g3 = 0 daje ukªad równa«
3ξ1 + ξ2 − ξ3 = 0 ,

2ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0 ,

2ξ1 + 4ξ2 − 3ξ3 = 0 ,te» ma tylko rozwi¡zanie ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0, 
zyli - jak si� tego kiedy± dowiemy - odwzo-rowanie G jest nieosobliwe bo przeprowadza R3 w 
aªa R3 (ma wi�
 trywialne j¡dro doktórego nale»y tylko wektor zerowy). Zatem w baza
h: fi dla wektorów odwzorowywany
hi gj dla wektorów b�d¡
y
h wynikiem odwzorowania ma
ierz G ma posta¢ trywialn¡
G(g)(f) =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 .Ozna
za to, »e je±li G[V] = X i V = fiV
i
(f), a X = gjX

j

(g), to ma
ierz G(g)(f) daje X i
(g) z

V i
(f): Xj

(g) = [G(g)(f)]
j
iV

i
(f). 33



Je±li teraz fi = ek[Re←f ]
k
i to V k

(e) = [Re←f ]
k
iV

i
(f) i odwrotnie, V i

(f) = [Rf←e]
i
kV

k
(e).W podobny sposób je±li gi = ek[Re←g]

k
i to Xk

(e) = [Re←g]
k
iX

i
(g) i odwrotnie, X i

(g) =

[Rg←e]
i
kX

k
(e). Je±li wi�
 znajdziemy ma
ierze [Re←g] i [Rf←e] to b�dziemy mogli napisa¢

Xk
(e) = [Re←g]

k
iX

i
(g) = [Re←g]

k
i[G(g)(f)]

i
jV

j

(f)

= [Re←g]
k
i[G(g)(f)]

i
j [Rf←e]

j
lV

l
(e) ≡ [G(e)(e)]

k
lV

l
(e) .Zatem [G(e)(e)]

k
l = [Re←g]

k
i[G(g)(f)]

i
j [Rf←e]

j
l. Aby wi�
 znale¹¢ ma
ierz G(e)(e) odwzoro-wania G w bazie kanoni
znej trzeba znale¹¢ ma
ierze [Re←g] oraz [Rf←e]. Pierwsza jestbanalna, bo mamy dane wektorki gi = F [fi]: np. g1 = 3e1 + 2e2 + 2e3, et
. St¡d

[Re←g] =





3 −1 −1
2 1 1
2 4 −3



 .Podobnie banalnie jest dana ma
ierz [Re←f ]:
[Re←f ] =





1 1 −1
1 2 1
1 −1 0



 ,ale my potrzebujemy [Rf←e]. Musimy wi�
 rozwi¡za¢ ukªad równa« wektorowy
h
f1 = e1 + e2 + e3 ,

f2 = e1 + 2e2 − e3 ,

f3 = −e1 + e2 .Od drugiego odj¡¢ pierwsze: e2−2e3 = f2−f1. Do drugiego doda¢ trze
ie: 3e2−e3 = f2+f3.Dalej ju» ªatwo:
3e2 − 6e3 = 3f2 − 3f1 , e2 − 2e3 = f2 − f1 ,

3e2 − e3 = f2 + f3 , 6e2 − 2e3 = 2f2 + 2f3 .St¡d: 5e3 = 3f1−2f2+f3 oraz 5e2 = f1+f2+2f3 i teraz e1 = 1
5
(5f1−f1−f2−2f3−3f1+2f2−f3).Ostate
znie mamy

e1 =
1

5
(f1 + f2 − 3f3) ,

e2 =
1

5
(f1 + f2 + 2f3) ,

e3 =
1

5
(3f1 − 2f2 + f3) ,
zyli ma
ierz Rf←e ma posta¢

[Rf←e] =
1

5





1 1 3
1 1 −2
−3 2 1



 .34



Aby sprawdzi¢, 
zy si� nie pomylili±my w ra
hunka
h i prze¢wi
zy¢ mno»enie ma
ierzysprawdzamy
[Re←f ] · [Rf←e] =





1 1 −1
1 2 1
1 −1 0



 · 1

5





1 1 3
1 1 −2
−3 2 1



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 .W drug¡ stron� te» mo»na sprawdzi¢:
[Rf←e] · [Re←f ] =

1

5





1 1 3
1 1 −2
−3 2 1



 ·





1 1 −1
1 2 1
1 −1 0



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 .No to ±wietnie. Zatem mo»emy ju» znale¹¢ ma
ierz G(e)(e) odwzorowania G w bazie kano-ni
znej ei: [G(e)(e)]
k
l = [Re←g]

k
i[G(g)(f)]

i
j[Rf←e]

j
l = [Re←g]

k
i[Rf←e]

i
l poniewa» [G(g)(f)]

i
j =

δi
j. Czyli ma
ierzowo

G(e)(e) =





3 −1 −1
2 1 1
2 4 −3



 · 1

5





1 1 3
1 1 −2
−3 2 1



 =





1 0 2
0 1 1
3 0 −1



 .Je±li mamy ju» [G(e)(e)] w bazie kanoni
znej e1, i = 1, 2, 3, to mo»emy ªatwo znale¹¢dziaªanie G na wektor
w =





2
0
−1



 .W bazie kanoni
znej ma on o
zywiste skªadowe (2, 0,−1) a zatem wspóªrz�dne (skªadowe)wektora G(w) w bazie kanoni
znej s¡ dane przez




1 0 2
0 1 1
3 0 −1









2
0
−1



 =





0
−1
7



 .Wspomniana wy»ej nieosobliwo±¢ odwzorowania G odbija si� w tym, »e wyzna
znik
det





1 0 2
0 1 1
3 0 −1



 ≡

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
0 1 1
3 0 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −7 ,który jest ró»ny od zera. W konsekwen
ji (jak si� tego dowiemy) Ker(G) = {0} (j¡droodwzorowania jest trywialne).Innym sposobem znalezienia G(w) jest rozªo»enie w w bazie wektorów fi, i = 1, 2, 3,na który
h dziaªanie G zostaªo zadane, tzn. znalezienie wspóª
zynników yi, i = 1, 2, 3 wewzorze
y1





1
1
1



 + y2





1
2
−1



 + y3





−1
1
0



 =





2
0
−1



 .35



�atwy ra
hunek daje y1 = −1
5
, y2 = 4

5
, y3 = −7

5
. Zatem korzystaj¡
 z liniowo±
i odwzo-rowania G mo»emy napisa¢:

G









2
0
−1







 = −1

5
G









1
1
1







 +
4

5
G









1
2
−1







 − 7

5
G









−1
1
0









= −1

5





3
2
2



 +
4

5





−1
1
4



 − 7

5





−1
1
−3



 =





0
−1
7



 ,tak jak poprzednio.Zadanie 29Dane s¡ dwie ma
ierze
F = ( 1 2 3 ) , i G =





1
2
3



 .Znale¹¢ ilo
zyny F · G i G · F .Rozwi¡zanie: Ma
ierz F jest ma
ierz¡ odwzorowania F : R3 → R1, ma
ierz za± G -ma
ierz¡ odwzorowania G : R1 → R3; obie one s¡ dane w jaki
h± baza
h. Aby mno»eniamiaªy sens trzeba przyj¡¢, »e odpowiednie bazy s¡ zgodne. W nota
ji wprowadzonej wpoprzedni
h zadania
h powinno by¢ tak
F · G ≡ F(g′)(f) · G(f)(g) = ( 1 2 3 )





1
2
3



 = (14) ,

G · F ≡ G(f ′)(g) · G(g)(f) =





1
2
3



 ( 1 2 3 ) =





1 2 3
2 4 6
3 6 9



 .Ma
ierz F · G jest ma
ierz¡ odwzorowania z R1 w R1 i wtedy bazami gi, gdzie i = 1 i
g′i z i = 1 mog¡ np. by¢ bazy kanoni
zne R1 [1] (ale nie musz¡), a baza fi z i = 1, 2, 3przestrzeni R3 w której dana jest ma
ierz G(f)(g) musi by¢ (»eby mno»enie ma
ierzy miaªosens) t¡ sam¡ baz¡ w przestrzeni R3, w której jest dana ma
ierz F . Z kolei ma
ierz G ·Fjest ma
ierz¡ odwzorowania z R3 w R3 i »eby mno»enie miaªo sens nie musimy zakªada¢,»e bazy fi z i = 1, 2, 3 i f ′i z i = 1, 2, 3 s¡ t¡ sam¡ baz¡, ale musimy zaªo»y¢, »e baza wprzestrzeni R1 w której dane s¡ ma
ierze F i G jest ta sama.Uwaga: Odwzorowanie liniowe takie jak F z przestrzeni wektorowej (np. R3) w prze-strze« wektorow¡, któr¡ mo»na uto»sami¢ z 
iaªem (np. R1, jak tutaj lub C1) nazywa si�kowektorem lub jednoform¡ (o
zywi±
ie, skoro istniej¡ jednoformy, to nale»y domniemy-wa¢, »e s¡ te» i dwu- i wi�
ej-formy; istotnie, s¡, i to prowadzi do teorii form ró»ni
zkowy
hi inny
h 
udów matematyki z nimi zwi¡zany
h).36



Zadanie 30Je±li jest to mo»liwe, znale¹¢ ilo
zyny A · B i B · A ma
ierzy:
i) A =

(

1 n
0 1

)

, B =

(

1 m
0 1

)

,

ii) A =

(

1 5 3
2 −3 1

)

, B =





2 −3 5
−1 4 −2
3 −1 1



 ,Rozwi¡zanie: i) Poniewa» obie ma
ierze s¡ kwadratowe oba mno»enia s¡ wykonalne
A · B = B · A =

(

1 n + m
0 1

)

.Tu akurat A · B = B · A, 
ho¢ naogóª tak nie jest.Odp. ii) Mo»na tylko obli
zy¢ A · B:
A · B =

(

1 5 3
2 −3 1

)





2 −3 5
−1 4 −2
3 −1 1



 =

(

6 14 −2
10 −19 17

)

.Zadanie 31Funk
j� exp(A), której argumentem jest ma
ierz A de�niujemy przez rozwini�
ie w szeregTaylora:
exp(A) = I + A +

1

2!
A2 +

1

3!
A3 +

1

4!
A4 + . . .(I, jest tu ma
ierz¡ maj¡
¡ na diagonali jedynki, i zera wsz�dzie poza diagonal¡; kiedy±si� dowiemy, »e szereg ten jest zawsze zbie»ny). Obli
zy¢ eksponensy od ma
ierzy tA, tBi tC (gdzie t ∈ R)

A =









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0









, B =









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









, C =









0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0









.Rozwiaz¡nie: Obli
zmy najpierw A · A · A = A · A2 = A3:
A3 =









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

















0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

















0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0









=









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

















0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0









=









0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









.37



Nietrudno spostrze
, »e A4 = 0. Zatem w tym przypadku
exp(tA) = I + tA +

t2

2!
A2 +

t3

3!
A3 =









1 t t2/2 t3/6
0 1 t t2/2
0 0 1 t
0 0 0 1









.Podobnie obli
zmy B · B = B2









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

















1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









=









4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4









,
zyli B2 = 22I. Wnioskujemy st¡d, »e B3 = 22B, B4 = 24I, et
. Ogólnie B2n = 22nI,
B2n+1 = B2n · B = 22nB = 22n+1 1

2
B. Mo»emy wi�
 napisa¢

exp(tB) =
∞

∑

n=0

1

(2n)!
(tB)2n +

∞
∑

n=0

1

(2n + 1)!
(tB)2n+1

= I
∞

∑

n=0

(2t)2n

(2n)!
+

1

2
B
∞

∑

n=0

(2t)2n+1

(2n + 1)!
= I ch(2t) +

1

2
B sh(2t) .Obli
zmy znowu C · C · C = C · C2 = C3:

C3 =









0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

















0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

















0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0









=









0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

















0 0 2 0
0 0 0 6
0 0 0 0
0 0 0 0









=









0 0 0 6
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









.Ponownie, jak w przypadku ma
ierzy A mamy C4 = 0 wi�

exp(tC) = I + tC +

t2

2!
C2 +

t3

3!
C3 =









1 t t2 t3

0 1 2t 3t2

0 0 1 3t
0 0 0 1









.
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Przypomnienie.Wyzna
znikiem ma
ierzy kwadratowej (dla ma
ierzy niekwadratowy
h wyzna
znika niemo»na okre±li¢!)
A =









a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann









,nazywamy li
zb� (z 
iaªa K, z którego s¡ elementy aij ma
ierzy A) dan¡ wzorem
detA ≡

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∑

π

sgn(π) a1π(1)a2π(2) . . . anπ(n) .Jest to suma n! skªadników, z który
h ka»dy jest ilo
zynem n 
zynników b�d¡
y
h pew-nymi elementami ma
ierzy A. sgn(π) jest znakiem permuta
ji π 
zyli (−1)k, gdzie k jestrówne li
zbie pierestanowok potrzebny
h do ustawienia 
i¡gu li
zb π(1), π(2), π(3), . . . , π(n)w porz¡dku 1, 2, 3, . . . , n.Wa»ne by zauwa»y¢, i» w ka»dym skªadniku a1π(1)a2π(1) . . . anπ(1) sumy de�niuj¡
ej wy-zna
znik wyst�puje dokªadnie po jednym elemen
ie z ka»dej kolumny i po jednym ele-men
ie z ka»dego wiersza ma
ierzy A (tzn. w ka»dym ilo
zynie b�d¡
ym skªadnikiemsumy ka»da kolumna ma dokªadnie jednego �reprezentanta� i ka»dy wiersz ma dokªadniejednego �reprezentanta�). Z powy»szej de�ni
ji naty
hmiast otrzymujemy wzory
det

(

a11 a12

a21 a22

)

≡
∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

= a11a22 − a12a21 ,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22a33 + a12a23a31 + a21a13a32 − a31a13a22 − a12a21a33 − a11a32a23 ,jako maj¡
e nale»ne li
zby skªadników (n!) i speªniaj¡
e reguª� �reprezentantów�.Wygodnie jest te» traktowa¢ wyzna
znik jak funk
j� kolumn Ci, i = 1, . . . , n ma
ierzy
A =









a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann









= (C1 C2 . . .Cn) ,a z kolei kolumny Ci, i = 1, . . . , n traktowa¢ jak wektory z Rn lub Cn (ogólniej z Kn)
C1 =









a11

a21

. . .
an1









, C2 =









a12

a22

. . .
an2









, . . . Cn =









a1n

a2n

. . .
ann









.
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Wªa±
iwo±
i wyzna
znika
• detA =detAT , gdzie ma
ierz transponowan¡ AT tworzy si� z A przez odbi
ie ele-mentów A symetry
znie wzgl�dem diagonali wyzna
zonej przez elementy akk:

AT =









a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . ann









,Z tego wynika równie», »e wyzna
znik mo»na traktowa¢ jak funk
j� wierszy R1, . . .,
Rn ma
ierzy A, które to wiersze te» mo»na uwa»a¢ za wektory z Rn lub Cn

• je±li 
ho¢ jeden wiersz lub 
ho¢ jednak kolumna ma
ierzy A skªada si� z samy
h zerto detA = 0

• zamiana miejs
ami dwu kolumn lub dwu wierszy ma
ierzy A zmienia znak wy-zna
znika (wyzna
znik jest 
aªkowi
ie antysymetry
zn¡ funk
j¡ kolumn i wierszyma
ierzy A)
det (C1 . . .Ck . . .Cl . . .Cn) = −det (C1 . . .Cl . . .Ck . . .Cn) ,dla dowolny
h 1 ≤ k, l ≤ n

• je±li wszystkie elementy jednej z kolumn A lub wszystkie elementy jednego z wierszy
A pomno»ymy przez λ to wyzna
znik te» ulegnie pomno»eniu przez λ

det (C1 . . . λCk . . .Cn) = λdet (C1 . . .Ck . . .Cn) ,

• wyzna
znik jest liniow¡ funk
j¡ ka»dej z kolumn (ka»dego z wierszy):
det

(

C1 . . . λ1C
(1)
k + λ2C

(2)
k . . .Cn

)

= λ1 det
(

C1 . . .C
(1)
k . . .Cn

)

+λ2 det
(

C1 . . .C
(2)
k . . .Cn

)

• wyzna
znik nie zmienia si� je±li jedn¡ z jego kolumn (lub wiersz) zast¡pimy sum¡tej»e kolumy (wiersza) i dowolnej innej kolumny (wiersza) pomno»onej przez do-woln¡ li
zb�
det

(

C1 . . . C̃k . . .Cn

)

= det (C1 . . .Ck . . .Cn) ,gdzie C̃k = Ck +
∑

j 6=k λjCj.
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Wynika st¡d, wyzna
znik znika (tj. równa si� zeru) zawsze gdy wektory Ci, i = 1, ntworz¡
e kolumny (lub wiersze) ma
ierzy A s¡ liniowo zale»ne.Przykªady
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22 . . . ann ,
o wynika z tego, »e w skªadnika
h sumy wyst�puje tylko po jednym elemen
ie z ka»dejkolumny i po jednym elemen
ie z ka»dego wiersza ma
ierzy A. St¡d wyzna
znik ma
ierzyjednostkowej jest równy zawsze 1.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1 ,bo trzeba zamieni¢ miejs
ami kolumny drug¡ i 
zwart¡.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 1 1 2
1 7 1 2
a 1 1 2
1 1 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 ,bo odejmuj¡
 od 
zwartej kolumy dwa razy trze
i� dostajemy zerow¡ 
zwart¡ kolumn�.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 2 1 1
0 0 3 1
0 0 0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 2 1 1
0 0 3 1
0 0 0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 3 1
0 0 0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 3 1
0 0 0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 · 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 24 ,gdzie w pierwszym kroku od kolumn drugiej, trze
iej i 
zwartej odj�li±my pierwsz¡, po-tem wyprowadzili±my 
zynnik 2 przed wyzna
znik, potem od kolumn trze
iej i 
zwartejodj�li±my kolumn� drug¡, potem wyprowadzili±my 
zynnik 3 przed et
.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
1 2 1 1
1 1 3 1
1 1 1 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 2 0
1 0 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6 .41



Najpierw od kolumn drugiej, trze
iej i 
zwartej odj�li±my pierwsz¡, a potem zauwa»yli±my,»e wynik wynika ju» z tego, i» w skªadnika
h sumy daj¡
ej wyzna
znik wyst�puje tylko pojednym elemen
ie z ka»dej kolumny i po jednym elemen
ie z ka»dego wiersza. Wniosek:wyzna
znik ma
ierzy �gorno-� lub �dolno-trójk¡tnej�












a11 a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

0 0 a33 . . . a3n

0 0 0 . . . ann













,













a11 0 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
a31 a32 a33 . . . 0

an1 an2 an3 . . . ann













,jest równy ilo
zynowi jej elementów diagonalny
h, bo przez dozwolone opera
je na kolum-na
h lub wiesz
h (tj. opera
je nie zmieniaj¡
e warto±
i wyzna
znika) mo»na j¡ zawszesprowadzi¢ do ma
ierzy diagonalnej.Przykªad: Obli
zmy wyzna
znik ma
ierzy 3 × 3
∣

∣

∣

∣

∣

∣

8 7 6
5 4 3
2 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 8 · 4 · 0 + 7 · 3 · 2 + 5 · 1 · 6 − 2 · 4 · 6 − 8 · 1 · 3 − 5 · 7 · 0 = 0 .Zerowanie si� wyzna
znika zawsze sygnalizuje liniow¡ zale»no±¢ jego kolumn. I istotnie:w powy»szej ma
ierzy C3 = −C1 + 2C2.PrzypomnienieMinorem stopnia r ma
ierzy A o wymiara
h n × m (wa»ne: minory mo»na okre±la¢tak»e dla ma
ierzy niekwadratowy
h o m 6= n) nazywamy wyzna
znik podma
ierzy r× rutworzonej z ma
ierzy A przez skre±lenie n − r jej wierszy i m − r jej kolumn.Dopeªnieniem algebrai
znym Ajk elementu ajk ma
ierzy kwadratowej A o wymiara
h n×n(uwaga: tu znów mowa o ma
ierza
h kwadratowy
h!) nazywamy li
zb�
Ajk ≡ (−1)j+kMjk ,gdzie Mjk jest minorem ma
ierzy A utworzonym przez skre±lenie jej j-tego wiersza i k-tejkolumny. Np. w przypadku ma
ierzy









1 0 2 3
3 −2 4 3
5 8 −1 2
−2 3 0 1









,dopeªnieniem algebrai
znym elementu a13 jest
A13 = (−1)(1+3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 −2 3
5 8 2
−2 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 117 .42



Rozwini�
ie Lapla
e'a wyzna
znika ma
ierzy A wymiaru n×n wzgl�dem j-tego wiersza
detA = aj1Aj1 + aj2Aj2 + aj3Aj3 + . . . + ajnAjn ,i wzgl�dem k-tej kolumny
detA = a1kA1k + a2kA2k + a2kA2k + . . . + ankAnk .Wiersz j lub kolumna k mog¡ by¢ wybrane dowolnie.PrzykªadZastosujmy Lapla
e'a do ma
ierzy górnotrójk¡tnej (wiemy 
o powinno wyj±¢). Rozwijamyjej wyzna
znik wzgl�dem ostatniego wiersza

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

0 0 a33 . . . a3n

0 0 0 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= annMnn = ann(−1)n+n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13 . . . a1n−1

0 a22 a23 . . . a2n−1

0 0 a33 . . . a3n−1

0 0 0 . . . an−1n−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Poniewa» w ostatnim wierszu tylko element ann jest niezerowy, suma (rozwini�
ie wy-zna
znika wzgl�dem ostatniego wiersza) an1An1 + an2An2 + an3An3 + . . . + annAnn skªadasi� tylko z ostatniego wyrazu. Nast�pnie rozwijamy ponownie pozostaªy wyzna
znik,wzgl�dem ostatniego, (n − 1)-ego, wiersza itd. Wida¢, »e w rezultat
ie dostaje si� znanywynik, »e wyzna
znik ma
ierzy górno-trójk¡tnej jest ilo
zynem jej elementów diagonal-ny
h. Mo»na byªo uzyska¢ to samo rozwijaj¡
 wyzna
znik wzgl�dem pierwszej kolumny(tylko »eby to przyzwoi
ie zapisywa¢, trzeba by byªo w ka»dym kolejnym kroku przenu-merowywa¢ elementy ma
ierzy...)Zadanie (u±wi�
ony trady
j¡ wyzna
znik Vandermonda)Obli
zy¢ wyzna
znik
Vn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 x2
1 x3

1 . . . xn−2
1 xn−1

1

1 x2 x2
2 x3

2 . . . xn−2
2 xn−1

2

1 x3 x2
3 x3

3 . . . xn−2
3 xn−1

3

1 xn x2
n x3

n . . . xn−2
n xn−1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Rozwi¡zanie: Sprawd¹my najpierw dla n = 2 i n = 3:
n = 2 :

∣

∣

∣

∣

1 x1

1 x2

∣

∣

∣

∣

= x2 − x1 .

n = 3 :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 x2
1

1 x2 x2
2

1 x3 x2
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2) .43



Stawiamy wi�
 hipotez�, »e
Vn =

∏

k>l

(xk − xl) .Dowód przeprowadzamy posªuguj¡
 si� induk
j¡ matematy
zn¡. Zakªadamy, »e teza jestprawdziwa dla Vn−1. Na Vn dokonujemy nast�puj¡
y
h opera
ji (nie zmieniaj¡
y
h wy-zna
znika): Cn → Cn − xnCn−1, Cn−1 → Cn−1 − xnCn−2,. . . C2 → C2 − xnC1. Dajeto
Vn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 − xn x1(x1 − xn) x2
1(x1 − xn) . . . xn−3

1 (x1 − xn) xn−2
1 (x1 − xn)

1 x2 − xn x2(x2 − xn) x2
2(x2 − xn) . . . xn−3

2 (x2 − xn) xn−2
2 (x2 − xn)

1 x3 − xn x3(x3 − xn) x2
3(x3 − xn) . . . xn−3

3 (x3 − xn) xn−2
3 (x3 − xn)

1 0 0 0 . . . 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Teraz dokonujemy rozwini�
ia Lapla
e's Vn wzgl�dem ostatniego wiersza, który ma tylkojeden element niezerowy:
Vn = (−1)n+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 − xn x1(x1 − xn) x2
1(x1 − xn) . . . xn−2

1 (x1 − xn)
x2 − xn x2(x2 − xn) x2

2(x2 − xn) . . . xn−2
2 (x2 − xn)

x3 − xn x3(x3 − xn) x2
3(x3 − xn) . . . xn−2

3 (x3 − xn)

xn−1 − xn xn−1(xn−1 − xn) x2
n−1(xn−1 − xn) . . . xn−2

n−1(xn−1 − xn)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Wy
i¡gamy nast�pnie z wiersza pierwszego wspólny 
zynnik (x1−xn), z drugiego 
zynnik
(x2 − xn), . . . i z ostatniego wiersza 
zynnik (xn−1 − xn) i znajdujemy, »e

Vn = (−1)n+1 = (−1)n+1(x1 − xn)(x2 − xn) . . . (xn−1 − xn) · Vn−1

= (xn − x1)(xn − x2) . . . (xn − xn−1) · Vn−1.To za± ko«
zy dowód bo na mo
y zaªo»enia induk
yjnego Vn−1 jest ju» dany przez odpo-wiedni ilo
zyn.ZadanieUdowodni¢, »e detC=detA·detB je±li
C =

(

Ap×p [0]p×l

[0]l×p Bl×l

)

.

A i B s¡ tu ma
ierzami wymiarów odpowiednio p×p i l× l, a [0]p×l i [0]l×p s¡ ma
ierzamizerowymi wymiarów p × l i l × p.Rozwi¡zanie: Mo»na posªu»y¢ si� induk
j¡ matematy
zn¡ wzgl�dem l. Dla l = 1, tzn.gdy ma
ierz B skªada si� tylko z jednego elementu, wzór jest prawdziwy na mo
y rozwini�-
ia Lapla
e'a (zastosowanego do ostatniej kolumny b¡d¹ ostatniego wiersza). Zakªadamywi�
, »e wzór jest prawdziwy dla ma
ierzy B wymiaru (l−1)×(l−1) i badamy przypadek44



ma
ierzy B wymiaru l× l. Rozwijamy wyzna
znik 
aªej ma
ierzy C wzgl�dem ostatniegowiersza, w którym niezerowe s¡ elementy cp+1 p+l ≡ b1l, cp+2 p+l ≡ b2l, . . . cp+l p+l ≡ bll:
∣

∣

∣

∣

Ap×p [0]p×l

[0]l×p Bl×l

∣

∣

∣

∣

= cp+1 l+l (−1)p+1+p+lMC
p+1 p+l + cp+2 l+l (−1)p+2+p+lMC

p+2 p+l + . . .

+cp+l l+l (−1)p+l+p+lMC
p+l p+l

= b1l (−1)p+1+p+lMC
p+1 p+l + b2l (−1)p+2+p+lMC

p+2 p+l + . . .

+bll (−1)p+l+p+lMC
p+l p+l .Ka»dy z minorów MC

p+k p+l (k = 1, . . . , l) ma
ierzy C jest teraz wyzna
znikiem podma-
ierzy o wymiara
h (p + l − 1) × (p + l − 1), do którego stosuje si� zaªo»enie induk
yjne.Na mo
y tego zaªo»enia odpowiednie minory MC
p+k p+l (k = 1, . . . l) ma
ierzy C s¡ równeodpowiednim minorom ma
ierzy B razy wyzna
znik ma
ierzy A:

MC
p+kp+l = detA · MB

kl , k = 1, . . . l .Zatem
detC = detA (−1)p+p ·

(

b1l (−1)l+1MB
1l + b2l (−1)l+2MB

2l + . . . + bll (−1)l+lMB
ll

)

= detA · detB ,bo wyra»enie w nawiasie jest ni
zym innym jak rozwini�
iem Lapla
e'a wyzna
znika ma-
ierzy B wzgl�dem jej ostatniego wiersza.PrzypomnienieUogólnieniem rozwini�
ia Lapla
e'a s¡ wzory
al1Aj1 + al2Aj2 + al3Aj3 + . . . + alnAjn = δlj · detA ,

a1kA1l + a2kA2l + a2kA2l + . . . + ankAnl = δkl · detA ,w który
h δlj = 1, gdy l = j i δlj = 0, gdy l 6= j.Wzory te pozwalaj¡ napisa¢ wzór na ma
ierz odwrotn¡ do danej. Mianowi
ie: je±li
A =









a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann









,to
A−1 =

1

detA









A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann









,45



(wa»ne: w A−1 na miejs
u kj stoi Ajk, nie za± Akj!). Istotnie: gdy mno»ymy A i A−1 toelement cjk ma
ierzy C = A · A−1 jest równy
cjk =

1

detA
(aj1Ak1 + aj2Ak2 + . . . + ajnAkn) ,a to wªa±nie na mo
y pierwszego ze wzorów b�d¡
y
h uogólnionymi rozwini�
iami La-pla
e'a da cjk = δjk. Nietrudno zoba
zy¢, »e drugi z ty
h wzorów zapewnia, i» (A−1·A)jk =

δjk.Mamy stad naty
hmiast wzór dla ma
ierzy 2 × 2:
A =

(

a11 a12

a21 a22

)

, A−1 =
1

a11a22 − a12a21

(

a22 −a12

−a21 a11

)

.Zadanie Korzystaja
 z powy»szej metody3 odwró
i¢ ma
ierz
A =





1 2 1
2 3 1
0 1 2



 .Rozwi¡zanie. Obli
zamy dopeªnienia algebrai
zne wszystki
h alementów ma
ierzy:
A11 =

∣

∣

∣

∣

3 1
1 2

∣

∣

∣

∣

= 5, A12 = −
∣

∣

∣

∣

2 1
0 2

∣

∣

∣

∣

= −4, A13 =

∣

∣

∣

∣

2 3
0 1

∣

∣

∣

∣

= 2,

A21 = −
∣

∣

∣

∣

2 1
1 2

∣

∣

∣

∣

= −3, A22 =

∣

∣

∣

∣

1 1
0 2

∣

∣

∣

∣

= 2, A23 = −
∣

∣

∣

∣

1 2
0 1

∣

∣

∣

∣

= −1,

A31 =

∣

∣

∣

∣

2 1
3 1

∣

∣

∣

∣

= −1, A32 = −
∣

∣

∣

∣

1 1
2 1

∣

∣

∣

∣

= 1, A33 =

∣

∣

∣

∣

1 2
2 3

∣

∣

∣

∣

= −1.Wyzna
znik ma
ierzy A jest np. dany przez a11A11 + a21A21 + a31A31 = 1 · 5 + 2 · (−3) +
0 · (−1) = −1. St¡d A−1

A−1 =
1

−1





5 −3 −1
−4 2 1
2 −1 −1



 =





−5 3 1
4 −2 −1
−2 1 1



 .Nietrudno sprawdzi¢, »e istotnie jest to ma
ierz odwrotna. O
zywi±
ie, je±li detA = 0, toma
ierz odwrotna A−1 nie istnieje.
3Inna, naogóª zna
znie szybsza metoda odwra
ania ma
ierzy byªa opisana w zadaniu 19.46



PrzypomnienieUkªadem Cramera nazywa si� liniowy ukªad n równa« na n niewiadomy
h
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

........................................... .. ...

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn ,który równowa»nie mo»na zapisa¢ w posta
i








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

















x1

x2

·
xn









=









b1

b2

·
bn









,lub po prostu
A · x = b .Wzory na ma
ierz odwrotn¡ prowadz¡ naty
hmiast do wzorów Cramera b�d¡
y
hrozwi¡zaniem ukªadu Cramera: x = A−1 · b, lub jawnie:









x1

x2

·
xn









=
1

detA









A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

















b1

b2

·
bn









.Wida¢ st¡d, »e
xk =

1

detA

n
∑

l=1

Alkbl .Uwa»niejsze spojrzenie na ten wzór ujawnia, »e suma po jego prawej stronie jest poprostu rozwini�
iem Lapla
e'a wzgl�dem k-tej kolumny wyzna
znika ma
ierzy utworzonejz wyj±
iowej ma
ierzy (ma
ierzy ukªadu) A przez zast¡pienie jej k-tej kolumny wektorem
b:

xk =
1

detA

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . b1 . . . a1n

a21 . . . b2 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . bn . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Tak wi�
 dzi�ki wzorom Cramera rozwi¡zanie ukªadu n liniowy
h równa« na n niewiado-my
h sprowadza si� do obli
zenia n+1 wyzna
zników ma
ierzy n×n. Wzory Cramera nies¡ sz
zególnie wygodnym sposobem rozwi¡zywania takiego ukªadu równa« ale jako jawnemaj¡ wa»ne zna
zenie teorety
zne. Co wi�
ej je±li ze wszystki
h x-ów potrzebny jest np.47



tylko xk to wzory Cramera pozwalaj¡ wyzna
zy¢ od razu t� niewiadom¡ bez wyzna
zaniapozostaªy
h (sprowadza si� to do obli
zenia dwu wyzna
zników tylko).Ze wzorów Cramera mo»na ponadto wysnu¢ dwa wnioski: po pierwsze, je±li b 6= 0,a detA = 0, to ukªad nie ma rozwi¡zania i po drugie, je±li b = 0 (jednorodny ukªadrówna«), to nietrywialne rozwi¡zanie x 6= 0 istnieje tylko wtedy, gdy detA = 0 (tenwniosek jest w �zy
e niezwykle 
z�sto wykorzystywany; tu b�dzie nam potrzebny m.in.przy rozwi¡zywaniu tzw. zagadnienia wªasnego operatora liniowego).Zadanie. Z ukªadu równa«:
2x1 + x2 − x3 + x4 = 5

x1 + x2 + x3 − 2x4 = −1

x1 − 2x2 + x3 + x4 = 2

x1 + x3 = 3 .wyzna
zy¢ x1.Rozwi¡zanie: Ma
ierz tego ukªadu ma posta¢
A =









2 1 −1 1
1 1 1 −2
1 −2 1 1
1 0 1 0









.Jej wyzna
znik obli
zamy dokonuj¡
 najpierw opera
ji: R1 → R1 −2R4, R2 → R2 −R4,
R3 → R3 − R4, 
o daje









0 1 −3 1
0 1 0 −2
0 −2 0 1
1 0 1 0









i teraz detA = 1 · (−1)4+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −3 1
1 0 −2
−2 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 9.Zgodnie ze podanymi wzorami mamy wi�

x1 =

1

9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 1 −1 1
−1 1 1 −2
2 −2 1 1
3 0 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

9







−3 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 1
1 1 −2
−2 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− 1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 1 1
−1 1 −2
2 −2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣







.St¡d x1 = (1/9)[−3 · 3 − 1 · (−18)] = 1. W podobny sposób mo»na znale¹¢ (je±li by byªypotrzebne) x2 = 2, x3 = 2 i x4 = 3. (Poniewa» rozwi¡zanie takiego ukªadu równa« jest,gdy detA 6= 0, jednozna
zne wi�
 zgadni�
ie lub ±
i¡gni�
ie od kolegi/kole»anki x2, x3 i x4i sprawdzenie, »e wraz z x1 speªniaj¡ one ukªad zaªatwia spraw� sprawdzenia poprawno±
iwyli
zonego wªasnor�
znie x1). 48



PrzypomnienieRz¡d r(A) ma
ierzy A wymiaru m × n (niekonie
znie kwadratowej), która ma n kolumn
C1, . . ., Cn: tworz¡
y
h n wektorów o dªugo±
i m (i elementa
h z 
iaªa K = R1 lub C1)jest to maksymalna li
zba liniowo niezale»ny
h wektorów-kolumn Ci. Rz¡d ma
ierzy jestwi�
 to wymiar podprzestrzeni liniowej Kn rozpinanej przez kolumny C1, . . ., Cn ma
ierzy
A.Przykªad. Rz¡d ma
ierzy A (nad 
iaªem C

1)
A =





1 2 3
0 1 1
2 i 2 + i



 ,jest równy 2 bo C3 = C1 + C2.Wªa±
iwo±
i rz�du ma
ierzy. Rz¡d ma
ierzy A i rz¡d ma
ierzy transponowanej AT s¡sobie równe:
r(A) = r(AT ) .(Ina
zej: rz¡d �kolumnowy� ma
ierzy i jej rz¡d �wierszowy� s¡ takie same). Wynika st¡dnaty
hmiast, »e

r (Am×n) ≤ min(m, n) .Rz¡d ma
ierzy nie zmieni si� je±li
• któr¡± z kolumn (lub wierszy) pomno»ymy przez jak¡± li
zb� λ 6= 0 (z 
iaªa K)
• przestawimy kolumny (wiersze)
• do jednej z kolumn (wiersza) dodamy kombina
j� liniow¡ pozostaªy
h kolumn (wier-szy)Zadanie. Znale¹¢ rz¡d ma
ierzy

A =





1 2 3 6
3 −1 2 4
4 1 5 10



 .Rozwi¡zanie: Dokonajmy opera
ji: C3 → C3 − (C2 + C2), C4 → C4 − 2(C2 + C2).Daje to




1 2 0 0
3 −1 0 0
4 1 0 0



 ,i naty
hmiast wida¢, »e r(A) = 2. 49



Zadanie. Znale¹¢ rz¡d ma
ierzy
A =









0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0









.Rozwi¡zanie: Dokonajmy opera
ji: C4 → C4 − C1, C3 → C3 − C1, C2 → C2 − C1.Daje to








0 1 1 1
1 −1 0 0
1 0 −1 0
1 0 0 −1









.A dalej mo»na po prostu rozwi¡zywa¢ problem liniowej (nie)zale»no±
i kolumn: λ1C1 +
λ2C2 + λ3C3 + λ4C4 = 0, 
zyli

λ2 + λ3 + λ4 = 0

λ1 − λ2 = 0

λ1 − λ3 = 0

λ1 − λ4 = 0 .Wyra»aj¡
 z ostatni
h trze
h r'owna« λ2, λ3 i λ4 przez λ1 i wstawiaj¡
 do pierwszegoznajdujemy sofort, »e λ1 = 0, a st¡d, z pozostaªy
h równan« λ2 = λ3 = λ4 = 0. St¡dkolumny C1, C2, C3 i C4 s¡ liniowo niezale»ne, a 
o za tym idzie rz¡d wyj±
iowej ma
ierzyjest równy 4.Przypomnienie: Rz¡d r(A) ma
ierzy A jest równy najwy»szemu ze stopni nk niezero-wy
h minorów MA
k jakie mo»na utworzy¢ z A skre±laj¡
 w niej pewn¡ li
zb� kolumn iwierszy (tak by otrzyma¢ podma
ierz wymiaru nk × nk). Ze stwierdzenia tego wynikanaty
hmiast to, »e �rz¡d kolumnowy� ma
ierzy jest taki sam, jak jej �rz¡d wierszowy�.Stwierdzenie to daje nam te» metod� badania rz�du ma
ierzy.Zadanie: Okre±li¢ rz¡d ma
ierzy









2 1 3 4 5
3 1 2 5 4
5 2 5 9 10
1 0 −1 2 −1









.Rozwi¡zanie: Niew¡tpliwie r(A) ≤ 4. Zanim za
zniemy obli
za¢ wyzna
zniki lepiejwykona¢ par� opera
ji. Np.: C1 → C1 − 2C2, C3 → C3 − 2C2, C4 → C4 − 4C2,
C5 → C5 − 4C2. Dadz¡ one









0 1 1 0 1
1 1 0 1 0
1 2 1 1 2
1 0 −1 2 −1









.50



Mo»emy teraz zaryzykowa¢ i utworzy¢ minor MA stopnia 4 skre±laj¡
 pierwsz¡ kolumn�:
MA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 0 1
1 0 1 0
2 1 1 2
0 −1 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 · (−1)2+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
1 1 2
−1 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1 · (−1)2+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
2 1 2
0 −1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.To ju» ªatwo obli
zy¢: MA = −1 · (−2) − 1 · (1) = 1 6= 0. Znale¹li±my wi�
 w ma
ierzyotrzymanej z A niezerowy minor stopnia 4, a to ozna
za, »e ma
ierz ta, a zatem i samama
ierz A jest rz�du 4 (gdyby wybrany minor okazaª si� zerowy, to w
i¡» nie mogliby±mywyklu
zy¢, »e r(A) = 4; trzeba by wtedy sprawdzi¢ kolejny z wszystki
h pi�
iu minorów
zwartego stopnia, jakie mo»na wybra¢ w A).PrzypomnienieOgólny ukªad m równa« liniowy
h z n niewiadomymi posta
i
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

........................................... .. ...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm ,lub, równowa»nie,








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

















x1

x2

·
xn









=









b1

b2

·
bm









,lub, jesz
ze ina
zej, ale w
ia» równowa»nie,
x1









a11

a21

·
am1









+ x2









a12

a22

·
am2









+ . . . + xn









a1n

a2n

·
amn









=









b1

b2

·
bm









,ma rozwi¡zanie, 
zyli jest niesprze
zny gdy rz¡d ma
ierzy rozszerzonej AR ukªadu








a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm









,jest nie wi�kszy (mniejszy by¢ nie mo»e) ni» rz¡d ma
ierzy A ukªadu








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn









,51



Jest to o
zywiste je±li zapisa¢ ostatni¡ z podany
h posta
i ukªadu równa« jako równo±¢
x1C1 + x2C2 + . . . + xnCn = CB ,która ozna
za, »e wektor-kolumna CB musi si� da¢ przedstawi¢ jako kombina
ja liniowawektorów-kolumn Ci, i = 1, . . . , n ma
ierzy A. Ozna
za to bowiem, »e kolumna CB musiby¢ liniowo zale»na od kolumn Ci, 
zyli jej dostawienie do ma
ierzy A w 
elu stworzeniama
ierzy rozszerzonej AR nie mo»e podwy»szy¢ rz�du ma
ierzy.Ogólna posta¢ rozwi¡zania. Je±li r(AR) = r(A) = r, gdzie z konie
zno±
i r ≤min(n, m),tj. je±li ukªad jest niesprze
zny, to w ma
ierzy A musi si� da¢ wybra¢ niezerowy minorstopnia r, tj. musi w niej istnie¢ podma
ierz wymiaru r × r o niezerowym wyzna
zniku(trzeba j¡ znale¹¢). Zaªó»my, »e podma
ierz ta skªada si� z r pierwszy
h kolumn i r pierw-szy
h wierszy ma
ierzy A (zawsze mo»na tak przenumerowa¢ równania i zniewiadome xi,»eby tak byªo). Mo»emy wtedy odrzu
i¢ równania, który
h wspóª
zynniki ajk nie w
ho-dz¡ do znalezionej podma
ierzy r × r o niezerowym wyzna
zniku (
zyli przy powy»szymzaªo»eniu, m−r ostatni
h równa«), a zmienne, xl, który
h wspóª
zynniki akl nie w
hodz¡do owej podma
ierzy (
zyli tu zmienne xr+1, . . ., xn) nale»y uzna¢ za dowolne (»eby topodkre±li¢ nadajemy im nowe nazwy xr+1 = α1, . . ., xn = αn−r) i przenie±¢ na drug¡stron� równa«. Nast�pnie rozwi¡zujemy ukªad zredukowany

a11x1 + a12x2 + . . . + a1rxr = b1 − a1r+1α1 + . . . − a1nαn−r

a21x1 + a22x2 + . . . + a2rxr = b2 − a2r+1α1 + . . . − a2nαn−r

........................................... .. ..............................

ar1x1 + ar2x2 + . . . + arrxr = br − arr+1α1 + . . . − arnαn−r ,Ten ukªad równa« ma ju» rozwi¡zanie jednozna
zne (przy ustalony
h warto±
ia
h α1, . . .,
αn−r) bo odpowiadaj¡
a mu ma
ierz problemu ma rz¡d równy r. Co wi�
ej, zagwaranto-wane jest, »e odrzu
one równania s¡ równie» speªnione.Wynika z tego wszystkiego, »e ukªad m równa« na n niewiadomy
h ma tylko jedno(jednozna
zne) rozwi¡zanie tylko gdy r(A) = n (bo wtedy po prawej stronie powy»szegoukªadu niema »adny
h dowolny
h αi. Je±li r(A) = r < n, to rozwi¡zanie jest niejedno-zna
zne bo zale»y od n− r dowolny
h staªy
h α1, . . ., αn−r. Mo»na to rozwi¡zanie wtedyzapisa¢ w posta
i





















x1

x2

·
xr

xr+1

·
xn





















=





















x
(s)
1

x
(s)
2

·
x

(s)
r

0
·
0





















+ α1





















x̃
(1)
1

x̃
(1)
2

·
x̃

(1)
r

1
·
0





















+ . . . + αn−r





















x̃
(n−r)
1

x̃
(n−r)
2

·
x̃

(n−r)
r

0
·
1





















,

w której pierwsza kolumna jest sz
zególnym rozwi¡zaniem wyj±
iowego ukªadu niejedno-52



rodnego








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn





























x
(s)
1

x
(s)
2

·
x

(s)
r

0
·
0





















=









b1

b2

·
bm









,

a kolejne kolumny s¡ n − r liniowo niezale»nymi rozwi¡zaniami równania jednorodnego








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn





































x̃
(k)
1

x̃
(k)
2

·
x̃

(k)
r

0
·
1
·
0





























=









0
0
·
0









, k = 1, . . . , n − r .

(w wektorze po lewej jedynka jest na r + k-tym miejs
u). Dlatego mówimy, »e przestrze«rozwi¡za« wyj±
iowego ukªadu równa« jest n − r wymiarowa.Przykªad. Szukamy rozwi¡za« ukªadu:
x1 − x2 + 2x3 − x4 = 1

2x1 − 3x2 − x3 + x4 = −1

x1 + 7x3 − 4x4 = 4 .Ma
ierz¡ ukªadu jest
A =





1 −1 2 −1
2 −3 −1 1
1 0 7 −4



 .O
zywi±
ie r(A) ≤ 3. Aby wyzna
zy¢ r(A) dokonujemy opera
ji: C4 → C4 + C1, C3 →
C3 − 2C1, C2 → C2 + C1, 
o sprowadza A do





1 0 0 0
2 −1 −5 3
1 1 5 −3



 .Wida¢ teraz, »e C4 = −3C2, a C3 = 5C2. Poniewa» kolumnyC1 iC2 s¡ liniowo niezale»newi�
 r(A) = 2. Jest te» o
zywiste, »e ma
ierz rozszerzona ukªadu
AR =





1 −1 2 −1 1
2 −3 −1 1 −1
1 0 7 −4 4



53



ma ten sam rz¡d, bo jej ostatnia kolumna jest po prostu równa minus przedostatniej,tj CB = −C4. Z tego powodu przykªad ten jest trywialny: goªym okiem wida¢, »e
x1 = x2 = x3 = 0, x4 = −1 jest rozwi¡zaniem; nie jest to jednak rozwi¡zanie jedyne.Zastosujmy ogóln¡ teori�: niezerowym minorem stopnia 2 w A mo»e by¢ np. minorutworzony z dwu pierwszy
h wierszy kolumn C1 i C2. Post�puj¡
 teraz wedªug podanegoprzepisu odrzu
amy trze
ie równanie, a wyrazy z x3 i x4 po nadaniu im nowy
h nazw:
x3 ≡ α, x4 ≡ β, przenosimy na praw¡ stron�:

x1 − x2 = 1 − 2α + β

2x1 − 3x2 = −1 + α − β .Rozwi¡zujemy ten ukªad (np. metod¡ ma
ierzy odwrotnej):
(

x1

x2

)

=
1

−3 + 2

(

−3 1
−2 1

) (

1 − 2α + β
−1 + α − β

)

=

(

4 − 7α + 4β
3 − 5α + 3β

)

.Czyli x1 = 4−7α+4β, x2 = 3−5α+3β. Sprawdzamy, »e ostatnie (odrzu
one) równanie te»jest speªnione (musi by¢; jest wi�
 to sprawdzenie, 
zy si� nie pomylili±my w ra
hunka
h):
4 − 7α + 4β + 7α − 4β = 4 .Poniewa» x3 = α, a x4 = β mo»na ostate
znie rozwi¡zanie zapisa¢ w posta
i









x1

x2

x3

x4









=









4
3
0
0









+ α









−7
−5
1
0









+ β









4
3
0
1









.Zapis ten 
zyni jawn¡ standardow¡ struktur� rozwi¡zania: jest ono sum¡ jakiego± jednegosz
zególnego rozwi¡zania (pierwszy wektor po prawej stronie) peªnego niejednorodnegoukªadu równa« oraz najogólniejszego rozwi¡zania ukªadu jednorodnego reprezentowanegopo prawej stronie przez dowoln¡ (z dowolnymi wspóª
zynnikami α i β) kombina
j� liniow¡wszystki
h wektorów, na który
h ma
ierz A daje zero:




1 −1 2 −1
2 −3 −1 1
1 0 7 −4













−7
−5
1
0









=





0
0
0



 ,





1 −1 2 −1
2 −3 −1 1
1 0 7 −4













4
3
0
1









=





0
0
0



 .Wspomniane wy»ej w uwadze w nawiasie wido
zne na pierwszy rzut oka rozwiaz¡nie x1 =
x2 = x3 = 0, x4 = −1 jest sz
zególnym przypadkiem wypisanego wy»ej najogólniejszegorozwi¡zania i odpowiada przyj�
iu α = 0 i β = −1.ZadanieRozwi¡za¢ (je±li to mo»liwe) ukªad:

x1 + 2x2 − x3 − x4 = 1

x1 + x2 + x3 + 3x4 = 2

3x1 + 5x2 − x3 + x4 = 3 .54



Rozwi¡zanie: Badamy najpierw rz¡d ma
ierzy ukªadu
A =





1 2 −1 −1
1 1 1 3
3 5 −1 1



 .Po opera
ja
h: C2 → C2 −C1, C3 → C3 + C1 i C4 → C4 + C1 przyjmuje ona posta¢




1 1 0 0
1 0 2 4
3 2 2 4



 →





1 1 0 0
1 0 2 0
3 2 2 0



 →





0 1 0 0
1 0 2 0
1 2 2 0



 ,gdzie w przedostatnim kroku zrobiono opera
j� C4 → C4 − 2C3, a w ostatnim C1 →
C1−C2. Poniewa» teraz kolumny pierwsza i trze
ia s¡ wzajemnie do siebie propor
jonalne(a 
zwarta jest zerowa), wi�
 rz¡d ma
ierzy ukªadu jest równy 2. Nast�pnie sprawdzamyrz¡d ma
ierzy rozszerzonej

AR =





1 2 −1 −1 1
1 1 1 3 2
3 5 −1 1 3



 .Po wykonaniu ty
h samy
h opera
ji, 
o poprzednio na ma
ierzy A dostajemy




0 1 0 0 1
1 0 2 0 2
1 2 2 0 3



 .Wida¢, »e minor stopnia 3
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1
1 0 2
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 + 2 − 3 = 1 6= 0 ,z 
zego wniosek, »e ma
ierz rozszerzona ma rz¡d równy 3. Zatem ukªad równa« jestsprze
zny, mimo i» zmienny
h jest wi�
ej (
ztery) ni» równa« do speªnienia (trzy).ZadanieZnale¹¢ najogólniejsze rozwi¡zanie ukªadu równa« liniowy
h
2x − y + 3z = 7

3x + 2y − 5z = 4

4x + 5y − 13z = 1 .Rozwi¡zanie: Ma
ierz A tego problemu i ma
ierz rozszerzona AR maj¡ posta
ie
A =





2 −1 3
3 2 −5
4 5 −13



 , AR =





2 −1 3 7
3 2 −5 4
4 5 −13 1



 .55



Po dokonaniu opera
ji (ty
h samy
h na obu ma
ierza
h) C3 → C3 + 3C2, a nast�pnie
C1 → C1 − 3C3, C2 → C2 − 2C3 otrzymujemy z A i AR odpowiednio ma
ierze

Ã =





2 −1 0
0 0 1
−2 1 2



 , ÃR =





2 −1 0 7
0 0 1 4
−2 1 2 1



 .Wida¢ »e pierwsza kolumna obu ma
ierzy jest propor
jonalna do drugiej, wi�
 rz¡d ma
ie-rzy A jest równy 2. Obli
z¡j¡
 za± wyzna
znik podma
ierzy tworzonej przez ostatnie trzykolumny ma
ierzy ÃR znajdujemy −1− 7 + 8 = 0, sk¡d pªynie wniosek, »e rz¡d ma
ierzyrozszerzonej te» jest równy 2. Zatem ukªad jest niesprze
zny. Aby wypisa¢ najogólniejszejego rozwi¡zanie znajdziemy najpierw najogólniejsze rozwi¡zanie równania jednorodnego
2λ1 − λ2 + 3λ3 = 0

3λ1 + 2λ2 − 5λ3 = 0

4λ1 + 5λ2 − 13λ3 = 0 .Z pierwszego λ2 = 2λ1 + 3λ3. To do drugiego i trze
iego:
7λ1 + λ3 = 0

14λ1 + 2λ3 = 0 .Wida¢, »e λ3 = −7λ1, λ2 = −19λ1 speªnia te równania dla dowolnego λ1.Nast�pnie szukamy jakiego± sz
zególnego rozwi¡zania równania niejednorodnego. Mo-»emy w tym 
elu spróbowa¢4 poªo»y¢ z = 0. Mamy wtedy
2x − y = 7

3x + 2y = 4

4x + 5y = 1 .sk¡d, dodaj¡
 dwa razy pierwsze do drugiego znajdujemy 7x = 18, a potem z pierwszego
y = 2x − 7 = −13

7
. Trze
ie równanie jest wtedy te» speªnione (
o jest zagwaranto-wane tym, »e ukªad jest niesprze
zny, ale dobrze to sprawdzi¢ jawnie, bo mo»na wtedywykry¢ wªasne bª�dy ra
hunkowe). Najogólniejsze rozwi¡zanie wyj±
iowego ukªadu jestsum¡ sz
zególnego rozwi¡zania ukªadu niejednorodnego i ogólnego rozwi¡zania ukªadujednorodnego:





x
y
z



 =
1

7





18
−13
0



 + λ1





1
−19
−7



 .4Ryzykujemy tro
h� bo zakªadamy tym samym, »e kolumna C3 ma
ierzy A jest liniowo zale»na od C1i C2 - mogªoby si� akurat okaza¢, »e akurat nie jest; 
hodzi tu jednak o pokazanie, jak mo»na próbowa¢rozwi¡za¢ ukªad nie pami�taj¡
 metody �regulaminowej�,56



Ten sam wynik uzyskuje si� o
zywi±
ie metod¡ ogóln¡: Minor uworzony z elementówdwu pierwszy
h kolumn i dwu pierwszy
h wierszy ma
ierzy wyj±
iowego ukªadu jest nieze-rowy, wi�
 skre±lamy ostatnie równanie, a �wystaj¡
e� poza minor wyrazy z niewiadom¡ zprzenosimy na drug¡ stron� podstawiaj¡
 z = α. Rozwi¡zujemy wi�
 ukªad zredukowany
2x − y = 7 − 3α

3x + 2y = 4 + 5α ,sk¡d mamy
(

x
y

)

=
1

7

(

2 1
−3 2

) (

7 − 3α
4 + 5α

)

=
1

7

(

18 − α
−13 + 19α

)

,�atwo sprawdzi¢, »e skre±lone trze
ie równanie jest te» speªnione (z z = α):
4 · 1

7
(18 − α) + 5 · 1

7
(−13 + 19α) − 13α = 1 .Wida¢ »e otrzymuje si� t¡ drog¡ to samo rozwi¡zanie, 
o poprzednio (tamto odpowiadatemu tu z α = −7λ1).ZadanieZbada¢ istnienie rozwi¡za« ukªadu równa«





1 1 a
1 a 1
a 1 1









x1

x2

x3



 =





2
−1
−1



 ,w zale»no±
i od warto±
i parametru a.Rozwi¡zanie: Zoba
zmy najpierw kiedy kolumny ma
ierzy po lewej stronie s¡ liniowoniezale»ne i ile i
h jest liniowo niezale»ny
h (
zyli jaki jest rz¡d tej ma
ierzy). W tym
elu obli
zamy wyzna
znik tej ma
ierzy:
detA = 3a − a3 − 2 = −(a − 1)(a2 + a − 2) = −(a − 1)2(a + 2) .Wyzna
znik zeruje si� wi�
, gdy a = 1 lub gdy a = −2. a = 1 jest pierwiastkiempodwójnym równania detA = 0 i jak od razu wida¢, wszystkie trzy kolumny ma
ierzys¡ takie same 
zyli rz¡d ma
ierzy jest równy 1 (tj. pierwiastek podwójny obni»a rz¡dma
ierzy o 2). Wida¢ te», »e ukªad jest wtedy sprze
zny. Gdy a = −2 rz¡d ma
ierzywynosi 2 (np. po wstawieniu a = −2 zoba
zy¢, »e nie znika lewy górny minor stopnia2). Rozwi¡zanie wtedy istnieje bo ostatnia kolumna ma
ierzy jest wtedy po prostu równaminus wektorowi po prawej stronie (ina
zej: dla a = −2 rz¡d ma
ierzy rozszerzonejnie przewy
sza rz�du ma
ierzy wyj±
iowej). Dla a 6= 1 wyzna
znik nie znika, 
zyli trzykolumny s¡ liniowo niezale»ne i ukªad ma zawsze rozwi¡zanie, które mo»na znale¹¢ np.57



ze wzorów Cramera.
x1 =

1

detA

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 a
−1 a 1
−1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
a2 + a − 2

detA
= (1 − a)−1,

x2 =
1

detA

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 a
1 −1 1
a −1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
a2 + a − 2

detA
= (1 − a)−1,

x3 =
1

detA

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 2
1 a −1
a 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
−2a2 − 2a + 4

detA
= 2(a − 1)−1.Wida¢, »e gdy a = 1 rozwi¡zanie staje si� osobliwe, ale zero mianownika dla a = −2skró
iªo si� z zerem li
znika.ZadanieZbada¢ istnienie rozwi¡za« ukªadu równa«





3a − 1 2a 3a + 1
2a 2a 3a + 1

a + 1 a + 1 2a + 2









x1

x2

x3



 =





1
a
a2



 ,w zale»no±
i od warto±
i parametru a.Rozwi¡zanie: Zbadajmy najpierw rz¡d ma
ierzy ukªadu. Najpierw R2 → R2 −R1:




3a − 1 2a 3a + 1
−a + 1 0 0
a + 1 a + 1 2a + 2



 ,a nast�pnie C1 → C1 − C3 daje




−2 2a 3a + 1
−a + 1 0 0
−a − 1 a + 1 2a + 2



 −→





−2 2a 3a + 1
−a + 1 0 0
−2 a + 1 2a + 2



 ,gdzie w kolejnym kroku zrobili±my R3 → R3 −R2. Nastepnie C3 → C3 − 2C2:




−2 2a −a + 1
−a + 1 0 0
−2 a + 1 0



 −→





0 a − 1 −a + 1
−a + 1 0 0
−2 a + 1 0



 ,gdzie w kolejnym kroku zrobili±my R1 → R1 −R3. Wresz
ie, po C2 → C2 + C3 ma
ierzprzybiera w miar� przejrzyst¡ posta¢:




0 0 1 − a
1 − a 0 0
−2 a + 1 0



 .58



Jej wyzna
znik jest równy5 detA = (1 − a)2(1 + a). Wida¢ wi�
, »e sz
zególnymi warto-±
iami s¡ a = 1 oraz a = −1. Je±li a 6= 1 i a 6= −1 to rz¡d ma
ierzy ukªadu jest równy 3i rozwi¡zanie zawsze istnieje. Je±li a = −1 (jenokrotny pierwiastek równania detA = 0)rz¡d ma
ierzy jest równy 2, ale rz¡d ma
ierzy rozszerzonej




−4 −2 −2 1
−2 −2 −2 −1
0 0 0 1



 ,jest równy 3 i ukªad jest sprze
zny (rieszenije otsutstwujet). Wresz
ie, gdy a = 1 rz¡dma
ierzy jest równy 1, a ma
ierz rozszerzona ma posta¢




2 2 4 1
2 2 4 1
2 2 4 1



 ,(trzy pierwsze kolumny sa o
zywi±
ie ma
ierza ukªadu dla a = 1 - wida¢, »e jej rz¡dwynosi 1, 
o wynika tak»e z tego, i» a = 1 jest podwójnym pierwiastkiem równaniadetA = 0). Poniewa» jednak (
o jest o
zywiste) rz¡d ma
ierzy rozszerzonej te» jest równy1, rozwi¡zanie istnieje, ale jest o
zywi±
ie niejednozna
zne - przestrze« rozwi¡za« jestdwuwymiarowa: zgodnie z ogóln¡ metod¡ mo»emy w tym przypadku napisa¢




x1

x2

x3



 =





1
2

0
0



 + α





−1
1
0



 + β





−2
0
1



 .ZadanieTraktuj¡
 p jak parametr rozwi¡za¢ ukªad równa« liniowy
h








0 3 −2 −6
1 0 3 −2
1 1 0 3
1 1 1 0

















x1

x2

x3

x4









=









−3
2p
1
p









.Rozwi¡zanie: Najpierw znajdujemy rz¡d ma
ierzy A ukªadu. W tym 
elu robimy naj-pierw R3 → R3 −R4 i obli
zamy wyzna
znik powstaªej ma
ierzy:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 3 −2 −6
1 0 3 −2
0 0 −1 3
1 1 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1 · (−1)3+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 3 −6
1 0 −2
1 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 3 · (−1)3+4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 3 −2
1 0 3
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 12 − 12 = 0 .5Mo»na byªo te» obli
zy¢ od razu wyzna
znik wyj±
iowej ma
ierzy ukªadu; wynik by byª o
zywi±
ietaki sam. 59



Poniewa» wyzna
znik ma
ierzy A znika, jej rz¡d jest mniejszy ni» 4. �atwo sprawdzi¢, »ema ona podma
ierz 3 × 3 o niezerowym wyzna
zniku w prawym górnym rogu:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 −2 −6
0 3 −2
1 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 27 + 4 + 18 6= 0 .Zatem rz¡d A wynosi 3. Niezerowy wyzna
znik wskazanej podma
ierzy ozna
za tak»e, i»kolumny C2, C3 i C4 ma
ierzy A s¡ liniowo niezale»ne. Kolumn� C1 mo»na za± przed-stawi¢ w posta
i
C1 = aC2 + bC3 + cC4 ,gdy» jest ona od C2, C3 i C4 liniowo zale»na.�¡daj¡
 teraz by rz¡d ma
ierzy rozszerzonej nie byª wi�kszy ni» 3 mogliby±my znale¹¢warto±¢ parametru p, dla której ukªad jest niesprze
zny. W tym 
elu trzeba by bada¢rz¡d ma
ierzy zbudowanej z kolumn (C1,C2,C3,C4,CB) ale poniewa» C1 jest liniowozale»na od C2, C3 i C4 to wystar
zyªoby bada¢ rz¡d ma
ierzy skªadaj¡
ej si� z kolumn

(C2,C3,C4,CB); »adanie by jej rz¡d byª mniejszy ni» 4 sprowadza si� do za»¡dania byjej wyzna
znik
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 −2 −6 −3
0 3 −2 2p
1 0 3 1
1 1 0 p

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,byª równy zeru. St¡d otrzymaliby±my warto±¢ parametru p, dla której ukªad równa« jestniesprze
zny. Wstawiaj¡
 t� warto±¢ p mogliby±my nast�pnie odrzu
i¢ 
zwarte równanie(jako »e jego wspóª
zynniki nie w
hodz¡ w t� podma
ierz wymiaru 3×3 ma
ierzy A, którejniezerowy wyzna
znik pokazaª nam, »e r(A) = 3) i przenie±¢ x1 = α na praw¡ stron�,tak jak to opisane jest w Przypomnieniu ogólnej metody. Zamiast jednak obli
za¢ tenwyzna
znik, po prostu za
zniemy rozwi¡zywa¢ ukªad równa« i wyjdzie nam �w praniu�dla jakiego p si� to da zrobi¢. Poniewa» kolumna C1 jest liniowo zale»na od kolumn C2,
C3 i C4 to jej doª¡
zenie nie mo»e pomó
 w wyra»aniu CB przez kolumny ma
ierzy A.Dlatego mo»emy na razie poªo»y¢ x1 = 0 (albo nada¢ niewiadomej x1 jak¡kolwiek inn¡warto±¢ x

(0)
1 ) i szuka¢ rozwi¡zania ukªadu

x2C2 + x3C3 + x4C4 = CB ,(lub ukªadu x2C2 + x3C3 + x4C4 = CB − x
(0)
1 C1) 
zyli

3x2 − 2x3 − 6x4 = −3

3x3 − 2x4 = 2p

x2 + 3x4 = 1

x2 + x3 = p .60



Rozwi¡»my najpierw ukªad trze
h ostatni
h równa«. Po prosty
h �ku-miku znajdujemy
x2 = −1

7
(2 − 3p) , x3 =

1

7
(2 + 4p) , x4 =

1

7
(3 − p) .Wstawiamy to teraz do pierwszego (na razie nie uwzgl�dnionego) równania i mamy mie¢

3

(

−2

7
+

3

7
p

)

− 2

(

2

7
+

4

7
p

)

− 6

(

3

7
− 1

7
p

)

= −3 ,
o za
hodzi tylko dla p = 1.Dla p = 1 mamy zatem jedno sz
zególne rozwi¡zanie wyj±
iowego ukªadu równa«








x
(s)
1

x
(s)
2

x
(s)
3

x
(s)
4









=









0
1/7
6/7
2/7









.Nie jest to jednak jesz
ze najogólniejsze rozwi¡zanie bo niewiadomy
h byªo n = 4, arz¡d ma
ierzy A byª równy 3. Musimy do powy»szego rozwi¡zania sz
zególnego ukªaduniejednorodnego doda¢ z dowolnym wspóª
zynnikiem jedno (bo n − r = 1) rozwi¡zanieukªadu jednorodnego








0 3 −2 −6
1 0 3 −2
1 1 0 3
1 1 1 0

















x̃1

x̃2

x̃3

x̃4









=









0
0
0
0









.Musi takowe istnie¢ bo detA = 0. �atwo je znajdujemy








x̃1

x̃2

x̃3

x̃4









=









1
−4/7
−3/7
−1/7









.Najogólniejszym zatem rozwi¡zaniem wyj±
iowego ukªadu równa« (o
zywi±
ie tylko dla
p = 1) jest









x1

x2

x3

x4









=









0
1/7
6/7
2/7









+ λ









1
−4/7
−3/7
−1/7









,gdzie λ jest dowoln¡ staª¡.
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Zadanie.Rozwi¡za¢ ukªad








−2 1 1 1
1 −3 1 1
1 1 −3 1
1 1 1 −5

















x1

x2

x3

x4









=









1
a
b
1









,dla taki
h warto±
i parametrów a i b, dla który
h jest on niesprze
zny.Rozwi¡zanie: Badamy najpierw rz¡d ma
ierzy ukªadu i ma
ierzy rozszerzonej. Przyodrobinie 
zujno±
i (sprowadzaj¡
ej si� do tego, by do pierwszy
h 
ztere
h kolumn niedodawa¢ nigdy ostatniej z ró»nym od zera wspóª
zynnikiem; do ostatniej za± kolumnykombina
je liniowe pierwszy
h 
ztere
h dodawa¢ mo»na) mo»na to robi¢ symultani
znie:








−2 1 1 1
1 −3 1 1
1 1 −3 1
1 1 1 −5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
a
b
1









,(pierwsze 
ztery kolumny tworz¡ o
zywi±
ie ma
ierz A ukªadu). Dokonujemy opera
ji:
C1 → C1 − C4, C2 → C2 − C4, C3 → C3 − C4, 
o daje









−3 0 0 1
0 −4 0 1
0 0 −4 1
6 6 6 −5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
a
b
1









,Taraz R4 → R4 + 2R1









−3 0 0 1
0 −4 0 1
0 0 −4 1
0 6 6 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
a
b
3









,i wresz
ie C4 → C4 + 1
3
C1, C5 → C5 + 1

3
C1:









−3 0 0 0
0 −4 0 1
0 0 −4 1
0 6 6 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
a
b
3









.Wida¢ teraz, »e kolumna C1 jest liniowo niezale»na od pozostaªy
h. Z kolei minor utwo-rzony z trze
h dolny
h skªadowy
h C2, C3 i C4 znika:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

−4 0 1
0 −4 1
6 6 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3 · 16 + 24 + 24 = 0 ,62




o ozna
za, »e kolumny C2, C3 i C4 sa liniowo zale»ne (w isto
ie: −4C4 = C2 + C3).Rz¡d ma
ierzy ukªadu jest wi�
 równy 3. Rz¡d ma
ierzy rozszerzonej nie mo»e zatem by¢wi�kszy. Po wykonany
h ju» pra
a
h przygotowaw
zy
h jest zupeªnie jasne, »e sprowadzasi� to do »¡dania by w ostatniej ma
ierzy 4×5 kolumnaC5 byªa liniowo zale»na od C2, C3.Aby tak byªo musi znika¢ minor (utworzony z trze
h dolny
h skªadowy
h zainteresowany
hkolumn)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

−4 0 a
0 −4 b
6 6 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 48 + 24(a + b) .Zatem wyj±
iowy ukªad równa« jest niesprze
zny gdy a + b = −2. B�dziemy wi�
 gorozwi¡zywa¢ poªo»ywszy b = −2 − a. Poniewa» rz¡d ma
ierzy rozpatrywanego ukªadurówna« z n = 4 niewiadomymi jest równy 3, przestrze« rozwi¡za« jest jednowymiarowa irozwi¡zanie b�dzie zale»aªo od jednego dowolnego parametru. Nie jest to jednak parametr
a! Dla ró»ny
h warto±
i a mamy ró»ne ukªady równa« i dla ka»dego konkretnego arozwi¡zanie odpowiadaj¡
ego temu a ukªadu b�dzie zale»aªo od jednego parametru λ,który wprowadzimy ni»ej.Odst¡pimy tu od kanoni
znej metody przedstawionej par� stron w
ze±niej na rze
zbardziej ��zy
znego� podej±
ia (tj. takiego, jakiego by u»yª ka»dy zdrowy na umy±le�zyk). Znajd¹my najpierw rozwi¡zanie równania jednorodnego. Za
zynamy jesz
ze razod ma
ierzy A ukªadu. �atwo zoba
zy¢, »e np. minor stopnia 3 utworzony z pierwszy
htrze
h skªadowy
h trze
h pierwszy
h jej kolumn jest niezerowy:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 1 1
1 −3 1
1 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −8 6= 0,wi�
 te trzy kolumny s¡ liniowo niezale»ne i mo»na wyrazi¢ przez nie 
zwart¡, tj. znale¹¢lambdy w kombina
ji ξ1C1 + ξ2C2 + ξ3C3 = C4:
−2ξ1 + ξ2 + ξ3 = 1

ξ1 − 3ξ2 + ξ3 = 1

ξ1 + ξ2 − 3ξ3 = 1

ξ1 + ξ2 + ξ3 = −5 .Rozwi¡zuj¡
 trzy pierwsze równania sttosuj¡
 zwykª¡ �eliminatk�� znajdujemy ªatwo ξ1 =
−2, ξ2 = ξ3 = −3

2
. Sprawdzamy, »e 
zwarte równanie jest speªnione (musi by¢ - to tylkoelement samokontroli). St¡d rozwi¡zanie równania jednorodnego ma posta¢









x1

x2

x3

x4









= λ









2
3/2
3/2
1









.63



(λ jest wªa±nie parametrem, o którym byªa mowa wy»ej).Szukamy teraz jakiego± jednego, sz
zególnego rozwi¡zania wyj±
iowego równania nie-jednorodnego (z b = −2−a). Poniewa» ju» wiemy, »e kolumna C4 ma
ierzy A ukªadu jestliniowo zale»na od trze
h pozostaªy
h, mo»na j¡ usun¡¢, tj. szuka¢ rozwi¡zania z x4 = 0.Poniewa» ju» wiemy, »e minor stopnia 3 z lewego górnego rogu ma
ierzy A jest niezerowy(wynosi on −8 - patrz wy»ej), mo»na rozwi¡za¢ tylko trzy górne równania




−2 1 1
1 −3 1
1 1 −3









x1

x2

x3



 =





1
a

−2 − a



 ,Wykorzystuj¡
 Kramersi�ta (tj. wzory Cramera) mamy
x1 = −1

8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a −3 1

−2 − a 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1

8
(9 − 2 − a + a − 6 − 3a − 1 + 3a) = 0

x2 = −1

8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 1 1
1 a 1
1 −2 − a −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1

8
(6a + 1 − 2 − a − a + 3 − 4 − 2a) = −1

8
(−2 + 2a)

x3 = −1

8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 1 1
1 −3 a
1 1 −2 − a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1

8
(−12 − 6a + a + 1 + 3 + 2a + 2 + a) = −1

8
(−6 − 2a).Ostate
znie wi�
, gdy b = −2 − a najogólniejszym rozwi¡zaniem wyj±
iowego ukªadurówna« jest









x1

x2

x3

x4









=
1

4









0
1 − a
3 + a

0









+ λ









2
3/2
3/2
1









.ZadanieNie
h
A =









3 7 −1 0
−2 −4 2 1
2 0 −10 −7
1 5 5 4







b�dzie ma
ierz¡ odwzorowania liniowego A z p.w. V w t� sam¡ p.w. V (jest to A(v)(v) wnaszej starej nota
ji, ale mo»emy tu pomin¡¢ te detale). Nie
h V0 =kerA, a V1 =imA b�d¡odpowiednio j¡drem i obrazem tego odwzorowania. Zbada¢ 
zy wektor o skªadowy
h








1
1
1
1







64



(w tej samej bazie p.w. V , w której dana jest ma
ierz A) nale»y do V0 ⊕ V1 ?Rozwi¡zanie: Najpierw ustalmy rz¡d ma
ierzy A. Ka»da próba obli
zenia jakiego± jejminora stopnia 3 ko«
zy si� wynikiem zero! Zatem zapewne jej rz¡d wynosi 2. Aby topotwierdzi¢ dokonujemy standardowy
h opera
ji: C1 → C1 + 2C4, C2 → C2 + 4C4,
C3 → C3 − 2C4, które przeprowadzaj¡ A w ma
ierz









3 7 −1 0
0 0 0 1

−12 −28 4 −7
9 21 −3 4









→









1 1 1 0
0 0 0 1
−4 −4 −4 −7
3 3 3 4







(w drugim kroku pierwsz¡, drug¡ i trze
i¡ kolumn� podzielili±my odpowiednio przez 3, 7 i
−1), z której ju» rz¡d A jest o
zywisty. �atwo te» ustali¢, »e kolumny C1 i C2 ma
ierzy Awyra»aj¡ si� przez C3 i C4: C1 = −3C3 +4C4, C2 = −7C3 +10C4. W ogólno±
i obrazemodwzorowania A (imA) s¡ wszystkie kombina
je liniowe C1, C2, C3 i C4, ale skoro C1i C2 s¡ liniowo zale»ne, to obrazem A w tym przypadku s¡ wektory b�d¡
e dowolnymikombina
jami liniowymi C3 i C4:

imA =
{

w : w = αC3 + β C4; gdzie α, β ∈ R
1
}

.Trzeba jesz
ze znale¹¢ najogólniejsz¡ posta¢ wektora nale»¡
ego do kerA. To ªatwoustali¢ korzystaj¡
 z tego (
o ju» ustalili±my), »e C1+3C3−4C4 = 0, C2+7C3−10C4 = 0.Wynika st¡d, »e wektory, na który
h A daje zero s¡ posta
i
ξ









1
0
3
−4









+ η









0
1
7

−10









.Zatem pytanie b�d¡
e tre±
i¡ zadania brzmi: 
zy mo»na tak dobra¢ η, ξ, α i β, byspeªni¢ równo±¢
ξ









1
0
3
−4









+ η









0
1
7

−10









+ α









−1
2

−10
5









+ β









0
1
−7
4









=









1
1
1
1









,w której dwa pierwsze wektory rozpinaja kerA, a dwa drugie imA? Aby ustali¢ jaki jestwymiar kerA⊕imA tworzymy z wektorów rozpinaj¡
y
h t� sum� ma
ierz
H =









1 0 −1 0
0 1 2 1
3 7 −10 −7
−4 −10 5 4









−→









1 0 0 0
0 1 2 1
3 7 −7 −7
−4 −10 1 4









≡ H ′.Strzaªka ozna
za tu dokonanie opera
ji polegaj¡
ej na dodaniu pierwszej kolumny ma-
ierzy H do trze
iej. Rozwini�
ie Lapla
e'a wzgl�dem pierwszego wiersza pozwala ªatwo65



zoba
zy¢, »e wyzna
znik ma
ierzy H ′ znika. Zatem rz¡d ma
ierzy H ′ a zatem i H jestmniejszy ni» 4. Z kolei lewy górny minor stopnia 3 ma
ierzy H ′ nie znika, a zatem ma-
ierz H jest rz�du 3 i taki te» jest wymiar kerA⊕imA. Mo»e wi�
 si� zdarzy¢, »e wektorz samy
h jedynek do kerA⊕imA nie nale»y. �e tak jest w isto
ie pokazuje nast�puj¡
erozumowanie: zróbmy H′3 → 1
3
(H′3 +H′2), H′4 → 1

2
(H′4 +H′2), (
hodzi o kolumny ma
ierzy

H ′) 
o da
H̃ =









1 0 0 0
0 1 1 1
3 7 0 0
−4 −10 −3 −3









.Z wektorów rozpinaj¡
y
h kerA⊕imA, którymi mog¡ by¢ kolumy powy»szej ma
ierzywystar
zaj¡ tylko trzy pierwsze by stworzy¢ baz�. Je±li za± jaka± i
h kombina
ja ξ1H̃1 +
ξ2H̃1 + ξ3H̃3 miaªa by dawa¢ wektor maj¡
y same jedynki, to jest o
zywiste, »e ξ1 = 1.Odejmuj¡
 wi�
 od tego wektora H̃1 musiaªy by by¢ speªnione zwi¡zki

ξ2





1
7

−10



 + ξ3





1
0
3



 =





1
−2
5



(wypisali±my tu tylko trzy dolne skªadowe ka»dego z wektorów). Zatem ξ2 = −2
7
i ξ3 =

9
7
»eby sie zgodzily dwie pierwsze skªadowe, ale wtedy w trze
iej linii po lewej mamy

20
7

+ 27
7
6= 5, 
o dowodzi, »e wektor z samy
h jedynek nie nale»y do kerA⊕imA.ZadanieZnale¹¢ najogólniejsze rozwi¡zanie ukªadu równa« liniowy
h6

x1 + x5 = a

2x1 + x2 + 2x3 − x4 + x5 = b

−x1 − x5 = −a

x1 − x2 − 2x3 + x4 + x5 = c .Rozwi¡zanie: Ma
ierz tego problemu i ma
ierz rozszerzona maj¡ posta
ie
A =









1 0 0 0 1
2 1 2 −1 1
−1 0 0 0 −1
1 −1 −2 1 1









, AR =









1 0 0 0 1 a
2 1 2 −1 1 b
−1 0 0 0 −1 −a
1 −1 −2 1 1 c









.6Przykªad jest wzi�ty z �kultowego� podr�
znika Ja
ka Komorowskiego Od li
zb zespolony
h do tenso-rów, spinorów, algebr Liego i kwadryk bez pytania Autora o zgod�. Ufam, »e wbrew do±¢ powsze
hnemumniemaniu o prawie do �wªasno±
i intelektualnej� - by
ie nieistniej¡
ym! - potraktuje On to jak 
z�±
iowerozwi¡zanie �problemu dªugu�, który spªa
any by¢ powinien w wi�kszo±
i nast�pnym pokoleniom...66



Wida¢, »e w obu ma
ierza
h trze
i wiersz jest tym samym 
o pierwszy pomno»ony przez
−1. Zatem rz¡d obu ma
ierzy nie mo»e by¢ wi�kszy ni» 3. W ma
ierzy A zróbmy opera
je:
R2 → R2 − R1, R3 → R3 + R1, R4 → R4 −R1, 
o daje









1 0 0 0 1
1 1 2 −1 0
0 0 0 0 0
0 −1 −2 1 0









,a nast�pnie R2 → R2 + R3:








1 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 −1 −2 1 0









,Pokazuje to, »e rz¡d ma
ierzy A jest równy 3. Zatem ma
ierz ta ma taki sam rz¡djak ma
ierz rozszerzona, bo ta (po wyzerowaniu trze
iego wiersza przez dodanie do«pierwszego) ma rz¡d nie wi�kszy ni» trzy. Zatem ukªad ma rozwi¡zania. Zgodnie zogóln¡ metod¡ musimy teraz w ma
ierzy A znale¹¢ niezerowy minor stopnia 3. Jestnim np. minor b�d¡
y wyzna
znikiem podma
ierzy utworzonej z elementów kolumn:pierwszej, drugiej i pi¡tej i wierszy pierwszego, drugiego i ostatniego. Trze
ie równanie,którego wspóª
zynniki do tej podma
ierzy nie w
hodz¡ skre±lamy. Wyrazy z x4 i x5 zrówna« pierwszego, drugiego i ostatniego �wystaj¡� poza t� podma
ierz, zatem zgodnie zogóln¡ metod¡ podstawiamy w ni
h x4 = α, x5 = β, gdzie α i β s¡ dowolnymi staªymi iprzenosimy je na drug¡ stron� otrzymuj¡
 w ten sposób zredukowany ukªad równa«:
x1 + x5 = a

2x1 + x2 + x5 = b − 2α + β

x1 − x2 + x5 = c + 2α − β .Ukªad ten mo»na ªatwo rozwi¡za¢, np. stosuj¡
 Kramersi�ta: Wyzna
znik ma
ierzyukªadu jest równy 1 − 2 − 1 + 1 = −1, wi�

x1 =

1

−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 0 1
b − 2α + β 1 1
c + 2α − β −1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 0 1
b − 2α + β 1 2
c + 2α − β −1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2a + b + c ,

x2 =
1

−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a 1
2 b − 2α + β 1
1 c + 2α − β 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a 1
1 b − 2α + β 1
0 c + 2α − β 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a − c − 2α + β ,

x5 =
1

−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 a
2 1 b − 2α + β
1 −1 c + 2α − β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 a
3 1 b − 2α + β
0 −1 c + 2α − β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3a − b − c .67



Kompletne rozwi¡zanie mo»na zapisa¢ wi�
 w posta
i












x1

x2

x3

x4

x5













=













−2a + b + c
a − c

0
0

3a − b − c













+ α













0
−2
1
0
0













+ β













0
1
0
1
0













.Ma ono o
zywist¡ struktur�: pierwszy wektor po prawej stronie jest sz
zególnym rozwi¡-zaniem równania niejednorodnego, a dwa nast�pne wektory po prawej s¡ dwoma liniowoniezale»nymi rozwi¡zaniami równania jednorodnego.
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PrzypomnienieForma kwadratowa jest to takie odwzorowanie przestrzeni wektorowej V w R1 lub C1 (tj.w 
iaªo), »e
Q(λv) = λ2 Q(v) .Forma biliniowa (dwuliniowa) jest to takie odwzorowanie V × V w 
iaªo, »e

B(λ1v1 + λ2v2,w) = λ1 B(v1,w) + λ2 B(v2,w) ,

B(v, η1w1 + η2w2) = η1 B(v,w1) + η2 B(v,w2) .Je±li 
iaªem jest C1 to zwykle - zwªasz
za z punktu widzenia �zyka - interesuj¡
e s¡ formypóªtoraliniowe, 
zyli takie, »e
B(λ1v1 + λ2v2,w) = λ∗1 B(v1,w) + λ∗2B(v2,w) ,

B(v, η1w1 + η2w2) = η1 B(v,w1) + η2B (v,w2) .W grun
ie rze
zy form� kwadratow¡ mo»na uwa»a¢ za pewn¡ form� biliniow¡ B(·, ·)której obydwoma argumentami jest ten sam wektor: Q(v) ≡ B(v,v).W ustalonej bazie ei przestrzeni V formie odpowiada ma
ierz formy:
Q(v) ≡ B(v,v) = B(ei, ej) vi

(e)v
j

(e) ≡ Q
(e)
ij vi

(e)v
j

(e) .Jak zwykle opatrzyli±my ma
ierz Q
(e)
ij superskryptem (e), aby pami�ta¢, »e jest to ma-
ierz formy Q w bazie ei. Przez odpowiedni¡ zmian� bazy ma
ierz formy Q mo»na zawszesprowadzi¢ do posta
i diagonalnej. Posta¢ diagonalna ma
ierzy formy Q nie jest jedno-zna
zna ju» 
ho¢by dlatego, »e ni
 (dopóki w przestrzeni wektorowej V nie wprowadzi si�ilo
zynu skalarnego) nie ustala �dªugo±
i� wektorów bazy. Jednak»e ka»da posta¢ diago-nalna danej formy Q (okre±lonej na przestrzeni wektorowej nad 
iaªem R1) ma t� sam¡li
zb� dodatni
h, ujemny
h i zerowy
h elementów diagonalny
h, tj. ma zawsze t� sam¡sygnatur� (twierdzenie Sylvestra).ZadanieDana jest forma kwadratowa

Q = x2 + 2y2 + 3z2 + 4xy + 5yz + 6xz .Stosuj¡
 metod� Lagrange'a sprowadzi¢ j¡ do posta
i diagonalnej.Rozwi¡zanie: Interpretuj¡
 zmienne x, y i z jako skªadowe vi
(e) wektora v w pewnejbazie e1, e2, e3, tj. pisz¡
 x ≡ v1

(e), y ≡ v2
(e), z ≡ v3

(e), mo»emy znale¹'¢ ma
ierz formy Q:
Q(v) = (x, y, z)





1 2 3
2 2 5/2
3 5/2 3









x
y
z



 ≡ Q
(e)
ij vi

(e)v
j

(e) .69



Zwró¢my tu uwag� na to, »e elementy pozadiagonalne s¡ poªówkami odpowiedni
h wyra-zów mieszany
h w Q! Metoda Lagrange'a (szumna nazwa!) sprowadza si� do suk
esyw-nego �zwijania do peªnego kwadratu�:
Q = x2 + 2y2 + 3z2 + 4xy + 5yz + 6xz

= (x + 2y + 3z)2 − 2y2 − 6z2 − 7yz

= (x + 2y + 3z)2 − 2(y +
7

4
z)2 +

1

8
z2 .Z posta
i tej od
zytujemy, »e w odpowiedniej bazie fi, któr¡ znajdziemy poni»ej, ma
ierzformy b�dzie posta
i

Q
(f)
ij =





1 0 0
0 −2 0
0 0 1

8



 .Przypomnijmy, »e zmian� bazy reprezentujemy wzajemnie odwrotnymi ma
ierzami Rf←ei Re←f takimi, »e
ei = fj[Rf←e]

j
i vi

(f) = [Rf←e]
i
jv

j

(e) ,

fi = ej [Re←f ]
j
i vi

(e) = [Re←f ]
i
jv

j

(f) .W naszym przypadku, poniewa» warto±¢ formy kwadratowej Q na wektorze v nie mo»ezale»e¢ od wyboru bazy, powinno by¢ jasne, »e je±li znajdziemy tak¡ baz� fi, w którejskªadowe wektora v s¡ posta
i
v1
(f) = v1

(e) + 2v2
(e) + 3v3

(e)

v2
(f) = v2

(e) +
7

4
v3
(e)

v3
(f) = v3

(e) ,to b�dziemy mie¢ Q = [v1
(f)]

2 − 2[v2
(f)]

2 + 1
8
[v3

(f)]
2, tj. w bazie fi ma
ierz formy b�dziediagonalna. Z powy»szego wzoru mamy naty
hmiast ma
ierz R

Rf←e =





1 2 3
0 1 7/4
0 0 1



 .Ma
ierz odwrotn¡ te» ªatwo znale¹¢ wyra»aj¡
 vi
(e) przez vi

(f): v3
(e) = v3

(f), v2
(e) = v2

(f)− 7
4
v3
(f),

v1
(e) = v1

(f) − 2(v2
(f) − 7

4
v3
(f)) − 3v3

(f), 
o daje
Re←f =





1 −2 1
2

0 1 −7/4
0 0 1



 .70



Mamy teraz
Q(v) = Q

(e)
ij vi

(e)v
j

(e) = Q
(e)
ij [Re←f ]

i
k[Re←f ]

j
lv

k
(f)v

l
(f) ≡ Q

(f)
kl vk

(f)v
l
(f) ,
zyli Q

(f)
kl = Q

(e)
ij [Re←f ]

i
k[Re←f ]

j
l. Sens tego wzoru jest jasny: ma
ierze Re←f przerabiaj¡skªadowe wektora v dane w bazie fi na jego skªadowe w bazie ei, a na te z kolei dziaªaju» ma
ierz Q(e). Ma
ierzowo powy»szy wzór wygl¡da tak:

Q(f) = RT
e←f · Q(e) · Re←f .(symbol T ozna
za transpozy
j� ma
ierzy). �atwo sprawdzi¢, »e istotnie:





1 0 0
−2 1 0
1
2

−7/4 1









1 2 3
2 2 5/2
3 5/2 3









1 −2 1
2

0 1 −7/4
0 0 1



 =





1 0 0
0 −2 0
0 0 1

8



 .O
zywi±
ie mo»na przej±¢ np. do bazy gi której wektory s¡ propor
jonalne do wektorówbazy fi: gi = κifi (niema tu sumowania po i). Wtedy o
zywi±
ie vi
(g) = (1/κi)v

i
(f) ima
ierz formy kwadratowej Q w bazie gi ma posta¢

Q(g) =





κ2
1 0 0
0 −2κ2

2 0
0 0 1

8
κ2

3



 .Wida¢ »e li
zby na diagonali si� zmieni¡ ale nie i
h znaki.Niezmienni
zo±'³ygnatury formy wzgl�dem przeskalowania wektorów bazy jest do±¢o
zywista. Aby zoba
zy¢, »e i bardziej skomplikowane transforma
je synatury nie zmie-niaj¡ zdagonalizujmy jesz
ze raz nasz¡ form� Q metod¡ Lagrange'a, ale za
zynaj¡
 �odinnego ko«
a�:
Q = x2 + 2y2 + 3z2 + 4xy + 5yz + 6xz = 3(z + x +

5

6
y)2 − 2x2 − 1

12
y2 − xy

= 3(z + x +
5

6
y)2 − 2(x +

1

4
y)2 +

1

24
y2 .Wida¢, »e jak poprzednio sygnatura jest (+,−, +) (kolejno±¢ plusów i minusów jest o
zy-wi±
ie bez zna
zenia - li
zy si� tylko li
zba plusów i minusów!). Tak jak poprzednio mo-»emy z powy»szej posta
i formy od
zyta¢ zmian� bazy przestrzeni wektorowej i ma
ierzprzej±
ia prowadz¡
e do diagonalnej posta
i formy:

v1
(h) = v1

(e) +
5

6
v2
(e) + v3

(e)

v2
(h) = v1

(e) +
1

4
v2
(e) Rh←e =





1 5
6

1
1 1

4
0

0 1 0



 ,

v3
(h) = v2

(e) 71



(zmiana bazy z ei na hi). Zatem
Q(h) = RT

e←h · Q(e) · Re←h =





0 0 1
1 0 −1
−1

4
1 − 7

12









1 2 3
2 2 5/2
3 5/2 3









0 1 −1
4

0 0 1
1 −1 − 7

12





=





0 0 1
1 0 −1
−1

4
1 − 7

12



 =





3 0 0
0 −2 0
0 0 1

24



 .Jak wida¢ li
zby na diagonali si� zmieniªy, ale sygnatura - nie.ZadanieSprowadzi¢ do formy diagonalnej form� kwadratow¡
Q = x1x2 + x1x3 + x2x3 .Rozwi¡zanie: Akurat tu od razu nie da si� zastosowa¢ metody Lagrange'a bo - jakmówi¡ komentatorzy me
zów siatkarski
h - �niema z 
zego uderzy¢�. Trzeba wi�
 najpierw�ruszy¢ z posad bryª�� formy kwadratowej (a nie jak kiedy± 
h
ieli niektórzy bryª� ±wiata).Podstawmy zatem x1 = y1 − y2, x2 = y1 + y2, x3 = y3. Forma przyjmie wtedy posta¢

Q = y2
1 − y2

2 + 2y1y3 = (y1 + y3)
2 − y2

2 − y2
3 .i teraz ju» mo»na przej±¢ do zmienny
h z1 = y1 + y3, z2 = y2, z3 = y3, 
zyli y1 = z1 − z3,

y2 = z2, y3 = z3. Ostate
znie wi�
 zamiana zmienny
h diagonalizuj¡
a form� kwadratow¡ma posta¢
x1 = z1 − z2 − z3

x2 = z1 + z2 − z3

x3 = z3 ,i w nowy
h zmienny
h zi forma ma posta¢
Q = z2

1 − z2
2 − z2

3 .Post�pujemy dalej jak w poprzednim zadaniu. Powy»sza transforma
ja daje nam ma
ierz
R−1 zmiany bazy

R−1 =





1 −1 −1
1 1 −1
0 0 1



 .Ma
ierz ta rze
zywi±
ie diagonalizuje ma
ierz formy Q:
(RT )−1 · Q · R−1 =





1 1 0
−1 1 0
−1 −1 1









0 1
2

1
2

1
2

0 1
2

1
2

1
2

0









1 −1 −1
1 1 −1
0 0 1



 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 .72



Je±li uzna¢, »e x1 ≡ v1
(e), x2 ≡ v2

(e), x3 ≡ v3
(e), s¡ skªadowymi wektora v w bazie ei, to

z1 ≡ v1
(f), z2 ≡ v2

(f), z3 ≡ v3
(f), s¡ skªadowymi tego samego wektora w bazie wektorów

fi = ek(R
−1)k

i:
(f1, f2, f3) = (e1, e2, e3)





1 −1 −1
1 1 −1
0 0 1



 .Ma
ierz odwrotn¡, R, te» mo»na znale¹¢: wystar
zy wyrazi¢ zmienne zi przez xi. Wtedy
ei = fkR

k
i, 
zyli

(e1, e2, e3) = (f1, f2, f3)





1
2

1
2

1
−1

2
1
2

0
0 0 1



 .PrzypomnienieForma kwadratowa Q(x1, . . . , xn) jest dodatnio (ujemnie) okre±lona, je±li jej warto±¢ nadowolnym wektorze (x1, . . . , xn) jest dodatnia (ujemna). Wa»nym narz�dziem jest �kry-terium minorowe�:Je±li dodatnie s¡ wszystkie jej minory M11, M22 . . . Mnn (minor Mkk jest wyzna
znikiemma
ierzy k×k wyj�tej z lewego górnego rogu ma
ierzy formy Q), to forma Q jest dodatniookre±lona.(Alternatywnie zamiast »¡da¢ dodatnio±
i kolejny
h minorów wyjmowany
h z lewego gór-nego rogu, mo»na »¡da¢ dodatnio±
i kolejny
h minorów wyjmowany
h z prawego dolnegorogu). Forma jest ujemnie okre±lona, gdy dodatnio okre±lona jest forma −Q, której ma-
ierz ma wszystkie elementy ze zmienionym znakiem; ina
zej, Q jest ujemnie okre±lonagdy (−1)kMkk > 0.W przypadku formy kwadratowej
Q(x, y) = ax2 + by2 + 2dxy = (x, y)

(

a d
d b

) (

x
y

)dwu zmienny
h reguªe t� mo»na naty
hmiast sprawdzi¢: warunki M11 = a > 0, M22 =
ab − d2 > zapewniaj¡, »e forma ta

Q(x, y) = ax2 + by2 + 2dxy = a(x +
d

a
y)2 +

ab − d2

a
y2ma sygnatur� (+, +), 
o jest równowa»ne jej dodatniej okre±lono±
i.ZadanieDla jaki
h warto±
i parametru λ forma

Q(x, y, z) = 5x2 + y2 + λz2 + 4xy − 2xz − 2yz = (x, y, z)





5 2 −1
2 1 −1
−1 −1 λ









x
y
z



73



jest dodatnio okre±lona?Rozwi¡zanie: Kryterium �minorowe� daje warunki
M11 = 5 > 0, M22 = 1 > 0, M33 = λ − 2 > 0 ,
zyli forma jest dodtnio okre±lona gdy λ > 2. To samo mo»na zoba
zy¢ stosuj¡
 metod�Lagrange's:

Q(x, y, z) = 5(x +
2

5
y − 1

5
z)2 − 5(

2

5
y − 1

5
z)2 + y2 + λz2 − 2yz

= 5(x +
2

5
y − 1

5
z)2 +

1

5
y2 − 6

5
yz + (λ − 1

5
)z2

= 5(x +
2

5
y − 1

5
z)2 +

1

5
(y − 3z)2 + (λ − 2)z2,
o pokazuje, »e gdy λ > 2, forma ma sygatur� (+. + .+), 
zyli jest dodatnio okre±lona.7ZadanieDla jaki
h warto±
i parametru λ forma

Q = x2 + 4y2 + z2 + 2λxy + 10xz + 6yz = (x, y, z)





1 λ 5
λ 4 3
5 3 1









x
y
z



 ,jest dodatnio okre±lona?Rozwi¡zanie: Kryterium �minorowe� daje warunki
M11 = 1 > 0, M22 = 4 − λ2 > 0, M33 = −105 + 30λ − λ2 > 0 ,Z ostatniego z ni
h, rozwi¡zuj¡
 r�wnanie kwadratowe M33(λ) = 0 mamy pierwiastki

λ1 = 15−2
√

30 oraz λ2 = 15+2
√

30; pomi�dzy λ1, a λ2 minor M33 > 0. Poniewa» jednak
λ1 > 3, warunek M33 > 0 jest sprze
zny z warunkiem M22 > 0, który jest speªniony tylkogdy |λ| < 2. Zatem forma ta nigdy nie jest dodatnio okre±lona.To samo mo»na zoba
zy¢ stosuj¡
 diagonaliza
j� Lagrange'a

Q = (z + 5x + 3y)2 − 24x2 − 5y2 − (30 − 2λ)xy

= (z + 5x + 3y)2 − 5[y − (3 − 1

5
λ)]2 +

1

5
(15 − λ)2x2 − 24x2.Stad ju» wida¢, »e sygnatura formy jest mieszana, niezale»nie od warto±
i λ.7Uwa»nie patrz¡
 mo»na dostrze
, »e wspóª
zynniki pojawiaj¡
e sië w metodzie Lagrange'a stosowanejsuk
esywnie do x, y i z) przed kolejnymi peªnymi kwadratami maj¡ 
o± wspólnego z minorami M11, M22,

. . . Na tym w isto
ie rze
zy polega dowód tw. Sylvestra.74



ZadanieZbada¢ sygnatur� formy kwadratowej
Q = 2x2 + y2 + 3z2 + 2λxy + 2xz ,w zale»no±
i od warto±
i parametru λ.Rozwi¡zanie: Aby ustali¢ dla jaki
h warto±
i λ forma jest dodatnio okre±lona, mo»naposªu»y¢ si� metod¡ wyzna
znikow¡, tj. za»¡da¢ by dodatnie byªy minory

|2| > 0 ,

∣

∣

∣

∣

2 λ
λ 2

∣

∣

∣

∣

> 0 ,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 λ 1
λ 2 0
1 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0 .Dostaje si� st¡d warunki λ2 < 2 i λ2 < 5
3
, z który
h drugi jest o
zywi±
ie silniejszy.Metod¡ t¡ mo»na jesz
ze ustali¢ dla dla jaki
h warto±
i λ forma jest ujemnie okre±lona,ale nie mo»na ustali¢ jej sygnatury, gdy nie jest ona okre±lonego znaku. W tym 
elutrzeba j¡ zdiagonalizowa¢, np. metod¡ Lagrange'a:

Q = 2

(

x +
λ

2
+

1

2
z

)2

+

(

1 − λ2

2

)

y2 − λyz +
5

2
z2

= 2

(

x +
λ

2
+

1

2
z

)2

+

(

1 − λ2

2

) [

y − λ

2 − λ2
z

]2

+

[

5

2
− λ2

4 − 2λ2

]

z2 .Je±li tylko λ2 6= 2, mamy st¡d dodatni znak pierwszego wyrazu, dodatni (dla λ2 < 2) b¡d¹ujemny (dla λ2 > 2) drugiego i znak wspóª
zynnika trze
iego wyraz wyzna
zony przez
5

2
− λ2

4 − 2λ2
≡ 5 − 3λ2

2 − λ2
.Zatem dla λ2 < 5

3
forma ma sygnatur� (+, +, +), dla λ2 = 5

3
sygnatur� (+, 0, +), dla

5
3

< λ2 < 2 sygnatur� (+,−, +) i dla 2 < λ2 znów (kolejno±¢ plusów i minusów nie gra turoli!) sygnatur� (+,−, +) (bo wprawdzie ujemny robi si� wspóª
zynnik drugiego wyrazu,ale z kolei dodatni staje si� wspóª
zynnik trze
iego). Przez 
i¡gªo±¢ (
okolwiek by topoj�
ie tu miaªo zna
zy¢!) wynika, »e dla λ2 = 2 sygnatura formy powinna by¢ (+,−, +).Mo»na to ustali¢ wra
aj¡
 do przeksztaª
e«: Dla λ = ±
√

2 mamy
Q = 2

(

x +
λ

2
+

1

2
z

)2

∓ 2yz +
5

2
z2

= 2

(

x +
λ

2
+

1

2
z

)2

+
5

2

(

z ∓ 1

5

√
2 y

)2

− 1

5
y2 .zgodnie z o
zekiwaniami.Nakomplikowali±my sobie, pod
zas gdy stosuj¡
 metod� Lagrange'a w innej kolejno±
iotrzymaliby±my:

Q = 2x2 + y2 + 3z2 + 2λxy + 2xz = 3(z +
1

3
x)2 +

5

3
x2 + 2λxy + y2

= 3(z +
1

3
x)2 + (y + λx)2 + (

5

3
− λ2)x2 ,75




o od razu (tak jak metoda minorowa) pokazuje, »e forma jest dodatnio okre±lona, gdy
λ3 < 5

3
. Moraª z tego jest taki, »e przed zastosowaniem metody Lagrange'a dobrze jest
zujnie popatrzy¢, jak j¡ zastosowa¢...PrzypomnienieWektorem wªasnym (po ang. eigenve
tor) odwzorowania liniowego F : V → V , gdziedimV = n, nazywa si� taki wektor w ∈ V , »e

F (w) = λw .Li
zba λ (nale»¡
a do 
iaªa K, nad którym rozpi�ta jest przestrze« wektorowa V ) nazywasi� warto±
i¡ wªasn¡ (po ang. eigenvalue) wektora w (przy odwzorowaniu F ). Je±li
[F(e)(e)]

i
j jest ma
ierz¡ odwzorowania F w bazie8 ei, i = 1, 2, 3 . . ., a wi

(e) s¡ skªadowymi
w w tej samej bazie to mamy wtedy

[F(e)(e)]
i
jw

j

(e) = λwi
(e) .
zyli, zapisuj¡
 to samo ina
zej,

(

[F(e)(e)]
i
j − λ δi

j

)

wj

(e) = 0 ,(zero po prawej stronie nale»y rozumie¢ jako wektor o zerowy
h skªadowy
h, 
zyli wektorzerowy). Powy»szy wzór jest po prostu linowym, jednorodnym ukªadem n równa« na nwspóª
zynników wj

(e). Taki ukªad równa« ma niezerowe rozwi¡zania wj

(e) tylko wtedy, gdyzeruje si� wyzna
znik jego ma
ierzy, tj. gdy
WF (λ) ≡ det

(

F(e)(e) − λ I
)

= 0 .Wyra»enie po lewej stronie nazywa si� wielomianem 
harakterysty
znym ma
ierzy (od-wzorowania) F . Niezerowe wektory wªasne (mo»e by¢ i
h wi�
ej ni» jeden; maksymalnie
n), tj. rozwi¡zania na i
h wspóª
zynniki wj

(e) w bazie ej istniej¡ tylko dla ty
h warto±
i
λ, dla który
h wielomian 
harakterysty
zny zeruje si�. Warto±
i wªasne λ odwzorowanialiniowego F s¡ wi�
 pierwiastkami wielomianu 
harakterysty
znego WF (λ) ma
ierzy tegoodwzorowania. Wynika st¡d9 »e pierwiastki wielomianu 
harakterysty
znego nie zale»¡od wyboru bazy, od której zale»y posta¢ ma
ierzy F , a s¡ tylko zale»ne od samego od-wzorowania. Wektory wªasne ma
ierzy odpowiadaj¡
e ró»nym warto±
iom wªasnym s¡liniowo niezale»ne.Je±li przestrze« wektorowa V jest nad 
iaªem li
zb rze
zywisty
h to mo»liwe s¡ trzyró»ne sytua
je:8Poniewa» F odwzorowuje V w V b�dziemy zawsze tu przyjmowa¢, i» obraz F (v) wektora v ∈ V jestrozpisany w tej samej bazie 
o sam wektor v. W zasadzie ni
 nie zabrania by obraz F (v) byª rozpisywanyw bazie innej ni» ei, le
z prowadziªoby to do niepotrzebny
h komplika
ji ra
hunkowy
h.9Dowód sprowadza si� do zauwa»enia, »e det

(

F(e)(e) − λ I
)

= det
[

R · (F(f)(f) − λ I) · R−1
]

= det(R) ·
det

(

F(f)(f) − λ I
)

· det(R−1) = det
(

F(f)(f) − λ I
), bo det(R−1) = [det(R)]−1.76


