Notatki do ¢wiczen z analizy i algebry.

ALGEBRA

Zadanie 1
Zbada¢ czy wektor v mozna przedstawic¢ jako kombinacje liniowa wektorow e; i ey, gdzie

1 4 7
i) v= 2], e, =|[5], e = |8],
3 6 9
oraz
1 1 —1
ZZ) v=|2 s e = 1 s €y = 1 s
3 -1 1

Odpowiedz: i) tak: v = 2e; — ey, ii) nie.

Zadanie 2
Czy wektory

W — 1+ 2 wo — 7T—1
1= i ) 2 — 344 )
sa liniowo zalezne? Zbadaé¢ sprawe nad cialem R i nad ciatem C.
Rozwigzanie: Pytamy, czy rOwnanie

T1W1 + Tawe = 0,

(tluste zero oznacza zero przestrzeni wektorowej, czyli wektor zerowy!) ma rozwiazanie
dla z; € R1, gdy nad R! oraz x; € C! gdy nad C. Rozwigzmy:

21 (14+2i) +x2(7—1) =0,
I11+$2(3+Z):0,

Z drugiego x; = (—1 + 3i)x2 i to do pierwszego, co da: [(1 + 2¢)(—1 + 3i) + 7 — i]Jzy = 0.
To istotnie jest zero, niezaleznie od wartosci zo. Rozwiagzaniami sg wiec dowolne x5 i
r1 = (=1 + 3i)xe. Widac jednak, ze jesli x5 € R to x; jest zespolone. Zatem nad R
wektory wy i wy s3 liniowo niezalezne, ale nad C zalezne.

Zadanie 3
Zbada¢ liniowa niezalezno$¢ nad ciatem R i nad C wektorow

1 0 1 1
Z) e = 1 y €y = 1 y €3 = 1 y ey = 0 y
0 1 1 1



oraz

0 1 i
Z’L) f1 == 1 5 f2 - 1 y f3 - 1
2 —1 1

Rozwigzanie: W przypadku i) wida¢ golym okiem, ze sa liniowo zalezne nad R bo
rOwnanie A\je; + \oes + A\ze3 + Ageq = 0 ma rozwigzanie \y = Ay = Ay = A\, A3 = =2\ dla
dowolnego ), a skoro sg liniowo zalezne nad R to i nad C! tez, bo Rt c C.

Uwaga: ustalona wyzej liniowa zaleznos¢ e;, e;, e3 i e4 oznacza, ze np. ez = —%el —
%e2 — %e4, tj., ze ez jest kombinacja liniowa pozostalych. W zasadzie zamiast badac
istnienie niezerowych rozwigzan réwnania Aje; + \ses + Azes + \gey = 0 moglibySmy
postawi¢ problem, czy wektor es jest liniowo zalezny od pozostalych. To jest jednak
mniej og6lne: mogtoby sie np. okazaé, ze sam wektor ez nie daje sie przedstawié¢ jako
kombinacja liniowa e, e; i e4, ale te trzy wektory sa liniowo zalezne. Np. gdyby badac
problem liniowej zaleznosci wektorow

0 0 1 0
V] = 1 y Vo = 0 y V3 = 0 y Vy = 1 y
0 1 1 1

to okazaloby sie (co w przypadku bardziej skomplikowanych wektoréw nie musiatoby by¢
od razu tak tatwo widoczne), ze vs nie jest kombinacja liniowa vi, vy i v4, niemniej te
trzy wektory: vy, vo i v4 sg liniowo zalezne i tym samym cztery wektory vy, v, v3 i vy
sa liniowo zalezne. Badajac ich liniowa zaleznos$¢ przez pytanie o istnienie niezerowych
rozwigzan réwnania A\;vy + A\ova + A\3vs + A\yvy = 0 dostaliby$my, ze niezerowym rozwia-
zaniem jest A\ = Ay = —\y = A1 A3 = 0, czyli vi + vy — vy = 0. Jest jasne, ze to nie
pozwala wyrazi¢ v przez pozostale (bo A3 = 0).

W przypadku i7) rozwigzujemy rownanie &£ + Eofy + E3f3 = 0, czyli uktad

S+1i63 = 0,
S +i6+E& = 0,
26—+ & = 0.

Dodajac pierwsze pomnozone przez ¢ do trzeciego dostajemy & = 0. Uwzgledniajac to, z
drugiego dodanego do trzeciego znajdujemy 2&5 = 0 czyli 3 = 0 1 wtedy (z pierwszego)
& = 0 tez. Zatem wektory fi, fy, f3 sg linowo niezalezne nad obydwoma ciatami R i C.

Zadanie 4
Zbada¢ liniowa zaleznosé¢ wektorow.

2 21
W1 = { ) Wy = -1 ) W3 =

W N =



Rozwigzanie: Rozwigzujemy rownanie x1wq + xoWo + x3w3 = 0, czyli uktad

2$1+2i$2+l’3 = 0,

il’l —

—'é!L’l +

ZL’Q—|—21L'3 = 0,

To + 373 0.

Dodanie drugiego do trzeciego daje z3 = 0. Wtedy pierwsze sprowadza sie do x1+ize = 0,
a drugie do iz; — 29 = 0, czyli do pierwszego pomnozonego przez i. Zatem szukanym

rozwigzaniem jest xo = ix1, x3 =01 27

dowolne. Poniewaz albo x;1 albo x5 jest zespolone

(albo nawet oba) to wektory wy, wy oraz ws sa liniowo zalezne nad C, ale nie nad R.

Zadanie 5
Dowiesé, ze jesli wektory e, ey oraz e
i wektory

sa liniowo niezalezne (nad R lub C) to takimiz sa

e1+e2+eg,
el+627

e +e3.

Rozwigzanie: Jak zwykle pytamy, czy z faktu, ze \f; + Aofy + A3fs5 = 0 wynika, ze
A1 = Ay = A3 = 0. Wiemy teraz takze, iz rownanie £1e; + e + £3e3 = 0 ma tylko
rozwigzanie & = & = & = 0. Piszemy wiec:

0= )\1f1 + )\ng + )\3f3 = )\1(81 + es + 83) + )\2(61 + 82) + )\3(62 + 83)
= (A +A2)er + (A + Ao+ Ag)ea + (A + As)es

Zatem na mocy zalozenia musimy mie¢ \y +Xo = 0, Ay + Ao+ A3 =01 A; + A3 = 0. Drugie
z pierwszym daje A3 = 0, wtedy trzecie daje A\; = 0 i na koniec z drugiego wynika wtedy
ze i )\2 = 0.

Zadanie 6
Dowiesé, ze nastepujace zbiory wektorow-funkcji (tj. wektoréw z przestrzeni V = Map(R!, R?))
sa liniowo niezalezne

a) sinx, cosx,

b) 1, sinz, cosz,

c) sinz, sin2zr, .., sinnzx

d) 1, cosz, cos2, .., COosSnT

e) 1, cosz, sinz, cos2r, sin2z, ..., cosnx, sinnz.

Rozwigzanie: W przypadku a) jest jasne, 7e Asinz + {cosx = 0 moze dla wszystkich
r € (a,b) C R! zachodzi¢ tylko dla A =& = 0: jeslix = kr iz =In + %7? naleza do (a,b)
to jest to trywialne, jesli nie, to mozna zrézniczkowac¢ i ma sie Acosz — Esinx = 0 oraz



Asinx+€ cosx = 01 znéw jedynym rozwigzaniem obu dla wszystkich z-6w jest A = & = 0.
To samo w przypadku b): n1+ Asinz + £cosx = 0 dla wszystkich x € (a,b) C R! tez
wymaga n = A = £ = 0 (aby to zobaczy¢, mozna znow zrozniczkowac i dostaniemy ten sam
problem, co w punkcie a). W przypadku ¢) mozemy postuzy¢ sie indukejg. Zakladamy, ze
wektory te sg liniowo niezalezne dla jakiego$ n (dla n = 1 jest to oczywiste) i sprawdzamy,
czy z tego wynika to samo dla n + 1, to znaczy, ze

f(z) = Aysine + Agsin2x + ...+ A\ sinne + Ay sin(n+ D)z =0,

(symbol = przypomina, ze ma to by¢ 0 dla wszystkich z) tylko dla Ay = Ay = A, =
Ant1 = 0. Skoro ma to zachodzi¢ dla wszystkich = to znaczy ze i

d2
da?

Mnozymy f(z) przez (n + 1)? i dodajemy do tego tu wyzej, co da

() = —Aisina — 2% X\gsin2x + ... — n?A\,sinnz — (n+ 12\ sin(n + Dz =0 .

[(n4+ 1) =1\ sinz + [(n 4+ 1) —4]Aosin22 + ... + [(n + 1) = n?|\,sinnz =0,

To za$ na mocy indukcyjnego zatozenia o liniowej niezaleznosci wektoréw sinz, .. ., sinnz
oznacza, ze [(n +1)? — 1]\ = [(n+ 1)? — 4 = ... = [(n + 1)2 — n?]\, = 0. Stad
zeru musza by¢ wszystkie \; o ¢ = 1,...,n z wyjatkiem ewentualnie k-tej, o takim k,
ze (n + 1) — k? = 0. Ale to sie nie moze zdarzy¢, bo w indukcji rozpatrujemy tylko
n+1>k Zatem \; = Xy = ...\, = 01 z tozsamos$ciowego znikanie f(z) wynika, iz
takze A\,11 = 0. W przypadku d) takze postugujemy sie indukcja. Zaktadamy, ze teza
(liniowa niezalezno$¢) jest prawdziwa dla n mamy pokazac, ze

g(x) =n+ Acosx + Aycos2x + ...+ A\, cosnz + A1 cos(n+ 1)z =0,

pociggazasoban = A = ... =\, = A\,y1 = 0. Mnozymy g(x) przez (n+1)? i odejmujemy
od tego dwakro¢ zrozniczkowane g(x) = 0. Jak wyzej wynika stad, ze \y = Ao = ...\, =0
i zostaje nam w g(z) = 0 tylko n+ X\, 11 cos(n+1)z = 0, co znéw wymaga by n = A\, = 0.
Wreszcie w przypadku e) takze zakladamy, ze n+ X\ cos x+&; sin x+\, cosnz+&, sinnz =
0tylkodlan =X\ =& = ... = X\, = &, = 01 robimy dla n 4+ 1 sztuczke z druga
pochodna, co zostawia nam 1+ A, cos(n + 1)x + &1 sin(n + 1)z = 0. To tez wymaga,
by 7 = Aus1 = &1 = 0 (choéby na mocy tego, ze teza jest prawdziwa dla n = 1, a
czymze sie rozni x od (n + 1)z? - tylko dziedzing...)

Zadanie 7

Dowies¢, ze wektory

fi =sinz, f, = sin®z, f3 = sin 3x

z przestrzeni wektorowej V' = Map(R!, R!) sa liniowo zalezne.
Rozwigzanie: To proste

sin 3x = sin(2z + x) = sin 2z cos x + sin x cos 2z

= 2sinx cos® z + sin (1 — 2sin’ ) = 3sinz — 4sin®z .

4



Czyli f3 = 3f; — 4f,, co dowodzi, ze fi, f5, f3 sg liniowo zalezne.

Zadanie 8
Dowies¢, ze wektory

1 3 2
e = 2 s €y = 1 > €3 = 3 y
3 2 1

tworza baze przestrzeni wektorowej R3.

Uwaga: jesli w wektorach, tj. w tych kwadratowych nawiasikach, maja by¢ tylko liczby
rzeczywiste - bo tak sobie definiujemy te przestrzen - to musi to by¢ przestrzen wektorowa
nad cialem R; gdyby$my bowiem dopuscili mnozenie wektoréw przez liczby zespolone, to
w nawiasikach wystapityby z koniecznosci takze liczby zespolone wbrew naszemu okre-
Sleniu tej przestrzeni. W druga za$ strone rzecz jest mozliwa: mozemy sobie arbitralnie
okresli¢ przestrzen wektorowa w taki sposob, ze w nawiasikach moga wystapic¢ takze liczby
zespolone, ale dopuszczaé tylko kombinacje liniowe o wspo6tczynnikach rzeczywistych. W
takim przypadku stosuja sie uwagi o bazie i wymiarze takiej przestrzeni umieszczone na
koncu tego zadania.

Rozwigzanie: Trzeba pokazaé, ze dowolny wektor w mozna przedstawic¢ jako kombinacje
liniowa tych trzech, tj. w postaci x;e; + zoes + x3e3 = w. Niech w = [a, b, ¢|]. Trzeba
pokazac, ze uklad rownan

1+ 319 + 223 = a, 209 +4x3=a+b—c
2$1+$2+3$3:b, 4371 +2x3:—a+b+c
3$1+2$2+$3:C, 2?171—'—4372 =a—b+c

ma rozwiazanie. Mnozac pierwsze rownanie przez —2 i dodajac je do trzeciego

29 +423 = a+b—c
4oy +2x3 = —a-+b+c
2r1 — 8r3 = —a—3b+ 3¢

Teraz trzecie razy —2 i doda¢ do drugiego. Otrzymujemy 18z3 = a+ 7b—5c. Czyli mamy
x3. W podobny spos6b mozna znalez¢ 18z, = —ba + b + 7Tc oraz 18z, = Ta — 5b + ¢
(symetria rownan!). Latwo sprawdzi¢, ze to dobry wynik. Skoro jest (jednoznaczne) roz-
wigzanie dla dowolnego wektora w to (e, ez, e3) tworza baze.

Uwaga: Wyjasnijmy sobie na najprostszym przyktadzie jeszcze jedng sprawe: dwa wek-
tory

bt



bo dowolny taki wektor mozna przedstawi¢ jako w = x; e; + x5 €, tj. jako kombinacje
liniowa e i e, z rzeczywistymi wspotczynnikami. Przestrzen ta jest zatem dwuwymiarowa,
bo jej baza sktada sie z dwu wektorow. Te same dwa wektory e; i e; nie rozpinaja jednak
calej przestrzeni wektorowej W, tez nad ciatem R, sktadajacej sie z wektoréw postaci

z
w:{l], o 2,2 €C,

Hl

nie mozna dosta¢ z kombinacji linowej x; €, + x5 €y 0 rzeczywistych wspotczynnikach zq i
Zo. Do tego trzeba wzia¢ wieksza baze, np.:

R e s}

Cryli taka przestrzen wektorowa (nad cialem R) jest czterowymiarowa. Oczywiscie, jesli
przestrzen wektorowa jest nad cialem C to te cztery powyzsze wektory sa parami do siebie
proporcjonalne (e, = iep, e, = ies), czyli liniowo zalezne. Wtedy baza ma dwa wektory
i ta przestrzen wektorowa (nad cialem C) jest tylko dwuwymiarowa.

bo np. wektora

Zadanie 9
Znalez¢ wymiar i jaka$ baze podprzestrzeni wektorowej £ C R* rozpinanej przez wektory
Vi, ..., Vg

3 ~1 2
~1 1 BE
—1 | - 7
3 1 —2

Vv = ) V3 =

— N = DN
DN =~ W W

Rozwigzanie: Poniewaz R* ma wymiar 4, zatem przynajmniej jeden z tych wektorow
musi by¢ liniowo zalezny od pozostalych. Odrzuémy ostatni (bo ma brzydkie liczby). Aby
zobaczy¢, czy pierwsze cztery sa liniowo zalezne sprobujmy (troche na “chybil -trafil®)
zapisa¢ czwarty jako kombinacje liniowa trzech pierwszych, tj. jako vy, = ;v + x9vy +
x3vs. To daje uktad rownan

2x1 + 319+ 33 = —1,
flf1+3f172—f173 =1 s
2?171"‘4?172—{173 = -1 ,

Ty +2x9+3x3 = 1.

WeZmy trzy pierwsze na razie. Odjaé¢ od trzeciego pierwsze. To da xo = 4x3. Wstawiamy
to do dwu pierwszych i mamy uktad

2x1 4+ 153 = -1,
r1+1lxs = 1.



To tatwo rozwiaza¢ (drugie razy dwa i odja¢ od pierwszego). Stad mamy jako rozwiazanie
uktadu trzech pierwszych rownan

26 12
7 7

T =

| W

Teraz mozemy sprawdzi¢ ostatnie

26 12 3
42243221,
7 * 7 * 7
(Cztery rownania na trzy zmienne - trzeba mie¢ szczescie zeby tak sie udato!!) To dowodzi,

ze cztery pierwsze wektory sa liniowo zalezne bo

26 12
—7V1+7V2+?V3—V4—0 .
Zarazem 7z jednoznaczno$ci tego rozwigzania wynika, ze jak bySmy wrzieli ktorekolwiek
dwa wektory z vy, v, v3 to sie nie uda, tzn. v4 nie jest kombinacja liniowa tylko dwu z
nich. Zatem wymiar podprzestrzeni E jest rowny conajmniej 3. Skoro jednak sie okazalo,
ze z czterech wektorow vy, vo, v3 i vy tylko trzy sa liniowo niezalezne, to trzeba wrocic
i zapytaé, czy nie jest w takim razie mozliwe dolaczenie vy , tzn. trzeba sprawdzi¢ czy
uktad wektorow vy vs, v, i vs, nie jest przypadkiem liniowo niezalezny. Jedli jest, to vs
sie powinnien dac¢ zapisa¢ jako x; vi 4+ x5 vy + x3v4. Sprawdzmy to:

2371"—3373—374 = 2,

Ty — T3 +Ty = 3 s
21’1—1’3—1’4 = 7,
$1+3f173+374 = —2.
Najpierw rozwigzujemy pierwsze trzy: od pierwszego trzecie da 4x3 = —5, czyli x3 = —%.
To do drugiego i trzeciego:
7
Tt T4 = 1’
23
2371 — Ty = Z .
Dodanie stronami da z; = 110 i wtedy z pierwszego wyzej x, = % — 1740 = —%. Latwo
sprawdzié¢, ze to jest dobre rozwiazanie trzech pierwszych réwnan. Sprawdzamy teraz
ostatnie, czwarte: x; + 313 + x4 = 17? -3 % — % = —% = —2. Czyli to czwarte tez jest

wtedy spelnione! Zatem ostatecznie vy jest kombinacja liniowa vy, vs, i v4 czyli jest od
nich liniowo zalezny. Poniewaz juz wiemy, ze vi, v3 i v4 tez sa liniowo niezalezne, wiec
baze podprzestrzeni £ moga tworzy¢ wektory vy, vs, vy.



Zadanie 10
Jak w zadaniu 9 tylko z wektorami

1 2 1 1 0
V1 = 0 \P] L V3 = ! Vy = 2 ) V5 = L )

0|’ 11’ 11’ 3 3

-1 0 1 4 4

Rozwigzanie: Jak i poprzednio (nawet nad ciatem R, bo wszystkie liczby w kolumienkach
sa czysto rzeczywiste) pie¢ wektorow nie moze by¢ liniowo niezaleznych. Teraz jednak
postapimy bardziej regulaminowo i zbadamy warunek

)\1V1 + )\2V2 + )\3V3 + )\4V4 + )\5V5 =0.
Mamy zatem uktad réwna?
M F2X+ A3+ M\ =0
A+ A3+20+ X =0

Ao+ A3+ 3N +20 =0
-\ +A3+4N + 30 =0

Drugie od trzeciego daje \y + A5 = 0; pomijajac trzecie piszemy wiec pozostale rownania
(eliminujac z nich As):
AMA+20+ A3+ =0
)\2 + )\3 + )\4 =0
—)\1 + )\3 + )\4 - 0
Teraz ostatnie minus przedostatnie da Ay + Ay = 0. Po wykorzystaniu tego pierwsze i
trzecie staja sie tozsame z drugim. Zatem zostaje do spelnienia tylko Ay + A3 + Ay = 0;

mamy wiec jedno rownanie na trzy niewiadome! Widaé, ze rozwigzanie mozna napisa¢ w
postaci

AM=E&, ==, MN={—-n, M=n, A=-7n.

¢ i m sa tu zupelnie dowolnymi liczbami. Mamy zatem dla dowolnych wartosci £ i n
zwiazek

Evi—E&va+({—n)vs+nva—nv;=0.
Mozemy tu np. potozy¢ £ =0in=1albo&=11in=0, coda zwiazki
Vs = —V3 + Vy, Vi = —V3 + Vg,

pokazujace, ze np. v; oraz vs mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowych vy, vs i
vs. Te trzy wektory moga wiec stanowi¢ baze catej podprzestrzeni rozpietej przez vy, vo,
V3, V4 i V5.



Zadanie 11
Znalez¢ sume prosty i przeciecie dwu podprzestrzeni w R3 rozpinanych przez dwa zbiory
wektorow:

1 1 1
V=<1_3], 1], [3]3,
1 —1 3
1 2 1
w=/<121, 3|, 1
3 ~1 —4

Rozwigzanie:. Najpierw znajdziemy ich sume prosta. Jesli 3 wektory V' (lub W) sa
liniowo niezalezne, to rozpinaja cala przestrzeri wektorowa R?* i V = R?® (W = R3) i
wtedy w oczywisty sposob V & W = R3. Sprawdzmy wiec liniowa niezalezno$é¢ wektorow
z V. Uklad

Ty + 29 +x3 = O,
31’1"‘1’2"—31’3 = 0,

1’1—1’2+31’3 = O,

ma jak latwo sprawdzié¢ tylko rozwigzanie x; = xo = x3 = 0, zatem rzeczywiscie V = R3
i Ve W =R3 Jesli za§ chodzi o W to golym okiem widaé, ze w3 = —w; + W, wiec
podprzestrzen W jest tylko dwuwymiarowa i jest rozpinana np. przez wi i wy. Poniewaz
V = R3 to przeciecie V z W, tj. poprzestrzei utworzona przez wyktory takie,ze naleza
one jednoczesnie do V' i do W jest samg podprzestrzenia W (bo W C V = R3).

Zadanie 12
Zmalez¢ wymiar i baze podprzestrzeni E C R* rozpietej przez wektory

Wo = W3 =

)-Jkuj[\)r—l
}—toir—tr—t
W~ NN O
N W w =

Znalez¢ takze ogolng posta¢ wektora z E.
Rozwigzanie: Znow zobaczmy, czy sie da przedstawi¢ w, w postaci x1Wi + oWy + T3W3.
Aby sie dato musi by¢ speliony uktad rownan:

T, + To =
201 + 19 + 223 =
3r1+ 30+ 13 =
dxy + 19+ 33 =

N W W =



Rozwiazmy trzy pierwsze, a potem sprawdzimy ostatnie. Drugie minus pierwsze daje
x3=1-— %:1:1. To do trzeciego i mamy razem 7z pierwszym uktad (kolejny!)

T+ T = 1,

5
— 3 = 2.
21’1—|— i)

Stad juz tatwo i mamy jako rozwigzanie trzech pierwszych
r1 =2, To=—1, rx3=20.
(Latwo sprawdzi¢, ze to rozwiazuje trzy pierwsze rownania). Teraz sprawdzamy czwarte:
2-(4)—1-(1)+0-(3)=7.

Hurra! Znow sie udalto! Czyli wy jest liniowo zalezny od wy, wo i w3 Wy = 2w — Wo.

Co wiecej znoéw rozwigzanie jest jednoznaczne, wiec wszystkie trzy, wi, wo 1 W3, sa juz

liniowo niezalezne. Zatem wymiar dimFE = 3, a jej baza moga by¢ te trzy wektory.
Oczywiscie dowolny wektor nalezacy do E ma postaé

T+ T a

211 + 72 + 22 b

WL W W = g e | | e
4371 + Ty + 3?173 d

Na uzytek zadania 13 wygodnie bedzie przedstawi¢ ten wektor tak, ze trzy jego pierwsze
sktadowe beda dowolne, a czwarta bedzie sie wyrazata przez trzy pierwsze. W tym celu
zastepujemy w drugim i trzecim wierszu x; + zo przez a, tak by znikto z nich x,

a a

2a — T2 + 2?173 . b
3a + x3 e

4a — 31’2 + 31’3 d

W nastepnym kroku zastepujemy 3a + x3 przez ¢ a w drugim i czwartym wierszu zaste-
pujemy x3 przez ¢ — 3a. W ten sposob

a a
—4da + 2¢ — 9 b

c e
—ba + 3¢ — 3z, d

Wreszcie, w drugim wierszu zastepujemy —4a + 2¢ — x9 przez b, a w czwartym zamiast
Ty dajemy —4a + 2c¢ — b. W ten sposob postas wektora z E jest taka

a
b
c

Ta + 3b— 3¢

10



Zadanie 13
Zmalez¢ wymiar i baze podprzestrzeni F' C R* rozpietej przez wszystkie wektory postaci

20—22—1t=0
’ r—A4dy+4z+2t=0"

N e 8

Rozwigzanie: dwa razy pierwszy warunek plus drugi da x = 0. Z pierwszego za$§ mamy,
ze t = 2y — 2z. Wektory rozpinajace F sa wiec postaci

0 0 0

y 1 _

s =y 0 +z 1 =ye;t+zey.
2y — 2z 2 —2

Wektory e; i e; s ewidentnie liniowo niezalezne. Zatem dimF = 2 i jej baza moga by¢
(S31 i €.

Zadanie 14

Znalez¢ wymiar i baze sumy oraz przeciecia podprzestrzeni E 7 zadania 12 i podprzestrzeni
F' 7 zadania 13.

Rozwigzanie: Conajmniej jeden z pieciu wektorow

0
0
Wo = W5 = 1

)

N O = O

1
1
3 )
1 -2
rozpinajacych E/ & F' musi by¢ liniowo zalezny od pozostalych. Wyrzuémy pierwszy bo
najbardziej skomplikowany. Zobaczmy nastepnie, czy ws sie da zapisa¢ jako kombinacja
liniowa w3, wy i ws. Golym okiem widaé, ze sie nie da. Co wiecej, tatwo sprawdzi¢, ze
rownanie £ ws 4y w4 + 2wy = 0 ma tylko rozwigzanie v = y = z = 0. Zatem E® F = R*
bo jest rozpinana przez cztery wektory wy, ws, wy i ws, ktore mozna przyjac za jej baze.
Teraz przeciecie E i F. Tworza je wektory nalezace i do E i do F. Oznacza to, ze
wektory te muszg sie da¢ jednoczesnie przedstawi¢ w dwu postaciach

a 0

b _ y

c n 2
Ta+3(b—c¢) 2y — 2z

Wida¢, ze aby tak byto musi by¢ a = 0, b = y, ¢ = 2 i do tego jeszcze musi zachodzié
rownos¢ 7a+3(b—c) = 2(y — z). Ale skoro a = 0, b = y, ¢ = z to moze tak by¢ tylko dla

11



b = c. Zatem ogolng postacia wektora nalezacego do przeciecia podprzestrzeni E i F' jest

o ot o O

Zatem przeciecie E i F' jest podprzestrzenig jednowymiarowa rozpinang przez jakikolwiek
wektor powyzszej postaci (np. z b= 1).

Zadanie 15

Pokaza¢, ze podprzestrzen liniowa £ C R* ztozona z wektoréw postaci

3z—4t=0
’ r—y+z+t=0"

SR S IEN ]

jest rozpinana przez dwa wektory.

Rozwigzanie: Warunki sa dwa na cztery sktadowe. Wezmy x i 2z jako niezalezne. Wtedy
t= %z oraz (po wstawieniu tego do drugiego warunku) x —y + %z =0,czyliy=o+ Zz.
Zatem kazdy wektor z E musi mie¢ postac

1
+ A7

A1 1

OO~
[SCRNSE et

Zadanie 16
Pokazaé, ze podprzestrzen E rozpieta przez wektory vy, va, vz, v4 postaci

1 0 2 3
vy = 0 Vo = ! vy = - vy = 0
1 — 21> 2 — 1 ) 3 — 1 ’ 4 — 417
0 1—1 0 1
zawiera wektory
1 2
w i raz = Wy = 0
1 — 3 ) ora 2 — 2 )
1 1—1

oraz, ze wektory wi, wa, V3, v4 rozpinaja te sama podprzestrzen F.
Rozwigzanie: Najpierw trzeba pokazaé, ze rownania x, vi + To Vo + T3 V3 + T4 Vy = Wy

12



oraz Yy vi + Y Vo + Y3 V3 + Y4 V4 = W9 maja rozwigzania. Pierwsze daje uktad rownan

T +2x3+4+3x4 = 1,

1T — 123 = 1,
211 +ro+ax3+4y = 3,
i1+ (1 — i)y +x, = 1.

Z drugiego xo — x3 = 1, czyli x93 = 1 + x3. To do pozostatych trzech, co da uktad

T +2x3+3x4 = 1,
21’1 + 2£L'3 + 4£L'4 2 s
i$1+(1—i)l’3+$4 = 1.

Od drugiego odja¢ pierwsze: x1 = 1 — x4. To do pierwszego i trzeciego

2(?173—'—?174) = 0,
(1= i)(as+21) = i.

Czyli da sie przedstawi¢ wq, z tym, ze nie w sposob jednoznaczny. To oznacza, ze same

wektory vq, vo vz i vy sa liniowo zalezne (czyli dimE < 4). Istotnie, widaé, 7e vy =
vi+Vo+Vvs. Zatem by dowie$¢, ze wo € E wystarczy pokazac, ze Wy = Y1 Vi +yoVo+y3Vs.
Widaé, ze wo = vy + v3 po prostu. Ogoélniej, mozna zauwazyc¢, ze

W1:V1+V2+>\(V1+V2+V3—V4),

W2:V2+V3+§(V1+V2+V3—V4),

dla dowolnych \ i & poniewaz vi + vy +v3—vy = 0. Stad dla A = —1 uzyskujemy zwiazek

V4 = Wi+ Vs .

Nastepnie kltadac A = 1, £ =2 (A = 1, £ = 1) i odejmujac od drugiego pierwsze (od
pierwszego drugie) dostajemy dwa uklady rownan

W1:2V1+2V2+V3—V4, W1:2V1+2V2+V3—V4,

W2:2V1—|—3V2—|—3V3—2V4, W2:V1+2V2—|—2V3—V4.
7 pierwszego uktadu, odejmujac pierwsze od drugiego otrzymujemy

W2—W1:V2—|—2V3—V4:V2+2V3—W1—V3:V2+V3—W1,

gdzie w drugim kroku wykorzystany zostal otrzymany juz wyzej zwigzek vy = wyi + vs.

7 drugiego uktadu za$, odejmujac od pierwszego drugie, dostajemy

Wi — Wog =V] — V3.

13



Tak wiec mozemy wyrazi¢ vi i vy przez wi, Wy 0raz vs:

Vo = W3 — V3,

Vi =W — W+ V3,

(co tatwo sprawdzi¢). Zatem kazdy wektor postaci avy + fvy + yvs € E mozna napisac
jako

a(wi —wy+v3) + B(we —v3) +yvs=aw; + (b —a)wa + (. — B+ 7)Ws .

Zatem wektory wy, wy i v3 takze rozpinajg E.

Zadanie 17
W pewnej bazie w R wektory vy, vy v3 maja wspohrzedne (sktadowe)

1 1 1
V] = 1 s Vo = 1 s V3 = 2
1 2 3

Pokazac, ze vy, vo v3 sa takze baza tej przestrzeni i poda¢ w tej nowej bazie wspotrzedne
wektora w, ktory w pierwotnej bazie ma wspotrzedne (6,9, 14).

Uwaga: UzyliSmy wyzej symbolu := aby podkredli¢, ze w zasadzie nie nalezy utozsa-
mia¢ wektora z jego sktadowymi: wektor pozostaje soba niezaleznie od naszego wyboru
bazy; sktadowe za$ od tego wyboru jak najbardziej zaleza! W tych notatkach sktadowe
wektorow bedziemy zawsze pisa¢ w nawiasach okraglych aby podkresli¢, ze nie nalezy
ich myli¢ z wektorami z przestrzeni R", ktore zawsze pedantycznie piszemy w nawiasach
prostokatnych. Np. jeden i ten sam wektor w z R?

SR
w=|2],
_3—
ma w kanonicznej bazie e;, 1 = 1,2,3
[1] [0 ] 0
e = 0 N €y — 1 s €3 — 0 s
| 0] | 0 ] 1
sktadowe (1,2,3), bow =1-e;+2-e;+3-e3, aw bazie vy, 1 =1,2,3
1] 0] 1
vV = 1 y Vo = 1 > V3 = 0 y
| 0] [ 1] 1

sktadowe (0,2, 1) bo, jak tatwo zobaczy¢, w =0-vy +2-vy+1-vs.
Rozwigzanie: Niech wyjsciowa baza bedg wektory eq, e,, e3. Zatem
Vi = e;+egte;s,
vy = e t+e+2e3,

V3 = e1+262+3e3.

14



Odejmijmy pierwsze od drugiego:
€3 = —Vy+Vy.
To do dwu pozostatych:

Vo = e€e;+ey+ 2<—V1 + V2) s
vy = e+ 262 + 3(—V1 + Vg) .

czyli

e t+e = 2vi—vy,

e1+2e2 = 3V1—3V2+V3 .

Od drugiego pierwsze oraz od dwa razy pierwszego drugie. Razem wiec mamy

€ = Vi3 +Vy—Vy,
€ = Vi —2V2—|—V3,
e; = —Vi|+vVvy.

Udalo sie jednoznacznie wyrazi¢ trzy (z zalozenia) liniowo niezalezne wektory e, e; i e3
przez wektory vy, va i v3, co oznacza, ze te drugie tez sa liniowo niezalezne, czyli tez
moga by¢ baza przestrzeni. Mozemy teaz przerobi¢ wektor w:

w = 661—|—962—|—1463
= 6(V1 + vy —Vg) +9(V1 —2V2—|—V3) + 14(—V1 —|—V2)
= vi+2vy+3vy,

czyli wspotrzedne w w bazie vy, vo i v3 to (1,2,3). Zapiszmy to za pomoca macierzy.
Niech

(e1,€9,e3) = (Vi,vo,vy) [ 1 -2 1

Mnozenia “paluchowe” podrazumywajetsia. Stojaca tu macierz jest tzw. macierzq zmiany
bazy lub macierzq przejscia; doktadniej, jest to macierz przejécia z bazy e;, 1 = 1,2,3 do
bazy v;, i = 1,2,3. Macierz taka bedziemy oznacza¢ R, ., aby podkresli¢, ze pozwala
one ze sktadowych wektora w bazie ey, e; i e3 otrzymaé jego sktadowe w bazie vy, vo, V3.

Stosujac konwencje sumacyjna wujka A.E. mozna powyzszy wzor z macierza zapi-
sa¢ jako e = Vj(Rm_e)jk. Konwencja polega na niepisaniu w prawej stronie sumy po

wartosciach wskaznika j od 1 do 3. Jawnie wzor ten mowi, ze np. e; = vi(R,—.)" +
Vo(Rye)?] + Vv3(Ryre)?y, gdzie (R o)ty =1, (Rye)?, = 1, (Rye)?, = —1, etc.
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Jesli teraz napiszemy wektor w w postaci w = eiwée) (indeksik e u wée) ma przypomi-
naé ze wée) = (6,9, 14) to sa wspolrzedne w bazie e;) to bedziemy mie¢:

W = ey = Vi(Ruee) i) = viwly -

gdzie (R,_.)¥, jest macierza zmiany bazy, a wév) = (the)kiwée) jawnie wyglada tak:

W) 11 -1 6 1
wi =1 -2 1 9 =12
Wl -1 1 0 14 3

Zadanie 18
Jak w zadaniu 17 tylko teraz

2 3 1
V] = 1 s Vg = 2 s V3 = —1 s
-3 =5 1

a W w pierwotnej bazie ma wspolrzedne (6,2, —7).
Rozwigzanie: Znéw piszemy

vy = 281"‘82—383,
Vo = 381"‘282—563,
V3 = e} —egy+e;3.

Trzecie doda¢ do pierwszego, a potem dwa razy trzecie do drugiego

Vi +vVy = 361—263,

V2+2V3 = 561—363,

Teraz pierwsze razy 3, drugie razy 2 i odjac, oraz pierwsze razy 9, a drugie razy 3 i odja¢:

e = —3V1—|—2V2—|—V3,
€3 — —5V1—|—3V2—|—V3.
Do tego jeszcze
e = e —Vg+te;s

(—3V1 —|—2V2+V3) —V3—|—(—5V1 +3V2+V3)
= —8vi+5Vvy+vs3.

Razem wiec

e, = —3vi+2vy+vs,
€y = —8V1—|—5V2—|—V3,
€3 — —5V1—|—3V2—|—V3.
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Czyli macierz R,. . zmiany bazy to

-3 -8 =3
Ryee=| 2 5 3
1 1 1

a wspolrzedne wév) wektora w w bazie v; 1 =1,2,3 to

-3 -8 =3 6 1
2 2 3 2 |=11
1 1 1 —7 1

Oczywiscie majac wyjéciowe wzory wyrazajace wektory vy, vo i vz w postaci kombina-
¢ji liniowych bazowych wektorow e;, e; i e3, mamy od razu “za darmo” macierz przejscia

R._,:

-3 =5 1

Macierze R.. , 1 R,_. musza by¢ ze soba oczywiscie jako$§ zwigzane. Zwiyazek ten jest
oczywisty: skoro macierz R,. . robi ze sktadowych wée) w bazie e; dowolnego wektora
w jego sktadowe wév) w bazie e;, a macierz R.., zamienia na powrot sktadowe wév) w
sktadowe w%e), to powinni§émy mie¢

wze) = [Rﬁ—v]ingv) - [Re*”]ij[R”‘_e]jkwéfe) )

tj.! [Ra_v]ij[RvHe]jk = ¢',. Macierzowo:
2 3 1 -3 -8 =5 1 0 0
Re—y - Ryce=1| 1 2 -1 2 5 3 |=1010
-3 -5 1 1 1 1 0 0 1

(zachecam do sprawdzenia, ze istotnie iloczyn daje macierz jednostkowa!). Oczywiscie
mamy takze

-3 -8 =5 2 3 1
Ryce Reey = | 2 5 3 1 2
1 1 1 -3 -5 1

Tak wiec R}, = Recy, a R21, = Ryce.

ve—e e<—v

|

—

Il
OO =
o = O
= O O

Zauwazmy w zwiazku z powyzszym, ze znalezliSmy sposob odwracania macierzy kwa-
dratowych.?

'Symbol (tzw. delta Kroneckera) 6°, =1 gdy i =k i ', =0 gdy i # k.

2Tzw. nieosobliwych macierzy kwadratowych. Nie kazda macierz kwadratowa daje sie odwrécié
(macierze niekwadratowe oczywiécie nie maja odwrotnych). Ale macierze zmiany bazy z samej istoty
swojej sa zawsze odwracalne, czyli naleza do gatunku nieosobliwych.
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Zadanie 19
Znalez¢ macierze odwrotne do macierzy

(e 0)

Rozwigzanie: Zacznijmy od drugiej macierzy (wymiaru 3 x 3) wykorzystuja to, co ustali-
lismy wyzej: interpretujemy sobie te macierz jako macierz zmiany bazy R..,, co pozwala
napisac¢

1 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

1 2 -3
01 2|,
00 1

—_ = = =

Vi = €
Vo = 2 e; + ex
V3 = —3€1+2€2—|—63

Uktad ten traktujemy jak uklad réwnan na e; i rozwigzujemy wzgledem e;, co tu akurat
jest proste:

e = Vv
€y = —2V1—|—V2
ey = 7V1—2V2+V3
Stad odczytujemy, ze
1 -2 7
Ry.=R! =0 1 2],
0 0 1
Sprawdzamy:
1 2 -3 1 -2 7 1 0 0
0 1 2 o 1 -2]=101 0],
0 0 1 0 O 1 0 0 1

tak jak by¢ powinno.

W przypadku trzeciej macierzy postepujemy analogicznie:

Vi = e t+etegtey,
Vo = € +e€e —e3—ey,
Vs = €] —eyt+e3—ey,
V3 = €] —ey—e3+ey.
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Biorac sume i réznice pierwszego i trzeciego rownania oraz sume i roznice drugiego i
czwartego otrzymujemy

vi+vy = 2e;+2e3,
Vi—vVy = 2ey+2ey,
vo+vy = 2e; —2eg,
Vo —Vy = 2e9—2ey.

Robiac to samo raz jeszcze znajdujemy, ze

1
61:1(V1+V2+V3—|—V4),
1
82:Z(V1+V2—V3—V4)7
1
63:Z(V1—V2+V3—V4),
1
64:Z(V1—V2—V3—|—V4),

Mamy wiec (mnozenie macierzy przez liczbe to oczywiscie mnozenie przez te liczbe kazdego
elementu owej macierzy):

111 1 11 1 1 100 0
11 -1 1|11 1 -1 -1 0100
Reeo oo | 0 4 1 11701 =101 —11T o o1 o
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 0001

(z doktadnoscia do czynnika 1/4 macierz odwrotna jest tu rowna macierzy wyjsciowej).

Wreszcie, w przypadku pierwszej macierzy 2 X 2 mozna by robié¢ tak, jak wyzej, ale
prosciej (i na przysztosc bardziej przydatnie) jest zapamietac regutke:

a b\ ' 1 d b
c d Cad—be\—c a )’

Zakladamy tu, ze ad — be # 0; jesli ad — bc = 0, to macierz jest osobliwa (ad — bc jest to
jej wyznacznik - bedzie o nich dalej).

Zadanie 20
Sprawdzi¢, ze wielomiany

wy=x+1, we=2—1, wy =2+,

tworza baze przestrzeni wektorowej wielomianéw stopnia nie wiekszego niz dwa i znalez¢
wspotrzedne w tej bazie wielomianu v = 222 4 3z + 1.
Rozwigzanie: Trzeba sprawdzi¢, ze wi, Wy, w3 sg liniowo niezalezne, czyli, ze rownosé

)\1W1 + )\2W2 + )\3W3 =0 s

19



dla wszystkich wartosci x zachodzi tylko gdy Ay = Ao = A3 = 0. To widaé: rownosé
ME+1) 4+ Xz — 1)+ M2 +2) = (A — X)) + (M + da+ A3)z + A32® =0,

wymaga by A3 = 0, oraz A\ — XAy = 01 A+ Xy = 0. A to rzeczywiscie tylko dla Ay = Ay = 0.
Czyli sa liniowo niezalezne, a zatem tworza baze. Chcemy teraz napisac
v=22243x+1 = wiv' 4+ wov? + wyv?
= (z+1)v' + (z—1)v* + (2* + 2)v° .

Czyli v® =2 oraz v! + 12 +v3 =3 iv! —0v? =1. Stad v! = 1, v2 = 0. Istotnie

I-(x+1)+2-(2*+2)=22"+32+1.

Zadanie 21

W bazie eq, ey, e3 wektory vy, va, v3, maja sktadowe (wspotrzedne) (1,2,1), (2,3, 3) oraz
(3,8,2), zas wektory wy, wo, W3 maja w tejze samej bazie sktadowe (3,5,8), (5,14, 13) i
(1,9,2). Sprawdzi¢, ze trzy wektory vy, vo, vg lub trzy wektory wy, wo, ws takze tworza
dwie inne bazy tej samej przestrzeni i znalez¢ macierz przejscia z jednej z nich do drugie;j.
Rozwigzanie: mamy

vi = e +2e+te;3,
Vo = 281"‘382"—383,
Vg = 381"‘882"—283,

Drugie od 2xpierwszego: 2vy; — vy = €3 — €3, czyli e3 = €5 —2v; + vo. To do pierwszego
i trzeciego:

Vi = el+2€2+62—2V1—|—V2,
Vg = 381+8€2+2(€2—2V1+V2),

czyli

3V1—V2 = 81—|—382,
4V1—2V2—|—V3 = 381"‘1062,

Teraz pierwsze x3 od drugiego i mamy e; = —5vy + vy + v3. Zatem

e = 3vi—vy—3(=bvy+vy+vy),

es = —Ddvi+vVvea+vy3—2vi+Vy.
Reasumujac:

e = 18V1—4V2—3V3,
€ = —Hvi+vatvy,

€3 = —7V1—|—2V2—|—V3 .
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W podobny sposob mozna wyrazi¢ e; takze przez w;j, ale juz nie bedziemy tu tego ro-
bi¢ (w zasadzie trzeba by, aby dowies¢, ze w; tez sa baza). Mamy teraz (w konwencji
sumacyjnej):

J
i

€ =Vi (Rw—e)l Wi = €; (Re<—w)

j 9
gdzie R,_. jest macierzg przejScia z bazy e; do bazy v;, ktora odczytujemy ze wzoréow
wyrazajacych wektory e; przez wektory v;, a macierz R..,, jest macierza przejscia z bazy
w; do bazy e;, odwrotng do macierzy R, . przejicia z bazy e; do bazy w; (ktorej tu nie
wyliczylismy). Laczac te wzory otrzymujemy
. :
(Rew)’; -

W; =V; (Rv<—e) j

Zatem jesli V = w; V(iu), to V = v, V(lv), gdzie V(lv) = (Rm_e)lj (Ra_w)ji V(iu), przy czym

18 =5 -7 3 5 1 =27 =71 —41
Ryce Recy=| -4 1 2 5 14 9| = 9 20 9
-3 1 1 8§ 13 2 4 12 8

Macierz ta jest oczywiscie macierza zmiany bazy R, .

Zadanie 22
Znalez¢ wspotrzedne (skltadowe) wektora

)
v 1
=11
1
w bazie
1 0 0 1
—1 1 0 0
0 0 1 1
Nastepnie znalez¢ macierze przejscia z bazy fy, £y, f5, f; do bazy “kanoniczne;j”
1 0 0 0
e = 0 e = 1 e; = 0 e, = 0
1 0l 2 0l 3 1] 4 0l
0 0 0 1

i z powrotem. Znalez¢ wspotrzedne wektora v w bazie kanoniczne;j.
Rozwigzanie: Trzeba rozwigza¢ uktad v =af) +yfy + 23 + ¢ f:

r+t = 5,
—r+y = 1,
-y+z = 1,
—z+t =1
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To sie tatwo rozwiazuje bo z trzech ostatnicht =1+z2=1+14+y=2+14+2x=3+=.
Czyli2v +3=5izx=1,y=2, z=3,t =4. Wspohzednymi v w bazie f|, £, f3, £, sa
liczby (1,2,3,4). '

Teraz zmiana bazy. Mamy oczywisty zwiazek f; = e;(R.)’;, czyli jawnie

1 0 0 1
-1 1 0 0
(fl,fg,fg,f4) = (61782,83,64) 0 —1 1 0
0 0o -1 1

Aby mie¢ to samo w drugg strone trzeba albo odwrocié stojaca tu macierz (czego jeszcze
nie umiemy), albo po prostu rozwiaza¢ cztery réwnania (na szczeScie sa one proste).
Pierwsze z IliCh, € =T f1 -+ Y1 f2 “+ z1 f3 —+ tl f4, daje uktad

1+t =1
—x1+y1 = 0
-n+zn = 0,
-1+t = 0

ktorego jednoznacznym rozwigzaniem sa 1 = y; = 21 = t; = % (wida¢ golym okiem, ze
to jest ok.). Drugie, ey = a9 f] + yo fo + 25 f3 + 5 £y, daje uktad

To+ty = 0,
T2ty = 1,
—y2+2z0 = 0,
—29+1ty = 0,
0 rozwigzaniu ro = —%, Yo = 29 = ty = % (tez wida¢, 7e to ok.). Trzecie e3 = x3f; +
ys o + 23 f3 + t3 f4, prowadzi do
r3+t3 = 0,
—x3+ys = 0,
—ys+z3 = 1,
—z23+1t3 = 0,
i ma rozwigzanie xr3 = y3 = —%, 23 =ty = % Wreszcie, czwarte ey = x4 f; +ysfo + 245 +
tyfy, czyli
ra+ty = 0,
—x4+ys = 0,
—ys+z4 = 0,
—z4+ts = 1,
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daje vy = ys = 24 — %, ty = % Mozemy wiec napisa¢ zwiazek e; = fk(Rﬂ_e)k]— jawnie:

1 -1 -1 -1

111 1 -1 -1

(61,62,63,64) = (flaf2>f3af4) 5 1 1 1 -1

1 1 1 1

Sprawdzmy, ze to jest istotnie macierz odwrotna

1 -1 -1 -1 1 0 0 1 1 00 0
111 1 -1 -1 -1 1 0 0 01 0O
Rpee-feey=511 1 1 =1 0 -1 1 0] (o010
1 1 1 1 0 0 -1 1 0 0 01

Czyli jest ok. Teraz wspolrzedne v w bazie e;. Mamy v = f; véf) = ej(Ra_f)jivéf) czyli
Uiy = (Rey)’; (5. Jawnie

1 0 0 1\ /1 5
-1 1 0 of]2] |1
0 -1 1 o3[ |1
0 0 -1 1) \4 1

co powinno byto by¢ od poczatku oczywiste.

Przypomnienie.
Odwzorowanie F' z p. wektorowej V w inng (lub te sama) p. wektorowa W, F: V — W
jest lintowe jesli

F()\lvl + >\2V2) = >\1F(V1) + )\QF(VQ) .

Zadanie dziatania takiego odwzorowania na (wszystkie) wektory bazy e; p. V wyznacza
jednoznacznie jego dziatanie na dowolny wektor v z tej przestrzeni.

Zadanie 23

Wzor
T I
F i) = | T+ 2!13'2 s
T3 X9 + 2!13'3

zadaje odwzorowanie liniowe przestrzeni wektorowej R® w nig sama: F : R® — R3.
Znalez¢ macierz tego odwzorowania w bazie kanonicznej (zero-jedynkowej) e, es, e,
oraz w bazie tworzonej przez trzy wektory vq, va, vs:

Vi = e1+e2+e3,
vy = e +e+2e;3,

V3 = e1—|—2e2+363.

23



Sprawdzi¢ dziala nie otrzymanych macierzy na wektorze w, ktory w bazie kanonicznej
ma sktadowe (1,2, 3).

Rozwiazanie: Poniewaz I odwzorowuje R3 w te samg przestrzen R? naturalne (ale nie
obowigzkowe!) jest przyjecie ze jego macierz jest dana “z obu stron” w tej samej bazie e;.
Aby tem wybor byl jasny bedziemy t¢ macierz oznaczaé Fle).). Aby znalezé te macierz
Fleye)y odwzorowania liniowego F' w bazie kanonicznej obliczamy F' na wektorach tejze
bazy:

:el+827

T
~~
o
[\
~—
Il
T
—o 0 OO OO~
Il
WO O RO O —

=2e; t+e3,

:383.

Macierz ma postac¢ F(e;) = e;F(e;) = e [F(e)(e)]ji. Jawnie

10
Fee=(1 2
0 1

w o O

Jesli teraz chcemy znalez¢ wartosé F' na wektorze o sktadowych (1,2,3) to dzialamy na
te sktadowe macierzg Fie)(e):

1 0 0\ /1 1
1 20](2]=1(5],
01 3/ \3 11

tj. F(w) =e; + bey + 11les. W zapisie wskaznikowym: e;F'(w) = e; [F(e)(e)]ijw(e).
Mamy tez od razu macierz przejscia Re.,:

DO =

1 1
R._,=11 21,

1 3
a odwrotna do niej macierz R,._. rowniez nietrudno znalez¢:

Ry .= 1 -2 1

Dziatajac na sktadowe wektorow w bazie v; macierz F{,)) powinna dawac sktadowe
obrazow tych wektorow w bazie v;. Zgodnie z logika musi wiec ona by¢ dana iloczynem

24



macierzy Ry Fe)e)  Re—y:

1 1 -1 1 0 0 1 1 1
Floyw) = Ry—e - Fleye) * Rew = 1 -2 1 1 2 0 1 1 2
-1 1 0 0 1 3 1 2 3

1 1 -1 1 1 1 0 -3 -3

= Ryce Floyw) = 1 -2 1 3 3 5 |=|-1 2 2

-1 1 0 4 7 11 2 2 4

“Po drodze” powstata macierz Fi.).), ktora skadinad tatwo mozna dosta¢ bezposrednio
dzialajac odwzorowaniem F' wedlug przepisu na wektory v;

SR R

F(vi)=F 1 =|3| =e+3ey+4e;3,
= 1

F(ve) =F 1 =|3| =e +3ey+ Tes,
(1] [ 1

Fvy)=F | |2 =|5|=e +de+1le;.
_3_ _11

Bezposrednie znalezienie w ten sposob macierzy F{,) wymaga dalszego roztozenia wekto-
rOw po prawej stronie na wyktory bazy v;. Zamiast tego tatwiej patrzac na juz otrzymana
macierz F,),) sprawdzi¢, ze jest dobrze:

1 1 1 1
3 :0V1—V2+2V3:0 11— (1] +2]2 s

| 4] 1 2 3

(1] 1 1 1

3| =-3vi+2ve+2vy=—-3|1]|+2|1]|+2|2],
| 7] 1 2 3

[ 1 1 1 1
5 :—5V1+2V2—|—4V3:—5 1{+2(1|+4]2
11 1 2 3

Zadanie 24
Mamy przestrzen wektorowa wielomianéw stopnia < 3. Definiujemy odwzorowanie F' 7
tej przestrzeni w przestrzen wektorowa wielomianow stopnia < 2 wzorem

F[W(z)] = W(x) + 2*W(0) + 122 /ldtW(t) :

Sprawdzi¢, czy odwzorowanie F' jest liniowe. Jesli tak, to znalez¢ jego macierz w bazach
kanonicznych (eg,eq, e, e3) dla przestrzeni wielomianéw stopnia < 3 i (eg, e, ez) dla
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przestrzeni wielomianéw stopnia < 2, gdzie e, = x™.
Rozwiazanie: F jest liniowe bo jesli mamy wielomian W (z) = oy W (2) + aeW® (1)
to

FIW ()] = oW (@) + 0 (2)] + 200 WO (0) + a0
+12z /1dt [, W (1) + WP (1))

d 1
= algw(l)(x) + o 22WW(0) + oy 12:17/ dt a, WWO(t)
0

1

+052%W(2) (.flf) + Oé2$2W(2) (0) + Qo 122[‘/ dt OéQW(2) (t)
0

= FIWW(2)] + ap FW® (2)] .

Teraz mozemy znalez¢é macierz odwzorowania F' w bazach kanonicznych. Dowolny wielo-
mian stopnia < 3 jest postaci:

W = egW) + W) + W) + esW) = Wiy + Wiy + Wiya? + Wia® .

gdzie W(ie) € R! sy skladowymi wielomianu W w bazie e;. Co F robi z wektoréw bazo-
wych?

Fleg) = F[1] = 2>+ 122 =12e; + ey,
Fle)) = Flz] = 1462 =ey+ 6eq,
Fley) = Flz*] = 61 = 6e, ,
Fles] = F[2®] = 327+ 37 = 3e; + 3e, .

Z liniowosci F' mamy wiec (w konwencji sumacyjnej: powtarzajace sie wskazniki sg wy-
sumowane):

FIW] = Fle)] Wi,y = e [Fioyo)"s Wi

gdzie ey[Fe)))¥; = Fle;]. Korzystajac ze znalezionego wyzej dzialania F na wektory bazy
e; latwo znajdujemy macierz [F))]"; (k numeruje wiersze, a i kolumny) odwzorowania

F":

0100
[Foel=[12 6 6 3
1 0 0 3

Sprawdzmy jak to dziata. Niech W (x) = 223 — 322+ 7. Dzialanie F' na W mozemy latwo
znalez¢ bezposrednio ze wzoru:

1
F[W] = 62® — 6z + 2% -7+ 121’/ dt (2t — 3t> + 7) = 72z + 132 = T2e; + 13e; .
0
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Wspolrzednymi wielomianu-wektora W w bazie (eg, e, e, €3) sa

-3
2

Dzialajac na te wspolrzedne macierza [Fiey)|¥; dostajemy

7

0 10 0\, 0
126 63| ,]|=[72].
100 3)|7 13

czyli istotnie wspolrzedne Xfe) wielomianu X = F[W]| w bazie (e, ej, €2).

Zadanie 25

Znalez¢ jadro odwzorowania F' 7z poprzedniego Zadania.

Rozwigzanie: Jadro jest to w tym przypadku podprzestrzen liniowa przestrzeni wielo-
mianéw stopnia < 3 tworzona przez takie wielomiany W, ze F[W (z)] = 0 (zero oczywiscie
rozumiane jako wielomian zerowy). Niech W = azx3 + ao2? + a1x + ag. Zobaczymy, jakie
musza bys wspotczynniki ag, as, ay, ag, zeby W nalezal do jadra F'. Zazadajmy by

1 1 1
FIW] = 3a32® + 2a9x + a; + agx® + 122 (Za?’ + §a2 + 5&1 + ao) =0.

Wymaga to, by a; = 0, 3az + ag = 0 oraz 3a3 + 6as + 6a; + 12a9 = 0, czyli by cztery
wspolezynniki a; spelniaty 3 rownania. WeZzmy ag jako niezalezng wielkos¢. Wtedy ag =
11

—%ao i ag = —75ag. Zatem jadro odwzorowania F jest w przestrzeni wielomian6w stopnia

< 3 podprzestrzenia jednowymiarowa rozpieta przez wektor o sktadowych

1

0
_u |
_f
3
w bazie e, = 2", takiej jak w poprzednim Zadaniu. Mozemy teraz skorzysta¢ ze znale-
zionej tam macierzy [Fi.))]’; odwzorowania F' by sprawdzi¢, ze istotnie

0 10 0 3 0

126 6 3] 5, |=(0]-

1 00 3 ¢ 0
—1)

dla dowolnego .
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Zadanie 26

Niech wektory fy = 1+ 2, £ = 2 + 22, £, = 2% + 23, f3 = 2 beda inng baza przestrzeni
wektorowej wielomianow stopnia < 3 (istotnie, mozna sprawdzi¢, 7e sa one baza). Znale7¢
tej bazie macierz odwzorowania F' z Zadania 24.

Uwaga: w przestrzeni wielomianéw stopnia < 2 trzymamy stara, “kanoniczng’ baze
e, = 2", tj. chcemy by nowa macierz odwzorowania F' dzialajac na skladowe wielo-
mianu stopnia < 3 w bazie f;, dawata sktadowe odpowiedniego wielomianu stopnia < 2 w
bazie e,,.

Rozwigzanie: Bedziemy potrzebowaé¢ macierzy przejscia R.. s z bazy fj;, do bazy e, od-
wrotnej do macierzy Ry, przejécia z bazy e, do bazy f,. Te pierwsza, R. s, znajdziemy
tatwo bo mamy

fo = e+e,

fi = e +ey,

f2 = e + €3 )
f3 = €3 .

Stad

(f07f1,f27f3) = (90791782783)

O O = =
S = = O
= O O
_— o O O

czyli, w zapisie na wskazniczkach, fj, = ej'[Ra_f]jk. Jesli mamy teraz dany wektor (wie-
lomian) V w postaci V = f; V(]f) (gdzie V(’f) sa sktadowymi V w bazie f;), to

V=1 V(]}) =€ [Reef]jkv(]}) =€ V(]e) ’

gdzie V(]e) = [Rehf]jkv(’}). Niech teraz X = F[V]. Macierz odwzorowania F' zapisana w
bazach kanonicznych e, zar6wno w przestrzeni wielomianéw stopnia < 3 jak i wielomia-

now stopnia < 2 dziala tak, ze jesli X = eiX(e), to
eiX(o = FIV] = Fley] Vi) = eil o' V) -
Wyrazajac tu V(’;) przez V(]f) za pomocy macierzy [Rehf]kj dostajemy
e Xy = ei[Fleye)' k[ Res] j‘/(]) :

Tak wiec wspotrzedne w bazie e; wielomianu X (otrzymywanego jako obraz wielomianu
V przy odwzorowania liniowym F') ze wspolrzednych V w bazie f; daje nam macierz

[Fon]'; = [Fleye) k[ Re—sl"; -
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Morat: Tak jak wspolrzedne (sktadowe) wektora V piszemy jako V(Ze) lub V(if), aby pamie-
tac¢, w jakiej bazie sa to wspotrzedne, tak tez i macierz odwzorowania liniowego powinni-
Smy opatrywa¢ symbolami moéwiacymi w jakich bazach jest ona dana. Tak wiec

0
12
1

O O =

0 0
6 3 = F(e)(e) y
0 3

[Fleye’ slResl*; = [Fleyp)'; -

Jawnie macierzowo

1000
0100\ ([, oo 1 1 00
Fop={12 66 3|, 1 | o|=[18 1293
Loos3/\, 5 1 0 3 3

Sprawdsmy to na wielomianie W = 223 — 322 + 7. Zapiszmy go najpierw w bazie f;.
W tym celu wyrazamy najpierw wektory e; przez f;. Idac “od dolu” mamy: e; = fj,
e, =1y, —e3 =1, — f3, etc. Latwo wiec znajdujemy, ze

eg = fo—fi+£, 15,

e = fi —fr+ 15,
€ = £, —f5,
€3 = f3 .

ZnalezliSmy zatem macierz Ry

1 0 0 0
1 1 0 0
RBpee=1 1 21 1 o
-1 1 -1 1
odwrotng do R. ;. Istotnie,

1 00 0 1 0 0 0 1 00 0
1 1 00 -1 1 O 0| (0 1 00
0 1 1 0 1 -1 1 0o |00 10
0 0 11 -1 1 -1 1 0 0 0 1

Mozemy teraz roztozyc wektor W w bazie f;:

W = 263 — 362 +7e0 = 2f3 —3(f2 —fg) —|—7(f0 _fl —|—f2 —fg)
— 7f() - 7f1 —|—4f2 - 2f3 .
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W bazie f; wielomian W ma wiec sktadowe

1 1 00 _77 0
1812 9 3| " =(72],
1o o3 3)\ 13

czyli to samo, co poprzednio (bo to co wychodzi to maja by¢ sktadowe F[W] w tej samej
bazie, co poprzednio, czyli w bazie e;).

Zadanie 27
Zapisa¢ macierz odwzorowania F' z poprzednich dwu zadan w baziee, = 2", n=0,1,2,3
dla wielomianéw stopnia < 3 i w bazie g;, 7 = 0,1, 2 danej wzorami

g0 = €+ 2e;+ 3ey,
g = 3e; + 4e,y |
g2 = 262 3

(tj. w bazie tworzonej przez wielomiany gg = 1+ 2z + 322, g, = 3z + 422 i go = 22?) dla
wielomianoéw stopnia < 2.

Rozwigzanie: Znéw musimy znalez¢ macierz przejscia z bazy e, do bazy g;. Z trzeciego
zwigzku mamy e, = $g,. 7Z drugiego wtedy 3e; = g; — 2g,. W koricu

2( %) 3 2 1
ey — — = — — — = — = —_ = .
0 = 8o 3 g1 22 ng 8o 3g1 6g2
Ostatecznie wiec mamy
1 0 0
(80,81,82) = (eo,e1,€2) [ 2 3 0
3 4 2
czyli gj = e;[Reg]’; oraz
1 0 0
(eo, €1, €2) = (g0, 81,82) —2 é 01,
i 2o
6 3 2
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czyli e = g; [Rg&e]jk. Musi oczywiscie by¢ ep = g;[Ryo)’, = e [Rebg]ij[Rg&e]jk, czyli
[Reg]’ ;[Rgc)’), = 0"4. Mozna to jawnie sprawdzi¢:

100 1 0 0 100
Recg-Ryce=12 3 0 —% 5 0] ,=10 1 0],
34 2/ \-§5 -2 3 001

Podobnie powinno by¢ g; = e; [Ra_g]ij = gk[RgHe]ki[ReHg]ij, tj. [Rghe]ki[REHg]ij = ok

1
Ryce Recy= | —

Wi O
= O O

1
2
3

= w O
N OO

1
=10
0

o = O

0
0
1

=W N

_2
3

Mozemy teraz zapisywac sobie zwiazek X = F[V] w dowolnych bazach:
eiX (o) = eilFieo' V) - czyli X = [Floel'; Ve

lub, wyrazajac e; przez g,

gi[Ry—ilFoyo)' V) = 8lFoel VY, vl X{y) = [Floel' Ve

gdzie [Figye))'; = [Rgee)’ 1[Fle))]";- Jawnie (Fie)e) jest podana w poprzednim zadaniu):

1 0 0 0 100 o 1 0 0
Fgeo=|-%2 %+ 0 12 6 6 3|=|4 5§ 2 1
S IR VAU VR I B

Mozna tez mie¢ macierz odwzorowania F' w bazie f, dla wielomianéw stopnia < 3 i bazie

g; dla wielomianow stopnia < 2. W tym celu trzeba V(]e) zapisac¢ jako V(]e) = [REHf]jkI/(’}),

co da [Figy )V = [Flg)ye)) )[Res]' 4 czyli jawnie (biorac macierz [R..;]', z poprzedniego
zadania)

1 0 0 O
0 1 0 0 1 1 0 0
Fom=| 4 2 2 1 |fg 1 ol=l® 2 3 1
15 s o, 110110 s i o 1
2 6 2 00 1 1 6 2 T2

Te samg macierz F{y)y) mozna takze otrzymac z macierzy Fi.)s) znalezionej w poprzednim
zadaniu: [F(g)(f)]Jk = [Rghe]Jl[F(e)(f)]lk czyli

1 0 0 1 1 00 1 1 0 0
Fyp = —§ i 0 18 12 9 3= ¥ & 3 1
2 1 3 49 9 1

5 T3 32 10 33 -3 —% —3 3
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Sprawdzmy to wszystko na naszym wielomianie W = 22° — 322 + 7, ktory w bazie e;
mial sktadowe (7,0, —3,2). Dzialajac na te sktadowe macierza F{4) dostajemy

0 1 0 0 0 0
4+ 2 = 24 |,
15y 1 3 83
2 6 2 9 2

to jest sktadowe F[W] w bazie g;. Zatem

83 83
F[W] :0-g0+24~g1—?~g2:24-(3x+4x2)— 7~(2x2) = T2x + 132% |
tak, jak by¢ powinno (F[W] jest wektorem i nie moze zaleze¢ od wyboru baz, ktore sa
czym$ pomocniczym jedynie). Podobnie, dzialajac macierza Fi,) ) na znalezione w po-
przednim zadaniu sktadowe (7, =7, 4, —2) naszego wielomianu W w bazie f; otrzymujemy

1 1 0 0 7 0
16 10 -
= = 3 1 =\| 24 |,
B O 4 53
2 6 2 2 _9 2
czyli te same sktadowe F[W] w bazie g;.
Zadanie 28
Pewne odwzorowanie liniowe G z R? w R? jest takie, ze
1 3 1 —1 —1 —1
1 2 -1 4 0 -3

Zmale7¢ macierz G¢)() tego odwzorowania w bazie kanoniczne;

1 0 0
er= (0], e=|1], es= |0
0 0 1
Znalez¢ takze wynik dzialania
2
G 0
-1

Rozwigzanie: Dla porzadku trzeba najpierw sprawdzi¢, czy wektory

1 1 -1
fl = 1 ) f2 = 2 ) f3 = 1 )
1 —1 0
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na ktorych zadane jest dzialanie G sa liniowo niezalezne. Jesli sa, to rozpinaja cata
przestrzen R3 i moga by¢ jej baza. W takim przypadku zadanie dziatania odwzorowania
G na tych trzech wektorach wyznacza juz dzialanie G na kazdy wektor z przestrzeni
bedacej dziedzing G, bo kazdy wektor z tej dziedziny mozna zapisa¢ jako kombinacje
liniowg trzech wektoréw, na ktorych dzialanie G jest zadane. Gdyby sie okazato (ale
sie nie okaze), ze trzy wektory f;, na ktorych dzialanie G jest zadane sa liniowo zalezne,
to trzeba by sprawdzi¢, czy takie zdefiniowanie G jest niesprzeczne, tzn. czy spelniona
jest liniowos$¢; nie datoby sie jednak wtedy znalezé catej macierzy odwzorowania G w
zadnej bazie. (Niemniej, nawet jesli trzy wektory f; nie rozpinaly by calej dziedziny G,
nie przekreslatoby to z géry mozliwosci znalezienia warto$ci G na podanym w zadaniu
wektorze, mogloby sie bowiem okazaé, ze akurat ten wektor jest liniowg kombinacja tych,
na ktérych G jest zadane. Dopiero, gdyby ten wektor nie byl liniowo zalezny od tych,
na ktorych dzialanie G jest zadane, druga cze$¢ zadania nie mogtaby by¢ rozwiazana).
Rownanie Af; + \ofy + A3fy = 0 daje uktad rownan

>\1+>\2—>\3 = 0,
M2t = 0,
A — Ao -

7 trzeciego Ay = A\ do pierwszego i drugiego, co da uktad dwu réwnan 2\ — A3 = 0 oraz
3A1 + A3 =0, czyli 5\ = 0 etc. Widaé, ze jedynym rozwigzaniem jest A\ = Ay = A3 = 0,
czyli wektory f; sg liniowo niezalezne. To samo mozemy sprawdzié¢ gdy chodzi o wektory

—1 -1

g2 = 1 ) g3 = 1
4 -3

g1 =

DN DN W

Rownanie &g + £280 + €383 = 0 daje uklad réwnan

31 +86&—& = 0,
200 +&6&+8& = 0,
261 +48 — 38 = 0,

tez ma tylko rozwigzanie & = & = &3 = 0, czyli - jak sie tego kiedy$ dowiemy - odwzo-
rowanie G jest nieosobliwe bo przeprowadza R* w cala R® (ma wigc trywialne jadro do
ktorego nalezy tylko wektor zerowy). Zatem w bazach: f; dla wektorow odwzorowywanych
i g; dla wektorow bedacych wynikiem odwzorowania macierz G ma postac¢ trywialng

1 0 0
Goppn=10 10
00 1

Oznacza to, ze jesli GIV] =X i1V = fiV(if), a X = ng(]g), to macierz G g5 daje X(ig) z
i .oyd o Jysi
Vip: Xiy = [Goml Vi)
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Jesli teraz f; = egx[Res]"; to V('Z) = [Rehf]ki\/(if) i odwrotnie, V(Zf) = [the]ik\/(]z).
= e[Rey]’; to X{) = [Re )", X{, i odwrotnie, X{, =

)

W podobny sposob jesli g;
e . Jedli wiec znajdziemy macierze R, .| i | to bedziemy mogli napisac¢
R, ZkX(ke) Jesl d Reg| 1 |Ry bed 1
X(ke) = [Rehg]kiX(ig) = [Rehg]ki [G(Q)(f)]ij‘/(]f)
= [Rey G o)) j[Br—el 1 Vie) = [Gleyo) 1 Ve -

Zatem [G o))", = [Reg)’i[Go)1)] j[Rr—e)’;- Aby wiec znalezé¢ macierz G(e() odwzoro-
wania G w bazie kanonicznej trzeba znalezé¢ macierze [R.._,] oraz [Ry._.]. Pierwsza jest
banalna, bo mamy dane wektorki g; = F[f;]: np. g, = 3e; + 2e3 + 2e3, etc. Stad

3 -1 -1
[Reg]=12 1 1
2 4 -3

Podobnie banalnie jest dana macierz [R.f|:

1 1 -1
Ro_f=(1 2 1|,
1 -1 0

ale my potrzebujemy [R;_.]. Musimy wiec rozwigza¢ uktad rownan wektorowych

fi = e +extes,
f2 = e1+2e2—e3,
f3 = —e;+ey.

Od drugiego odjac pierwsze: e;—2e3 = fo—f;. Do drugiego dodac trzecie: 3e;—ez = fo+13.
Dalej juz tatwo:

362—683:3f2—3f1, 62—283:f2—f1,
362—63:f2+f3, 682—263:2f2+2f3.

St@d 563 = 3f1—2f2—|—f3 oraz 562 = f1+f2—|—2f3 iteraz e = %(5f1—f1—f2—2f3—3f1+2f2—f3)
Ostatecznie mamy

1
e = —(f1+f2—3f3),

)
1
€ = S(f1—|—f2—|—2f3),
1
e3 — g (3f1 — 2f2 + fg) y
czyli macierz Ry . ma postac
1 11 3
[Rf—e| = 5 1 1 =2
-3 2 1



Aby sprawdzié¢, czy sie nie pomyliliémy w rachunkach i przeéwiczy¢ mnozenie macierzy

sprawdzamy

11 -1 1 1 1 3 1 0 0
[Res] - [Rpe]l = | 1 2 1 T 1 1 -2]=(101 0
1 -1 0 -3 2 1 0 0 1

W drugg strone tez mozna sprawdzic:
1 1 1 3 1 1 -1 1 0 0
[Rfe] - [Rey| = R 1 1 =211 2 1 =101 0
-3 2 1 1 -1 0 0 0 1

No to $wietnie. Zatem mozemy juz znalez¢ macierz Gy odwzorowania G' w bazie kano-
nicznej €1 [G o)) = [Reegl"i[Gioyn))' j IRl | = [Rey]¥i[ Ry’ poniewas [G g )] =
¢*;. Czyli macierzowo

3 -1 -1 1 1 1 3 1 0 2
Gow={2 1 1]zl 1 1 —2)={01 1
2 4 =3 -3 2 1 3 0 —1
Jedli mamy juz [G)] W bazie kanonicznej e;, ¢ = 1,2,3, to mozemy tatwo znalez¢
dziatanie G na wektor
2
w= |0
-1

W bazie kanonicznej ma on oczywiste sktadowe (2,0, —1) a zatem wspolrzedne (sktadowe)
wektora G(w) w bazie kanonicznej sa dane przez

1 0 2 2 0
01 1 0 |=1-1
3 0 -1 -1 7

Wspomniana wyzej nieosobliwo$é odwzorowania GG odbija sie w tym, ze wyznacznik

10 2 1 0 2
det{0 1 1 |=l01 1|=-7,
3.0 —1 3.0 -1

ktory jest rozny od zera. W konsekwencji (jak sie tego dowiemy) Ker(G) = {0} (jadro
odwzorowania jest trywialne).

Innym sposobem znalezienia G(w) jest roztozenie w w bazie wektorow f;, i = 1,23,
na ktorych dziatanie G zostato zadane, tzn. znalezienie wspotezynnikow y;, ©+ = 1,2, 3 we
wzorze

1 1 -1 2
Y1 1 +y2 2 +y3 1 = 0
1 -1 0 -1
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Latwy rachunek daje y;, = —%, Yo = %, Yz = —%. Zatem korzystajac z liniowosci odwzo-
rowania G mozemy napisac:
2 —1
1 4 7
—1 0
3 -1 0
1 4
2 | —3 7
tak jak poprzednio.
Zadanie 29
Dane sg dwie macierze
1
F=(1 2 3), i G=|2
3

Znalez¢ iloczyny F -G i G - F.

Rozwigzanie: Macierz F' jest macierza odwzorowania F' : R* — R!, macierz za$§ G -
macierzg odwzorowania G : R! — R3; obie one s3 dane w jakich§ bazach. Aby mnozenia
mialy sens trzeba przyja¢, ze odpowiednie bazy sa zgodne. W notacji wprowadzonej w
poprzednich zadaniach powinno by¢ tak

1

F-G=Fyy Gpag=(1 2 3)[2]=04),
3

1 1

G- F=Gyyg Gopn=1[2|(1 2 3)=12

3 3

S =N
O O W

Macierz F' - G jest macierzg odwzorowania z R' w R!' i wtedy bazami g;, gdzie i = 1 i
g/ 7 i = 1 moga np. by¢ bazy kanoniczne R' [1] (ale nie musza), a baza f; z i = 1,2,3
przestrzeni R w ktorej dana jest macierz G (f)(g) musi by¢ (zeby mnozenie macierzy miato
sens) ta sama baza w przestrzeni R®, w ktorej jest dana macierz F. Z kolei macierz G - F'
jest macierzg odwzorowania z R® w R® i zeby mnozenie mialo sens nie musimy zaktadac,
ze bazy £, 71 =1,2,31f zi=1,2,3 sa ta sama baza, ale musimy zalozy¢, ze baza w
przestrzeni R' w ktorej dane sa macierze F i G jest ta sama.

Uwaga: Odwzorowanie liniowe takie jak F z przestrzeni wektorowej (np. R?) w prze-
strzefi wektorowa, ktorg mozna utozsamic z cialem (np. R!, jak tutaj lub C') nazywa sie
kowektorem lub jednoformg (oczywiscie, skoro istnieja jednoformy, to nalezy domniemy-
wad, ze sa tez 1 dwu- i wiecej-formy; istotnie, sa, i to prowadzi do teorii form rézniczkowych
i innych cudéw matematyki z nimi zwiazanych).
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Zadanie 30
Jesli jest to mozliwe, znalez¢ iloczyny A - B i B - A macierzy:

va=(oh), =5 1),

2 =3 5
. 1 5 3
i1) A—<2 3 1), B=[-1 4 =2

Rozwigzanie: i) Poniewaz obie macierze sg kwadratowe oba mnozenia sg wykonalne

1 n+m>

A-B:B-A:<0 1

Tu akurat A- B = B - A, choé¢ naogot tak nie jest.
Odp. ii) Mozna tylko obliczyé¢ A - B:

2 -3 5
1 5 3 6 14 -2
A-Bz( ) -1 4 -2 :( )
2 3 1)\, . 10 —19 17

Zadanie 31

Funkcje exp(A), ktorej argumentem jest macierz A definiujemy przez rozwiniecie w szereg
Taylora:

_ Lo 1o 1y
(I, jest tu macierza majaca na diagonali jedynki, i zera wszedzie poza diagonala; kiedy$

sie dowiemy, 7e szereg ten jest zawsze zbiezny). Obliczy¢ eksponensy od macierzy tA, tB
itC (gdzie t € R)

01 0 0 1 1 1 1 01 0 0
0 01 0 11 -1 -1 0 0 2 0
A= 00 0 1]/ B= 1 -1 1 =1/ ¢= 0 0 0 3
0 00 O 1 -1 -1 1 0 0 0 O
Rozwiazanie: Obliczmy najpierw A-A- A= A- A% = A3
01 0 0 01 0 0 01 0 0
43— 0 01 0 0 01 0 0 01 0
0 0 0 1 0 00 1 0 00 1
0 0 0 O 0 00 O 0 00 O
01 0 0 0 01 0 0 00 1
10 0 1 0 o001 00 O0O0
{0 0 0 1 0000 |[0O0O0TO0
0 00 O 0 0 0 O 0 00 O
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Nietrudno spostrzec, ze A* = 0. Zatem w tym przypadku

1t t3/2 t3/6
2, 01 t )2
eXp(tA)—I—l—tAjtaA +§A =10 0 1 ;
00 O 1
Podobnie obliczmy B - B = B2
1 1 1 1 1 1 1 1 4 0 0 0
11 -1 -1 1 1 -1 -1 10 4 0 O
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 [0 0 4 0}’
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 0 0 0 4

czyli B? = 22]. Wnioskujemy stad, ze B3 = 22B, B* = 24], etc. Ogolnie B*"
Bt = B . B =223 = 22"t 2 B. Mozemy wicc napisaé

— (2n. — (2n +1
— (2t) (2t) !
JHZ:O + BZ oy —Ich(2t)+ Bsh(2t)
Obliczmy znowu C - C-C = C - C? = C3
01 0 0 01 0 0 01 0 0
P — 00 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0
10 0 0 3 0 0 0 3 0 0 0 3
0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
01 0 O 0 0 2 0 0 0 0 6
10 0 2 0 0006 |0O0O0O0
0o 0 0 3 0000 [0 O0O0TUPO
0O 0 0 O 0O 0 0 0 0O 0 0 O
Ponownie, jak w przypadku macierzy A mamy C*=0 wiec
1t ¢
Ul & 0 1 2t 3t
eXp(tC)—[—l—tC—l—iC +§C =lo o0 1 3
0 0 O 1
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Przypomnienie.
Wyznacznikiem macierzy kwadratowej (dla macierzy niekwadratowych wyznacznika nie
mozna okresli¢!)

a1 a19 ... QAip
g1 A2 ... Q2

A= ",
Ap1  Ap2 oo Qpn

nazywamy liczbe (z ciala K, z ktorego sa elementy a;; macierzy A) dang wzorem

a1 a19 P Q1
__|G21 Q22 ... d2p Z
detA = = sgn(ﬂ) A17(1)A27(2) - - - Anm(n) -
™
Ap1  Ap2 oo Qpn

Jest to suma n! sktadnikéw, z ktorych kazdy jest iloczynem n czynnikéw bedacych pew-
nymi elementami macierzy A. sgn(r) jest znakiem permutacji 7 czyli (—1)*, gdzie k jest
rowne liczbie pierestanowok potrzebnych do ustawienia ciagu liczb 7(1), 7(2), 7(3), . .., m(n)
w porzadku 1,2,3,...,n.

Wazne by zauwazy¢, iz w kazdym sktadniku airq)yasr) ... Gnry sumy definiujacej wy-
znacznik wystepuje doktadnie po jednym elemencie z kazdej kolumny i po jednym ele-
mencie z kazdego wiersza macierzy A (tzn. w kazdym iloczynie bedacym skladnikiem
sumy kazda kolumna ma doktadnie jednego “reprezentanta” i kazdy wiersz ma doktadnie
jednego “reprezentanta”). Z powyzszej definicji natychmiast otrzymujemy wzory

a1; Qa2
det =
Q21 Q22
ai;x a2 i3

Q21 Q22 G323 | = G11G22033 + Q12023031 + Q2113032 — A31A130A22 — A12021033 — A11A32023 ,
a31 Q32 433

a1;  aie

= G11Q22 — Q12G21 ,
Q21 QA22

jako majace nalezne liczby sktadnikow (n!) i spelniajace regule “reprezentantow”.

Wygodnie jest tez traktowaé¢ wyznacznik jak funkcje kolumn C;, ¢ = 1,..., n macierzy
a1 Q2 ... Qip
A= 92 e O oo, .0y,
Gp1 Gpa oo Gpp

a 7 kolei kolumny C;, i = 1,...,n traktowa¢ jak wektory z R™ lub C" (ogolniej z K")

11 Q12 Q1n

21 22 Q2n,
Cl = ) CQ = ) Cn =

an1 an?2 Ann
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Wiasciwosci wyznacznika

detA =detA”, gdzie macierz transponowana A” tworzy sie z A przez odbicie ele-
mentéw A symetrycznie wzgledem diagonali wyznaczonej przez elementy agy:

a1 921 e QAn1

T | G122 Q22 ... Qap2
A - )

Aip A2, ... Qpp

Z tego wynika réwniez, ze wyznacznik mozna traktowac jak funkcje wierszy Ry, .. .,
R, macierzy A, ktore to wiersze tez mozna uwaza¢ za wektory z R™ lub C"

jesli cho¢ jeden wiersz lub cho¢ jednak kolumna macierzy A sklada sie z samych zer
to detA =0

zamiana miejscami dwu kolumn lub dwu wierszy macierzy A zmienia znak wy-
znacznika (wyznacznik jest catkowicie antysymetryczng funkcja kolumn i wierszy
macierzy A)

det(01 Ck Cl Cn):—det(Cl Cl Ck Cn),
dla dowolnych 1 < k,I <n

jesli wszystkie elementy jednej z kolumn A lub wszystkie elementy jednego z wierszy
A pomnozymy przez A to wyznacznik tez ulegnie pomnozeniu przez A

det (Cy ... AC ...C,) =Adet (C; ...Cy ...C,) ,
wyznacznik jest liniowa funkcja kazdej z kolumn (kazdego z wierszy):

det (C1 . MG+ 00 €)= Mdet (€ CfY LGy
Ao det <Cl ...c? Cn>
wyznacznik nie zmienia sie jesli jedna z jego kolumn (lub wiersz) zastapimy suma

tejze kolumy (wiersza) i dowolnej innej kolumny (wiersza) pomnozonej przez do-
wolng liczbe

det<01 e cn) —det(Cy ...Cp ...Cp) |

gdzie ék = Ck + Zj;ék )\jCj.

40



Wynika stad, wyznacznik znika (tj. rowna sie zeru) zawsze gdy wektory C;, i = 1,n
tworzace kolumny (lub wiersze) macierzy A sa liniowo zalezne.

Przyktady
ap, 0 ... 0
0 ax = 11022 . .. Qpy ,
00 .

co wynika z tego, ze w sktadnikach sumy wystepuje tylko po jednym elemencie z kazdej
kolumny i po jednym elemencie z kazdego wiersza macierzy A. Stad wyznacznik macierzy
jednostkowej jest rowny zawsze 1.

o O O
_— o O O
o = O O

bo trzeba zamieni¢ miejscami kolumny druga i czwarta.

3 1 1 2
1 7 1 2
a 1 1 2_0’
1 1 1 2

bo odejmujac od czwartej kolumy dwa razy trzecie dostajemy zerowa czwartg kolumne.

1 1 1 1 1 000 1 000 1 000
0 2 1 1/ |02 1 1] _,/0 1 1 1/_,/0 100
00 3 1/ o0 3 1/ “lo o 3 1| “lo 0 3 1
00 0 4 0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 4

1 000 1 000

010 0 010 0

=231 01 1/ %0 0 1 0%
0 0 0 4 0 0 0 4

gdzie w pierwszym kroku od kolumn drugiej, trzeciej i czwartej odjeliémy pierwsza, po-
tem wyprowadziliSmy czynnik 2 przed wyznacznik, potem od kolumn trzeciej i czwartej
odjelismy kolumne druga, potem wyprowadziliémy czynnik 3 przed etc.

0 0

11 1
1 2 1
11 1 =0
11 1

e N
B~ = =
O O = O

0 0
2 0
0 3
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Najpierw od kolumn drugiej, trzeciej i czwartej odjeliSmy pierwsza, a potem zauwazyliSmy,
ze wynik wynika juz z tego, iz w sktadnikach sumy dajacej wyznacznik wystepuje tylko po
jednym elemencie z kazdej kolumny i po jednym elemencie z kazdego wiersza. Wniosek:
wyznacznik macierzy “gorno-" lub “dolno-tréjkatne;j”

a;; A1 a3 ... Qip aiq 0 0 C 0
0 Qo2 Q23 ... Qopn o1 Q22 0 C 0
0 0 asz ... dzp s a31 aAz2 asz ... 0 s
0 0 0 ... aum Apl  Gp2  Gp3 ... Gup

jest rowny iloczynowi jej elementéw diagonalnych, bo przez dozwolone operacje na kolum-
nach lub wieszch (tj. operacje nie zmieniajace wartosci wyznacznika) mozna ja zawsze
sprowadzi¢ do macierzy diagonalne;j.

Przyktad: Obliczmy wyznacznik macierzy 3 x 3

=8-4-04+7-3-2+5-1-6-2-4-6-8-1-3-5-7-0=0.

DN Ot Co

7
4
1

S WS

Zerowanie si¢ wyznacznika zawsze sygnalizuje liniowa zaleznos¢ jego kolumn. I istotnie:
w powyzszej macierzy Cs = —Cy + 2C,.

Przypomnienie

Minorem stopnia r macierzy A o wymiarach n X m (wazne: minory mozna okresla¢
takze dla macierzy niekwadratowych o m # n) nazywamy wyznacznik podmacierzy r X r
utworzonej z macierzy A przez skreslenie n — r jej wierszy i m — r jej kolumn.

Dopetnieniem algebraicznym Ajj, elementu a;;, macierzy kwadratowej A o wymiarach nxn
(uwaga: tu znow mowa o macierzach kwadratowych!) nazywamy liczbe

Ajk = (—1)j+ijk 5

gdzie M, jest minorem macierzy A utworzonym przez skredlenie jej j-tego wiersza i k-tej
kolumny. Np. w przypadku macierzy

1 0o 2 3
3 -2 4 3
5 8 -1 217
-2 3 0 1



Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika macierzy A wymiaru n xn wzgledem j-tego wiersza
detA = a1 A1 + a0l + ajsAjs + ...+ ajpndj, ,

i wzgledem k-tej kolumny
detA = a1, A1k + aop Ao + ap Aok + ... + G Ak

Wiersz j lub kolumna k£ moga by¢ wybrane dowolnie.

Przyklad
Zastosujmy Laplace’a do macierzy gornotrojkatnej (wiemy co powinno wyjs¢). Rozwijamy
jej wyznacznik wzgledem ostatniego wiersza

aj; G2 13 ... Qin a;x a2 @13 ... A1p—1
0 Q99 A3 ... QA9pn 0 99 A23 ... A2n—1
— _ n+n
0 0 ass ... QAgp | = anan = ann(—l) 0 0 ass ... a3pn—1
0 0 0 B 0 0 0 oo Qp—_1n—1

Poniewaz w ostatnim wierszu tylko element a,, jest niezerowy, suma (rozwiniecie wy-
znacznika wzgledem ostatniego wiersza) a,1Ang + anaAng + ansAns + - . . + appAny sklada
sie tylko z ostatniego wyrazu. Nastepnie rozwijamy ponownie pozostaly wyznacznik,
wzgledem ostatniego, (n — 1)-ego, wiersza itd. Wida¢, ze w rezultatcie dostaje sie znany
wynik, ze wyznacznik macierzy goérno-trojkatnej jest iloczynem jej elementow diagonal-
nych. Mozna bylo uzyskaé to samo rozwijajac wyznacznik wzgledem pierwszej kolumny
(tylko zeby to przyzwoicie zapisywa¢, trzeba by bylo w kazdym kolejnym kroku przenu-
merowywa¢ elementy macierzy...)

Zadanie (u$wiecony tradycja wyznacznik Vandermonda)
Obliczy¢ wyznacznik

2 3 n—2 n—1
1 x x% x%’ N , xy X
n— n—
_ 2 3 n— n—
Vo=1|1 a3 x5 w3 ... 3 Ty
2 3 n—2 n—1
1z, z =z, ... T,

Rozwigzanie: Sprawdzmy najpierw dlan =2in = 3:

1 =z
n=2: ‘1 SL’: =T9 — X7 .
1 oz 23
n=3J3: 1 ) LE‘% :(x2—x1)(x3—x1)(x3—x2).
1 23 x?,)
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Stawiamy wiec hipoteze, ze

Vn = H(flfk — fL’l) .

k>l

Dowod przeprowadzamy poshugujac sie indukcja matematyczng. Zaktadamy, ze teza jest
prawdziwa dla V,,_;. Na V], dokonujemy nastepujacych operacji (nie zmieniajacych wy-
znacznika): C, — C, — z,C,,_1, C,,.; — C,_1 — 2,C,,_5,... C3 — Cy — 2,C;. Daje
to

1 2 —x, 2z —2n) 22 —2) ... 27732y —x,) 272 — )
1 my—x, @(z9— 1) 22(10 — 1) ... 23 (2o —m,) 25 (1 — )

V=11 x3—z, a3(x3—1,) 23(x3—1,) ... 28 %(w3—m,) 25 (23— 2,)
1 0 0 0 . 0 0

Teraz dokonujemy rozwiniecia Laplace’s V,, wzgledem ostatniego wiersza, ktory ma tylko
jeden element niezerowy:

T, — Tp x1(xy — ) 22 (x) — xp) . :E’f_2(x1 —xy)

Ty — Ty, To(To — ) r3(zy — ) a2 (g — 1)

V= (=" 25—, r3(x3 — 1) r3(z3 — ) oo o (s — )
Tp—1 — Tp xn—l(xn—l - xn) x%_l(xn—l - xn) o IZ:%(xn—l - xn)

Wyciggamy nastepnie z wiersza pierwszego wspoélny czynnik (z7 — z,,), z drugiego czynnik
(ry — xy), ... 12z ostatniego wiersza czynnik (z,_1 — z,,) 1 znajdujemy, ze

Vi = (=" = (=1)"M 2y — 2,) (22 — 2) ... (01 — 3) - Vios
= (xp — 1) (y —22) .. (Tf — Tp1) - Vi1

To za$ koniczy dowdd bo na mocy zalozenia indukcyjnego V,,_; jest juz dany przez odpo-
wiedni iloczyn.

Zadanie
Udowodnié, ze detC'—det A-detB jesli

C = (Apo [O]pxl) )
Olixp  Bixi
Ai B sa tu macierzami wymiaréw odpowiednio pxp il x 1, a [0],x; 1 [0];x, sa macierzami
zerowymi wymiarow p X [ il X p.
Rozwigzanie: Mozna postuzy¢ sie indukcja matematyczna wzgledem [. Dla [ = 1, tzn.
gdy macierz B sklada sie tylko z jednego elementu, wzor jest prawdziwy na mocy rozwinie-

cia Laplace’a (zastosowanego do ostatniej kolumny badz ostatniego wiersza). Zakladamy
wiec, ze wzor jest prawdziwy dla macierzy B wymiaru (I—1) x (I—1) i badamy przypadek
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macierzy B wymiaru [ X [. Rozwijamy wyznacznik catej macierzy C wzgledem ostatniego

wiersza, w ktorym niezerowe sa elementy c,i1 pt1 = b1y, Cpt2 pri = bar, - - Cppt pr1 = bug
A 0]
pXxp pxt| _ _1\pH1+pH 3 sC _1\p+2+pH 1 sC
0 B — Cp+1 H_l( 1) Mp+1p+l +Cp+2 l+l( 1) Mp+2p+l+
[ ]l><p Ix1
_ 1 \p+Hl+p+igsC
+Cpriir (—1) M4 o

= by (1PN gy by (1PN

P P
+lAp+l O
+by (=1)PT Mp+l p+l -
Kazdy z minoréw Mgk pr1 (k= 1,...,1) macierzy C' jest teraz wyznacznikiem podma-

cierzy o wymiarach (p+1—1) x (p+ 1 — 1), do ktorego stosuje sie zatozenie indukcyjne.

Na mocy tego zalozenia odpowiednie minory Mgk pr1 (k=1,...1) macierzy C' sa rowne

odpowiednim minorom macierzy B razy wyznacznik macierzy A:

M, pi = detA - M, k=1,...1.
Zatem
detC = det A (—1)P*P - (by (—1)" M + by (=1)™2 My + . 4 by (1) M)
= detA - detB

bo wyrazenie w nawiasie jest niczym innym jak rozwinieciem Laplace’a wyznacznika ma-
cierzy B wzgledem jej ostatniego wiersza.

Przypomnienie
Uogo6lnieniem rozwiniecia Laplace’a sa wzory

CLllAjl + CngAjg + CngAj3 + ...+ CLlnAjn = 5lj -detA ,

a1 A + agk Aoy + agk Ay + .o+ anp Ay = gy - detA
w ktorych 6;; =1, gdy [ =7 1d;; =0, gdy | # j.

Wrzory te pozwalaja napisa¢ wzor na macierz odwrotng do danej. Mianowicie: jesli

11 a2 ... Qin
a a e.oa
A= 21 22 2n :
Gp1  Gp2 ... Gpp
to
All A21 P Anl
-1 _ 1 Ag A .. Ao
detA | ... ... ... ... |’
Ay, Agy .. Apn
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(wazne: w A~! na miejscu kj stoi Ajx, nie za§ Ay;!). Istotnie: gdy mnozymy A1 A~ to
element c;; macierzy C' = A- A™! jest rowny

1
Gk = T A (ajnAp + ajohpe + ...+ ajnApn)

a to wlasnie na mocy pierwszego ze wzoré6w bedacych uogolnionymi rozwinieciami La-
place’a da cj; = 0. Nietrudno zobaczy¢, ze drugi z tych wzoréw zapewnia, iz (A_l-A)jk =

5jk-

Mamy stad natychmiast wzor dla macierzy 2 x 2:
A= ap;  ae Al — 1 22 —Q12
= 7 = )
as1 A2 a11A29 — A120921 —a21 ay

Zadanie Korzystajac z powyzszej metody® odwrécié macierz

1
A= 2
0

— W DN
N = =

Rozwigzanie. Obliczamy dopelnienia algebraiczne wszystkich alementéw macierzy:

3 1 2 1 2 3

2 1 11 1 2
A21__‘1 2‘__37 AQQ_‘O 2‘_27 A23__‘0 1‘__17
2 1 11 1 2
A31 - ‘3 1‘ - _17 A32 - _'2 1‘ - 17 A33 - '2 3‘ - _1

Wyznacznik macierzy A jest np. dany przez ay1 Aq + ao1 Aoy +az1 Az =1-54+2-(=3) +
0-(=1)=—1. Stad A™!

L (5 -3 -1 -5 3 1
A‘lz—l -4 2 1 |=|4 -2 -1
B 2 -1 -1 -2 1 1

Nietrudno sprawdzié, ze istotnie jest to macierz odwrotna. Oczywiscie, jesli detA = 0, to
macierz odwrotna A~! nie istnieje.

3Inna, naogol znacznie szybsza metoda odwracania macierzy byla opisana w zadaniu 19.
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Przypomnienie
Uktadem Cramera nazywa sie liniowy uktad n rownan na n niewiadomych

a11T1 + a12T9 4+ ...+ A nTy, = bl
a91T1 + a99T9 4+ ...+ AonTy, = bg
Ap1T1 + Apa®s + ...+ AQppt, = by,

ktory rownowaznie mozna zapisa¢ w postaci

a1 192 P A1n T bl
21 929 ... Q9p i) . bg
- )
Anl Gpy .. Gpn Tn by,
lub po prostu
A-x=Db.

Wzory na macierz odwrotng prowadza natychmiast do wzorow Cramera bedacych
rozwigzaniem ukladu Cramera: x = A~! - b, lub jawnie:

x A Ay .0 Ay by
) _ 1 A12 A22 c. Ang b2

detA cee e .
L, Aln A2n e Arm bn

Widaé stad, ze

1 n
= ApLb .
Th = 7 ; b

Uwazniejsze spojrzenie na ten wzOr ujawnia, ze suma po jego prawej stronie jest po
prostu rozwinieciem Laplace’a wzgledem k-tej kolumny wyznacznika macierzy utworzonej
7 wyjsciowej macierzy (macierzy ukladu) A przez zastapienie jej k-tej kolumny wektorem
b:

a1 by QA1n

T = 1 21 by QA2p,
detA

api ... bn ... apn

Tak wiec dzieki wzorom Cramera rozwiazanie uktadu n liniowych rownan na n niewiado-
mych sprowadza sie do obliczenia n+ 1 wyznacznikow macierzy n x n. Wzory Cramera nie
sa szczegoblnie wygodnym sposobem rozwigzywania takiego uktadu rownan ale jako jawne
maja wazne znaczenie teoretyczne. Co wiecej jesli ze wszystkich z-6w potrzebny jest np.
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tylko zj to wzory Cramera pozwalaja wyznaczy¢ od razu te niewiadoma bez wyznaczania
pozostalych (sprowadza sie to do obliczenia dwu wyznacznikow tylko).

Ze wzoréw Cramera mozna ponadto wysnué¢ dwa wnioski: po pierwsze, jesli b # 0,
a detA = 0, to uklad nie ma rozwigzania i po drugie, jesli b = 0 (jednorodny uktad
rownari), to nietrywialne rozwigzanie x # 0 istnieje tylko wtedy, gdy detA = 0 (ten
wniosek jest w fizyce niezwykle czesto wykorzystywany; tu bedzie nam potrzebny m.in.
przy rozwiazywaniu tzw. zagadnienia wlasnego operatora liniowego).

Zadanie. 7 ukladu rownan:

2£L'1+ZIJ2—ZE3+ZL'4 = 95

|
|
—_

$1+f172+$3—2f174
T1—2To+ a3+ x4 =

T + T3

wyznaczyC xy.
Rozwigzanie: Macierz tego uktadu ma postac

2 1 -1 1
1 1 1 =2
A= 1 -2 1 1
1 0 1 0

Jej wyznacznik obliczamy dokonujac najpierw operacji: Ry — Ry — 2Ry, Ry — Ry — Ry,
R; — R3 — Ry, co daje

0 1 0 -2 Lo
iteraz detA=1-(-D*"" 1 0 -2/=9
0 -2 0 1 o 0 1
1 0 1 o0
Zgodnie ze podanymi wzorami mamy wiec
oo b1l 1 -1 1 5 1 1
-1 1 1 =2 1
T = = =-{=3.]1 1 =2|-1-|-1 1 =2
912 -2 1 1 2 1 1 2 2 1
30 1 0

Stad 1 = (1/9)[-3-3 =1 (—=18)] = 1. W podobny sposéb mozna znalez¢ (jesli by byty
potrzebne) xo = 2, x3 = 21 x4 = 3. (Poniewaz rozwiazanie takiego ukladu rownan jest,
gdy detA # 0, jednoznaczne wiec zgadniecie lub $ciagniecie od kolegi /kolezanki xo, 23 i x4
i sprawdzenie, ze wraz z x; spetniaja one uklad zatatwia sprawe sprawdzenia poprawnosci
wyliczonego wtasnorecznie ).
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Przypomnienie

Rzqd r(A) macierzy A wymiaru m x n (niekoniecznie kwadratowej), ktora ma n kolumn
Cy, ..., C,: tworzacych n wektoréow o dtugosci m (i elementach z cialta K = R! lub C!)
jest to maksymalna liczba liniowo niezaleznych wektoréw-kolumn C;. Rzad macierzy jest
wiec to wymiar podprzestrzeni liniowej K" rozpinanej przez kolumny Cy, ..., C,, macierzy

A.
Przyktad. Rzad macierzy A (nad ciatem C!)

1 2 3
A=[o0o 1 1 |,
2 1 241

jest rowny 2 bo C3 = C; + Cs.

Wiagciwosci rzedu macierzy. Rzad macierzy A i rzad macierzy transponowanej A” sg
sobie rowne:

r(A) =r(AT).

(Inaczej: rzad “kolumnowy” macierzy i jej rzad “wierszowy” sa takie same). Wynika stad
natychmiast, ze

T (Amxn) < min(m,n).
Rzad macierzy nie zmieni sie jesli
e ktoras z kolumn (lub wierszy) pomnozymy przez jakas liczbe A # 0 (z ciata K)
e przestawimy kolumny (wiersze)

e do jednej 7 kolumn (wiersza) dodamy kombinacje liniowa pozostatych kolumn (wier-
szy)

Zadanie. Znalez¢ rzad macierzy

1 2 3 6
A=13 -1 2 4
4 1 5 10

Rozwigzanie: Dokonajmy operacji: C3 — C3 — (Cy 4+ Cy), C; — C4 — 2(Cy + Cs).
Daje to

1 2 00
3 -1 0 0},
4 1 00

i natychmiast wida¢, ze r(A) = 2.
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Zadanie. Znalez¢ rzad macierzy

0 1 1 1
1 0 1 1
A= 110 0
1 1 10
Rozwigzanie: Dokonajmy operacji: C; — C, — Cq, C3 — C3 — Cq, Cy — Cy — C;.
Daje to
0 1 1 1
1 -1 0 0
1 0 -1 0
1 0 0o -1

A dalej mozna po prostu rozwiazywa¢ problem liniowej (nie)zaleznosci kolumn: \C; +

)\202 + )\303 + )\404 = 0, Czyli

Ao+ A3+ Ny 0
AL — Ay =0
A1 — A3 =0
A N = 0.

Wyrazajac z ostatnich trzech r'ownan Ao, A3 i Ay przez A\ i wstawiajac do pierwszego
znajdujemy sofort, ze A\; = 0, a stad, z pozostatlych réwnann Ay = A3 = Ay = 0. Stad
kolumny Cy, Cy, C3i C4 sa liniowo niezalezne, a co za tym idzie rzad wyjSciowej macierzy
jest rOwny 4.

Przypomnienie: Rzad r(A) macierzy A jest rowny najwyzszemu ze stopni ny niezero-
wych minoréw M jakie mozna utworzyé¢ z A skreslajac w niej pewna liczbe kolumn i
wierszy (tak by otrzyma¢ podmacierz wymiaru ny X ny). Ze stwierdzenia tego wynika
natychmiast to, ze “rzad kolumnowy” macierzy jest taki sam, jak jej “rzad wierszowy”.
Stwierdzenie to daje nam tez metode badania rzedu macierzy.

Zadanie: Okresli¢ rzad macierzy

21 3 4 5
31 2 5 4
5 2 5 9 10
10 -1 2 -1
Rozwigzanie: Niewatpliwie r(A) < 4. Zanim zaczniemy oblicza¢ wyznaczniki lepiej

wykonaé¢ pare operacji. Np.: C; — C; — 2C,, C3 — C3 — 2C,, C; — C, — 4C,,
Cs; — C5 — 4C,. Dadza one

— == O
O N =
—_ O =
)
N DO =
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Mozemy teraz zaryzykowa¢ i utworzy¢ minor M# stopnia 4 skreslajac pierwsza kolumne:

1 (1] (1) é 1 0 1 11 1
M4 = 5 1 1 9 =1-(=1)*"| 1 1 2 |+1-(-=1)**22 1 2
0 1 9 _1 -1 2 -1 0 -1 -1

To juz tatwo obliczyé: M4 = —1-(=2) —1-(1) = 1 # 0. Znalezliémy wiec w macierzy
otrzymanej z A niezerowy minor stopnia 4, a to oznacza, ze macierz ta, a zatem i sama
macierz A jest rzedu 4 (gdyby wybrany minor okazal sie zerowy, to wciaz nie mogliby$my
wykluczyé, 7e r(A) = 4; trzeba by wtedy sprawdzi¢ kolejny z wszystkich pieciu minorow
czwartego stopnia, jakie mozna wybra¢ w A).

Przypomnienie
Ogolny uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi postaci

a;1ry + apxy + ... + appx, = bl
a91T1 + 99T T oLy = b2
Am1T1 + Qpa®s + o+ ATy = by,
lub, réwnowaznie,
a1 a19 e A1n T bl
91 929 e Aon i) . b2
- ’
Ami  Qm2 - Qmn Tn b,

lub, jeszcze inaczej, ale wciaz rownowaznie,

11 a12 A1n by
21 22 a2 by

T + i) + ...+ Tn " = s
am1 Am?2 Amn bm

ma rozwigzanie, czyli jest niesprzeczny gdy rzad macierzy rozszerzonej A% uktadu

aiy a12 e Q1p bl
921 929 e Qo bg

)
Ami  Am2 -+ Amp b,

jest nie wiekszy (mniejszy by¢ nie moze) niz rzad macierzy A ukladu

a1y a12 Ce Q1ny
G21  a22 QA2p,

Y
Am1  Am2 oo Amn
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Jest to oczywiste jesli zapisa¢ ostatnig z podanych postaci uktadu réwnan jako rownosé
l’lcl+$202+...+l’ncn = CB,

ktora oznacza, ze wektor-kolumna Cp musi sie da¢ przedstawié jako kombinacja liniowa
wektorow-kolumn C;, i = 1,...,n macierzy A. Oznacza to bowiem, ze kolumna Cg musi
by¢ liniowo zalezna od kolumn C;, czyli jej dostawienie do macierzy A w celu stworzenia
macierzy rozszerzonej A nie moze podwyzszy¢ rzedu macierzy.

Ogolna postac rozwigzania. Jesli r(A®) = r(A) = r, gdzie z koniecznoéci 7 <min(n, m),
tj. jesli uklad jest niesprzeczny, to w macierzy A musi sie da¢ wybra¢ niezerowy minor
stopnia 7, tj. musi w niej istnie¢ podmacierz wymiaru r X r o niezerowym wyznaczniku
(trzeba ja znalez¢). Zalozmy, 7ze podmacierz ta sktada sie z r pierwszych kolumn i r pierw-
szych wierszy macierzy A (zawsze mozna tak przenumerowa¢ rownania i zniewiadome x;,
zeby tak bylo). Mozemy wtedy odrzuci¢ rownania, ktorych wspotezynniki ajy, nie wcho-
dza do znalezionej podmacierzy r X r o niezerowym wyznaczniku (czyli przy powyzszym
zatozeniu, m —r ostatnich rownarn), a zmienne, x;, ktorych wspotezynniki ag; nie wehodza
do owej podmacierzy (czyli tu zmienne x,,1, ..., x,) nalezy uznaé¢ za dowolne (zeby to
podkresli¢ nadajemy im nowe nazwy x,.; = aq, ..., T, = Q,_,) i przenies¢ na druga
strone rownan. Nastepnie rozwigzujemy uktad zredukowany

a1y + a1222 + ...+ apr, = b — a0+ = A,
a21%1 + Qo2 + ...+ Q2p Xy = bg — A2r4 10 + ... — 2Oy
Ar1T1 + QT2 + ...+ Qe = br — Qppp100 + oo — Ay

Ten uklad rownan ma juz rozwigzanie jednoznaczne (przy ustalonych wartosciach aq, .. .,
a,—) bo odpowiadajaca mu macierz problemu ma rzad réwny r. Co wiecej, zagwaranto-
wane jest, ze odrzucone rOwnania sa réwniez spelnione.

Wynika z tego wszystkiego, ze uktad m réwnan na n niewiadomych ma tylko jedno
(jednoznaczne) rozwiazanie tylko gdy r(A) = n (bo wtedy po prawej stronie powyzszego
uktadu niema zadnych dowolnych «;. Jesli r(A) = r < n, to rozwiazanie jest niejedno-
znaczne bo zalezy od n —r dowolnych statych a4, ..., a,,_,.. Mozna to rozwigzanie wtedy
zapisa¢ w postaci

. 20 Y F0)

To xés) jgl) i,gn—r)

oo | =] a [ Far [ # | 4w, | &0
Tr41 0 1 0

Tn 0 0 1

w ktorej pierwsza kolumna jest szczegolnym rozwigzaniem wyjsciowego uktadu niejedno-
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rodnego

Ty
S
2,
aip a2 Q1n 1
Q21 a22 Q2n ) | by
Ly - )
. 0
m1  Am2 Qmn, bm
0
a kolejne kolumny sa n — r liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania jednorodnego
~(k
#Y
~(k
e
a1 192 . Q1n ~ (k) 0
a1 A as o 0
" 0 = , k=1,....n—r.
Am1 Am2 ... Omn 1 0
0

(w wektorze po lewej jedynka jest na r + k-tym miejscu). Dlatego mowimy, ze przestrzen
rozwigzan wyjsciowego uktadu réwnan jest n — r wymiarowa.

Przyktad. Szukamy rozwigzan uktadu:

xr1 — Ty + 21’3 — Ty = 1
25(71 — 31’2 — T3 +x4 = -1
1 4+ Txs — 4z, = 4.

Macierza uktadu jest
1 -1 2 -1
A=12 -3 -1 1
10 7 -4
Oczywiscie r(A) < 3. Aby wyznaczy¢ r(A) dokonujemy operacji: C; — C4 + Cq, C3 —
C; —2C;, Cy — Cy + C4, co sprowadza A do

1 0 0 0
2 -1 -5 3
1 1 5 =3
Widaé teraz, ze C4 = —3C,, a C3 = 5C,. Poniewaz kolumny C; i C, sg liniowo niezalezne

wiec 7(A) = 2. Jest tez oczywiste, ze macierz rozszerzona ukltadu
1 -1 2 -1 1
Af=12 =3 -1 1 -1
1 0 7T -4 4
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ma ten sam rzad, bo jej ostatnia kolumna jest po prostu réwna minus przedostatniej,
tj Cg = —C,4. 7 tego powodu przyktad ten jest trywialny: golym okiem widaé, ze
1 = x9 = xv3 = 0, x4, = —1 jest rozwigzaniem; nie jest to jednak rozwigzanie jedyne.
Zastosujmy og6lng teorie: niezerowym minorem stopnia 2 w A moze by¢é np. minor
utworzony z dwu pierwszych wierszy kolumn C; i Cy. Postepujac teraz wedtug podanego
przepisu odrzucamy trzecie rOwnanie, a wyrazy z x3 i x4 po nadaniu im nowych nazw:
T3 = a, x4 = (3, przenosimy na prawg strone:

Tl — Ty = 1-20&"‘6
201 — 319y = —14+a—0.

Rozwiazujemy ten uktad (np. metoda macierzy odwrotnej):

x )\ 1 -3 1 1-2a+8\  [(4—-Ta+4p3
z9) =342\ -2 1)\ ~-1+a-8) \3-5a+38)"
Crzyli zy = 4—Ta+40, xo = 3—ba+3[3. Sprawdzamy, 7e ostatnie (odrzucone) rownanie tez

jest spelnione (musi by¢; jest wiec to sprawdzenie, czy sie nie pomylilismy w rachunkach):

A—Ta+4B8+Ta—48=4.

Poniewaz x3 = «, a x4 =  mozna ostatecznie rozwigzanie zapisa¢ w postaci

T 4 -7 4
| |3 _5 3
o | Lol Tl 1 | TP o
T4 0 0 1

Zapis ten czyni jawna standardowsa strukture rozwiazania: jest ono suma jakiego$ jednego
szezegOlnego rozwigzania (pierwszy wektor po prawej stronie) pelnego niejednorodnego
uktadu réwnan oraz najogoélniejszego rozwiazania uktadu jednorodnego reprezentowanego
po prawej stronie przez dowolna (z dowolnymi wspotczynnikami « i 3) kombinacje liniowa
wszystkich wektorow, na ktorych macierz A daje zero:

1 -1 2 -1 :g 0 1 -1 2 -1 g 0

2 -3 -1 1 1:0, 2 -3 -1 1 020

10 7T -4 0 1 0 7T -4 0

0 1

Wspomniane wyzej w uwadze w nawiasie widoczne na pierwszy rzut oka rozwiazanie x, =
r9 = w3 = 0, x4 = —1 jest szczegdlnym przypadkiem wypisanego wyzej najogolniejszego
rozwigzania i odpowiada przyjeciu a =01 = —1.
Zadanie

Rozwiaza¢ (jesli to mozliwe) uklad:

$1+2$2—LL’3—LL’4
ZL’1+ZL’2+ZL'3—|—3ZL'4 =
3x1 + Dxy — X3 + T4
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Rozwigzanie: Badamy najpierw rzad macierzy uktadu

1 2 -1 -1
A=11 1 1 3
3 5 -1 1

Po operacjach: Cy, — Cy — Cy, C3 — C3+ C; 1 C4 — C4 + C; przyjmuje ona postac

1 1 0 0 1 1 0 0 01 0 O
102 4)—-110 2 0}|—1{(10 2 0],

3 2 2 4 3 2 20 1 2 2 0

gdzie w przedostatnim kroku zrobiono operacje C;, — C4, — 2C3, a w ostatnim C; —
C,—C,. Poniewaz teraz kolumny pierwsza i trzecia sa wzajemnie do siebie proporcjonalne
(a czwarta jest zerowa), wiec rzad macierzy ukladu jest rowny 2. Nastepnie sprawdzamy
rzad macierzy rozszerzonej

1 2 -1 -1 1
AfR=11 1 1 3 2
35 -1 1 3

Po wykonaniu tych samych operacji, co poprzednio na macierzy A dostajemy

01 0 01
10 2 0 2
12 2 0 3
Widaé, ze minor stopnia 3
0 1 1
1 0 2|=242-3=1+#0,
1 2 3

7 czego wniosek, ze macierz rozszerzona ma rzad roéwny 3. Zatem uklad rownan jest
sprzeczny, mimo iz zmiennych jest wiecej (cztery) niz rownan do spetnienia (trzy).

Zadanie
Znalez¢ najogoélniejsze rozwigzanie uktadu rownan liniowych

2 —y+3z =7
3r+2y—>5z = 4
dr +5y— 132z = 1.

Rozwigzanie: Macierz A tego problemu i macierz rozszerzona A¥ maja postacie

2 -1 3 2 -1 3 7
A=13 2 -5 ], AR=1[3 2 -5 4
4 5 —13 4 5 —-13 1
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Po dokonaniu operacji (tych samych na obu macierzach) C3 — Cj3 4 3Cs, a nastepnie
C, — C; — 3C3, Cy — Cy — 2C5 otrzymujemy z A i A® odpowiednio macierze

i 2 -1 0 i 2 -1 0 7
A= 0 0 1], AB=10 0 1 4
-2 1 2 -2 1 21

Widaé ze pierwsza kolumna obu macierzy jest proporcjonalna do drugiej, wiec rzad macie-
rzy A jest rowny 2. Obliczajac zas wyznacznik podmacierzy tworzonej przez ostatnie trzy
kolumny macierzy AR zmajdujemy —1 — 7+ 8 = 0, skad ptynie wniosek, ze rzad macierzy
rozszerzonej tez jest rowny 2. Zatem uktad jest niesprzeczny. Aby wypisaé¢ najogolniejsze
jego rozwigzanie znajdziemy najpierw najogolniejsze rozwigzanie rownania jednorodnego

2 =X +3x3 = 0
31+ 2 — D3 0
4)\1 + 5)\2 - 13)\3 == 0 .

7 pierwszego Ay = 2A; + 3A3. To do drugiego i trzeciego:

TAM+X =0
14X +2X3 = 0.

Widaéd, ze A3 = —TA1, Ao = —19); spelnia te rownania dla dowolnego \;.
Nastepnie szukamy jakiego$ szczeg6lnego rozwigzania rownania niejednorodnego. Mo-
zemy w tym celu sprobowaé¢?! polozyé z = 0. Mamy wtedy

20—y = T
3r+2y = 4
dr+>dy = 1.

skad, dodajac dwa razy pierwsze do drugiego znajdujemy 7x = 18, a potem z pierwszego
Yy =2 -7 = —1—73. Trzecie rownanie jest wtedy tez spelnione (co jest zagwaranto-
wane tym, ze uktad jest niesprzeczny, ale dobrze to sprawdzié¢ jawnie, bo mozna wtedy
wykry¢ wlasne btedy rachunkowe). Najogolniejsze rozwiazanie wyjsciowego ukladu jest
suma szczegbdlnego rozwigzania uktadu niejednorodnego i ogélnego rozwigzania uktadu

jednorodnego:

x 1 18 1
y | = = =13 | +X | —19
z 0 -7

4Ryzykujemy troche bo zaktadamy tym samym, ze kolumna Cs macierzy A jest liniowo zalezna od C;
i Cy - mogloby sie akurat okazaé, ze akurat nie jest; chodzi tu jednak o pokazanie, jak mozna prébowac
rozwigzaé uktad nie pamietajac metody “regulaminowe;j”,
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Ten sam wynik uzyskuje sie oczywiscie metoda og6lna: Minor uworzony z elementow
dwu pierwszych kolumn i dwu pierwszych wierszy macierzy wyj$ciowego uktadu jest nieze-
rowy, wiec skre§lamy ostatnie rownanie, a “wystajace” poza minor wyrazy z niewiadoma z
przenosimy na druga strone podstawiajac z = a. Rozwigzujemy wiec uktad zredukowany

2r—y = 7-3«
3r+2y = 44 5a,

z\_1/2 1 7T—3a) _1 18—«
y) 7\-3 2)\4+5a) 7\ -13+19a )’

FLatwo sprawdzi¢, ze skreslone trzecie rownanie jest tez spelnione (z z = «):

skad mamy

1 1
4 2(18=a)+5- =(~13+190) ~ 13a =1

Wida¢ 7e otrzymuje sie ta droga to samo rozwiazanie, co poprzednio (tamto odpowiada
temu tu z o = —7\).

Zadanie
Zbadac istnienie rozwiazan uktadu réwnan

1 1 a T 2
1 a 1 zo | = —1],
a 1 1 T3 -1

w zalezno$ci od warto$ci parametru a.

Rozwigzanie: Zobaczmy najpierw kiedy kolumny macierzy po lewej stronie sa liniowo
niezalezne i ile ich jest liniowo niezaleznych (czyli jaki jest rzad tej macierzy). W tym
celu obliczamy wyznacznik tej macierzy:

detA=3a—a*~2=—(a—1)(a>+a—2)=—(a—1)*(a+2).

Wyznacznik zeruje sie wiec, gdy a = 1 lub gdy a = —2. a = 1 jest pierwiastkiem
podwojnym rownania detA = 0 i jak od razu wida¢, wszystkie trzy kolumny macierzy
sa takie same czyli rzad macierzy jest rowny 1 (tj. pierwiastek podwojny obniza rzad
macierzy o 2). Wida¢ tez, ze uklad jest wtedy sprzeczny. Gdy a = —2 rzad macierzy
wynosi 2 (np. po wstawieniu a = —2 zobaczy¢, ze nie znika lewy gérny minor stopnia
2). Rozwiazanie wtedy istnieje bo ostatnia kolumna macierzy jest wtedy po prostu rowna
minus wektorowi po prawej stronie (inaczej: dla a = —2 rzad macierzy rozszerzonej
nie przewysza rzedu macierzy wyjsciowej). Dla a # 1 wyznacznik nie znika, czyli trzy
kolumny sa liniowo niezalezne i uktad ma zawsze rozwiazanie, ktére mozna znalezé np.
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ze wzorOw Cramera.

2 1 a
1 a’+a—2
T = ~1 l|l=——==(1—a)",
detA 101 1 detA
1 2 a
1 a’+a—2
= 1 -1 1I|l=—F=(1-0a)"
27 GetA detA (1=a),
a —1 1
1 1 1 21 2t —%add
T3 = a —1|= =2(a — .
° 7 detA detA
a 1 -1
Widaé, ze gdy a = 1 rozwigzanie staje sie osobliwe, ale zero mianownika dla a = —2
skrocito sie 7 zerem licznika.
Zadanie
Zbadac istnienie rozwigzan uktadu réwnan
3a—1 2a  3a+1 1 1
2a 20 3a+1 o | =1 a |,
a+1 a+1 2a+2 T3 a?

w zalezno$ci od warto$ci parametru a.
Rozwigzanie: Zbadajmy najpierw rzad macierzy uktadu. Najpierw Ry, — Ry — Ry:

3a —1 20  3a+1
—a+1 0 0 ,
a+1 a+1 2a+2
a nastepnie C; — C; — C3 daje
—2 2a  3a+1 —2 20 3a+1
—a—+1 0 0 — | —a+1 0 0 ,
—a—1 a+1 2a+42 —2 a+1 2a+2

gdzie w kolejnym kroku zrobiliémy R3 — R3 — Rs. Nastepnie C3 — C3 — 2Cs:

-2 2a —a+1 0 a—1 —a-+1
—a—+1 0 0 — | —a+1 0 0 ,
-2 a+1 0 —2 a+1 0

gdzie w kolejnym kroku zrobiliSmy R; — R; — R3. Wreszcie, po Cy — Cy + C3 macierz
przybiera w miare przejrzysta postac:

0 0 1—a
l1—a 0 0
-2 a+1 0



Jej wyznacznik jest rowny® detA = (1 — a)?(1 + a). Wida¢ wiec, ze szczegolnymi warto-
Sciami sg a = 1 oraz a = —1. Jesli a # 1 i a # —1 to rzad macierzy uktadu jest rowny 3
i rozwiazanie zawsze istnieje. Jesli a = —1 (jenokrotny pierwiastek rownania detA = 0)
rzad macierzy jest réwny 2, ale rzad macierzy rozszerzonej

—4 -2 -2 1
2 -2 -2 -1/,
0O 0 0 1

jest rowny 3 i uktad jest sprzeczny (rieszenije otsutstwujet). Wreszcie, gdy a = 1 rzad
macierzy jest rowny 1, a macierz rozszerzona ma postac

RN
RN
NG NGN

1
L,
1

(trzy pierwsze kolumny sa oczywiscie macierza ukladu dla @ = 1 - widaé, 7ze jej rzad
wynosi 1, co wynika takze z tego, iz a = 1 jest podwdjnym pierwiastkiem réwnania
detA = 0). Poniewaz jednak (co jest oczywiste) rzad macierzy rozszerzonej tez jest rowny
1, rozwigzanie istnieje, ale jest oczywiscie niejednoznaczne - przestrzen rozwigzan jest
dwuwymiarowa: zgodnie z 0og6lng metoda mozemy w tym przypadku napisaé

) : —1 -2
o | =10]l4+al 1 +061 0
XT3 0 0 1

Zadanie
Traktujac p jak parametr rozwigzac¢ uktad réwnan liniowych

0 3 -2 —6 T -3
10 3 =2 T2 | | 2p
11 0 3 x| |1
1 1 1 0 Ty p

Rozwigzanie: Najpierw znajdujemy rzad macierzy A uktadu. W tym celu robimy naj-
pierw R3 — R3 — Ry i obliczamy wyznacznik powstatej macierzy:

(1)3_32:2 0 3 —6 03 —2
=—1-(=1*|1 0 —2|+3-(-1)**|1 0 3 |=12-12=0.

00 -1 3 11 0 11 1

11 1 0

5Mozna bylo tez obliczyé od razu wyznacznik wyjéciowej macierzy uktadu; wynik by byt oczywiscie
taki sam.
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Poniewaz wyznacznik macierzy A znika, jej rzad jest mniejszy niz 4. Latwo sprawdzié, ze
ma ona podmacierz 3 X 3 o niezerowym wyznaczniku w prawym goérnym rogu:

3 -2 —6
0 3 —2|=2T+4+18#0.
1 0 3

Zatem rzad A wynosi 3. Niezerowy wyznacznik wskazanej podmacierzy oznacza takze, iz
kolumny C,, C3 i C; macierzy A sg liniowo niezalezne. Kolumne C; mozna za$ przed-
stawi¢ w postaci

Cl :aC2+bC3+cC4,

gdyz jest ona od Cy, C3 i C, liniowo zalezna.

Zadajac teraz by rzad macierzy rozszerzonej nie byt wiekszy niz 3 mogliby$my znalezé
warto$¢ parametru p, dla ktorej uktad jest niesprzeczny. W tym celu trzeba by badaé
rzad macierzy zbudowanej 7z kolumn (Cy, Cy, C3,Cy, Cp) ale poniewaz C; jest liniowo
zalezna od C,y, C3 i Cy4 to wystarczytoby bada¢ rzad macierzy sktadajacej sie z kolumn
(Csq, C3,Cy, Cp); zadanie by jej rzad byt mniejszy niz 4 sprowadza sie do zazadania by
jej wyznacznik

3 -2 -6 -3

0 3 =2 2p
1 0 3 1|7
1 1 0 »p

byt réwny zeru. Stad otrzymaliby§my warto$¢ parametru p, dla ktoérej uktad rownan jest
niesprzeczny. Wstawiajac te warto$¢ p moglibySmy nastepnie odrzuci¢ czwarte réwnanie
(jako 7ze jego wspotczynniki nie wehodza w te podmacierz wymiaru 3 x 3 macierzy A, ktorej
niezerowy wyznacznik pokazal nam, 7ze r(A) = 3) i przenie$¢ x; = « na prawa strone,
tak jak to opisane jest w Przypomnieniu og6lnej metody. Zamiast jednak obliczaé¢ ten
wyznacznik, po prostu zaczniemy rozwigzywaé¢ uklad rownan i wyjdzie nam “w praniu”
dla jakiego p sie to da zrobié¢. Poniewaz kolumna C; jest liniowo zalezna od kolumn Cs,
Cs i C4 to jej dolaczenie nie moze pomoc w wyrazaniu Cp przez kolumny macierzy A.
Dlatego mozemy na razie polozy¢ x; = 0 (albo nadaé¢ niewiadomej x; jakakolwiek inna

o (0)y . : :
wartosc xg )) i szuka¢ rozwiazania uktadu

ZL’QCQ + 1’303 + ZIJ4C4 = CB s
(lub ukladu 2,Cy + 25C3 + 24C4 = Cp — 2" Cy) cayli

31’2 — 21’3 — 61’4 = -3
3rs —2x4y = 2p
T + 31’4 =

Ty + T3 = p.
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Rozwigzmy najpierw uktad trzech ostatnich rownan. Po prostych fiku-miku znajdujemy

1 1 1
x2=—§(2—3p)7 36’325(2"‘4]9)7 x4:?(3—p).

Wstawiamy to teraz do pierwszego (na razie nie uwzglednionego) rownania i mamy mie¢

a(2.3) o200 63 L)Z 5
7 AP 7P 7o) T
co zachodzi tylko dla p = 1.

Dla p = 1 mamy zatem jedno szczegblne rozwigzanie wyjsciowego uktadu rownan

(s)

Ty 0
D | y7
O 6/7
e 2/7

Nie jest to jednak jeszcze najogolniejsze rozwigzanie bo niewiadomych byto n = 4, a
rzad macierzy A byt réwny 3. Musimy do powyzszego rozwigzania szczegdlnego uktadu
niejednorodnego doda¢ z dowolnym wspolezynnikiem jedno (bo n —r = 1) rozwiazanie
uktadu jednorodnego

03 —2 =6\ (i 0
10 3 —2||a&]| (o
11 0 3 3 I
11 1 0 F4 0

Musi takowe istnie¢ bo detA = 0. Latwo je znajdujemy

o 1
i || —4y7
#s |~ | —3/7
7 —1)7

Najogolniejszym zatem rozwigzaniem wyjsciowego ukladu rownan (oczywiscie tylko dla
p=1) jest

T 0 1
e | e | T =3 |
Ty 2/7 —1/7

gdzie A\ jest dowolng stala.
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Zadanie.
Rozwiaza¢ uktad

-2 1 1 1 T 1
1 -3 1 1 | | a
1 1 -3 1 z3 | | b |’
1 1 1 =5 Ty 1

dla takich wartosci parametrow a i b, dla ktorych jest on niesprzeczny.

Rozwigzanie: Badamy najpierw rzad macierzy uktadu i macierzy rozszerzonej. Przy
odrobinie czujnosci (sprowadzajacej sie do tego, by do pierwszych czterech kolumn nie
dodawac nigdy ostatniej z roznym od zera wspotczynnikiem; do ostatniej zas kolumny
kombinacje liniowe pierwszych czterech dodawa¢ mozna) mozna to robi¢ symultanicznie:

-2 1 1 111
1 -3 1 1|a
1 1 =3 1]0b|’
1 1 1 =5|1

(pierwsze cztery kolumny tworza oczywiscie macierz A ukladu). Dokonujemy operacji:

Cl — Cl — C4, Cg — CQ — C4, C3 — Cg — C4, CO daje

-3 0 0 111

0O -4 0 1]a

0 0 —4 1]|0b ]’

6 6 6 —5|1
Taraz R4 — R4 -+ 2R1

-3 0 0 111

0 -4 O 1]a

0 0 —4 11|b])°

0 6 6 —-3|3
i wreszcie C; — Cy4 + %Cl, Cs — Cs + %Cl:

-3 0 0 010

0O -4 0 1]a

0 0 —4 115

0 6 6 —-3|3

Widaé teraz, ze kolumna C; jest liniowo niezalezna od pozostatych. Z kolei minor utwo-
rzony z trzech dolnych sktadowych C,, C3 i Cy znika:

-4 0 1
0 -4 1 |=-3-16+24+24=0,
6 6 -3
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co oznacza, ze kolumny Cy, Cs i Cy sa liniowo zalezne (w istocie: —4C, = Cy + Cj).
Rzad macierzy uktadu jest wiec rowny 3. Rzad macierzy rozszerzonej nie moze zatem by¢
wiekszy. Po wykonanych juz pracach przygotowawczych jest zupetnie jasne, ze sprowadza
sie to do zadania by w ostatniej macierzy 4 x5 kolumna Cjy byta liniowo zalezna od C,, Cs.
Aby tak byto musi znika¢ minor (utworzony z trzech dolnych sktadowych zainteresowanych
kolumn)

-4 0 a

0 —4 b|=48+24(a+0D).

6 6 3
Zatem wyjsciowy uktad rownan jest niesprzeczny gdy a + b = —2. Bedziemy wiec go
rozwigzywaé potozywszy b = —2 — a. Poniewaz rzad macierzy rozpatrywanego ukladu

rOwnan z n = 4 niewiadomymi jest réwny 3, przestrzen rozwigzan jest jednowymiarowa i
rozwigzanie bedzie zalezalo od jednego dowolnego parametru. Nie jest to jednak parametr
a! Dla roznych warto$ci @ mamy rdzne uktady réwnan i dla kazdego konkretnego a
rozwigzanie odpowiadajacego temu a uktadu bedzie zalezalo od jednego parametru A,
ktory wprowadzimy nizej.

Odstapimy tu od kanonicznej metody przedstawionej pare stron wcze$niej na rzecz
bardziej “fizycznego” podejscia (tj. takiego, jakiego by uzyl kazdy zdrowy na umysle
fizyk). Znajdzmy najpierw rozwiazanie rownania jednorodnego. Zaczynamy jeszcze raz
od macierzy A ukladu. Latwo zobaczy¢, ze np. minor stopnia 3 utworzony z pierwszych
trzech sktadowych trzech pierwszych jej kolumn jest niezerowy:

1 -3 1|=-8#0,

wiec te trzy kolumny sa liniowo niezalezne i mozna wyrazi¢ przez nie czwarta, tj. znalezé
lambdy w kombinacji £&Cq + £Cq + €3C3 = Cy:

=25 +&+E = 1
§1—3%+& = 1
§1+&—35 =1
Si+&+8& = 5.
Rozwigzujac trzy pierwsze rOwnania sttosujac zwykla “eliminatke” znajdujemy tatwo & =

—2, & =& = —%. Sprawdzamy, ze czwarte rownanie jest spelnione (musi by¢ - to tylko
element samokontroli). Stad rozwiazanie rownania jednorodnego ma postac

T 2
xTs3 3/2
T 1
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(A jest wlasnie parametrem, o ktorym byta mowa wyzej).

Szukamy teraz jakiego$ jednego, szczeg6lnego rozwigzania wyjsciowego rownania nie-
jednorodnego (z b = —2 —a). Poniewaz juz wiemy, ze kolumna C4 macierzy A uktadu jest
liniowo zalezna od trzech pozostatych, mozna ja usunaé, tj. szuka¢ rozwigzania z x4 = 0.
Poniewaz juz wiemy, ze minor stopnia 3 z lewego gornego rogu macierzy A jest niezerowy
(wynosi on —8 - patrz wyzej), mozna rozwiazaé tylko trzy géorne rownania

-2 1 1 1 1
1 -3 1 T = a ’
1 1 -3 T3 —2—-a

Wykorzystujac Kramersieta (tj. wzory Cramera) mamy

1 1 1 1 1
r,=—= a -3 1|=—-=(9-2-a4+a—-6—-3a—1+4+3a)=0
8 8
—2—a 1 -3
1 -2 1 1 1 1
ro=—=1| 1 a l|=—<6a+1—-2—a—a+3—4—2a)=—<(—2+2a)
8 8 8
1 -2—-a -3
1 -2 1 1 1 1
r3=—=|1 =3 a =—=(-12—-6a+a+1+3+2a+2+a)=—=(—6 —2a).
8 8 8
1 1 —-2-a
Ostatecznie wiec, gdy b = —2 — a najog6lniejszym rozwiagzaniem wyjsciowego ukladu

réwnan jest

T 0 2
x| } 1—a 3/2
v | Tl 34+a | T 32
T4 0 1
Zadanie
Niech
3 7 -1 0
A -2 —4 2 1

2 0 -10 -7
1 D 5 4

bedzie macierza odwzorowania liniowego A z p.w. V w te sama p.w. V (jest to Apyw) W
naszej starej notacji, ale mozemy tu pominaé te detale). Niech Vj =kerA, a V; =imA beda
odpowiednio jadrem i obrazem tego odwzorowania. Zbadaé¢ czy wektor o sktadowych

1
1
1
1
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(w tej samej bazie p.w. V| w ktorej dana jest macierz A) nalezy do Vo & V; ?
Rozwigzanie: Najpierw ustalmy rzad macierzy A. Kazda proba obliczenia jakiego$ jej
minora stopnia 3 konczy sie wynikiem zero! Zatem zapewne jej rzad wynosi 2. Aby to
potwierdzi¢ dokonujemy standardowych operacji: C; — C; + 2C4, Cy — Cy + 4C,,
C; — C3 — 2Cy4, ktore przeprowadzaja A w macierz

3 7 -1 0 1 1 1 0
0 0 0 1 - 0 0 O 1
-12 =28 4 =7 -4 -4 -4 -7
9 21 -3 4 3 3 3 4

(w drugim kroku pierwsza, druga i trzecia kolumne podzielilismy odpowiednio przez 3, 7 i
—1), z ktorej juz rzad A jest oczywisty. Latwo tez ustali¢, ze kolumny C; i Cy macierzy A
wyrazajg sie przez C31 Cy: C; = —3C3+4C,, Cy = —7C3+10C,. W ogdlnosci obrazem
odwzorowania A (imA) sa wszystkie kombinacje liniowe C;, Cq, C3 i Cy, ale skoro C;
i C, s liniowo zalezne, to obrazem A w tym przypadku sa wektory bedace dowolnymi
kombinacjami liniowymi C3 i Cy:

imA:{W: w = aC3+ 3Cy; gdzie a,ﬂERl}.

Trzeba jeszcze znalezé¢ najogolniejsza postaé wektora nalezacego do kerA. To tatwo
ustali¢ korzystajac z tego (co juz ustalilismy), ze C;+3C3—4C, = 0, C,+7C3—10C, = 0.
Wynika stad, ze wektory, na ktorych A daje zero sa postaci

1 0
0 1
3 '
4 —-10

Zatem pytanie bedace trescig zadania brzmi: czy mozna tak dobra¢ n, & a i 3, by
spetnié¢ rownosé

1 0 1 0 1
0 1 9 1 1
s [t 7 | Tl | PO 2T
4 10 5 4 1

w ktorej dwa pierwsze wektory rozpinaja kerA, a dwa drugie imA? Aby ustali¢ jaki jest
wymiar kerA®imA tworzymy z wektoréow rozpinajacych te sume macierz

1 0 -1 0 1 0 0 0

o 1 2 1 o 1 2 1|

H=1 35 7 30 7|73 7 -7 7|1
4 —-10 5 4 4 —10 1 4

Strzatka oznacza tu dokonanie operacji polegajacej na dodaniu pierwszej kolumny ma-
cierzy H do trzeciej. Rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza pozwala tatwo
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zobaczy¢, ze wyznacznik macierzy H' znika. Zatem rzad macierzy H' a zatem i H jest
mniejszy niz 4. 7 kolei lewy gorny minor stopnia 3 macierzy H' nie znika, a zatem ma-
cierz H jest rzedu 3 i taki tez jest wymiar kerA®imA. Moze wiec sie zdarzy¢, ze wektor
z samych jedynek do kerA@imA nie nalezy. Ze tak jest w istocie pokazuje nastepujace
rozumowanie: zrobmy Hj — 3 (H4+HY)), H) — 1(H)+HY)), (chodzi o kolumny macierzy
H') co da

1 0 0 0
- 0 1 1 1
H= 3 7 0 0
-4 -10 -3 -3

7. wektorow rozpinajacych kerA®imA, ktorymi moga byé kolumy powyzszej macierzy
wystarczaja tylko trzy pierwsze by stworzy¢ baze. Jedli zas jakas ich kombinacja 511:11 +
52}]1 + 53}13 miata by dawaé¢ wektor majacy same jedynki, to jest oczywiste, ze & = 1.
Odejmujac wiec od tego wektora Hy musialy by byé spelnione zwiazki

1 1 1
& 7 +& (0] =1 -2
—10 3 5
(wypisaliémy tu tylko trzy dolne sktadowe kazdego 7z wektorow). Zatem &, = —% i1& =
% zeby sie zgodzily dwie pierwsze sktadowe, ale wtedy w trzeciej linii po lewej mamy
70 + 2—77 # 5, co dowodzi, ze wektor z samych jedynek nie nalezy do kerA®imA.

Zadanie
Zmnalez¢ najogolniejsze rozwigzanie uktadu rownarn liniowych®

I +x5 =
201 + 19+ 2203 — x4 +2x5 = b
—X1 —T5 = —Q
LL’1—5L’2—25L’3—|—SL’4+LL’5 = C.

Rozwigzanie: Macierz tego problemu i macierz rozszerzona maja postacie

1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 a

| 2 1 2 -1 1 R 2 1 2 -1 1 b
A= -1 0 0 0o -1’ AT = -1 0 0 0 -1 -—a
1 -1 -2 1 1 1 -1 -2 1 1 c

6Przyklad jest wrziety z “kultowego” podrecznika Jacka Komorowskiego Od liczb zespolonych do tenso-
réw, spinorow, algebr Liego i kwadryk bez pytania Autora o zgode. Ufam, ze wbrew do$¢ powszechnemu
mniemaniu o prawie do “wtasnosci intelektualnej” - bycie nieistniejacym! - potraktuje On to jak czesciowe
rozwigzanie “problemu dlugu”; ktéry sptacany byé powinien w wiekszosci nastepnym pokoleniom...
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Wida¢, ze w obu macierzach trzeci wiersz jest tym samym co pierwszy pomnozony przez
—1. Zatem rzad obu macierzy nie moze by¢ wiekszy niz 3. W macierzy A zrébmy operacje:
R2 — R2 — Rl, R3 — R3 + Rl, R4 — R4 - Rl, CO daje

1 0 0 0 1

1 1 2 =1 0
0 0 0 0O 0]~
0o -1 -2 1 ©0

a nastepnie R, — Ry + Rj3:

1 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 0 0O 0 0"’
0O -1 -2 1 0

Pokazuje to, ze rzad macierzy A jest rowny 3. Zatem macierz ta ma taki sam rzad
jak macierz rozszerzona, bo ta (po wyzerowaniu trzeciego wiersza przez dodanie don
pierwszego) ma rzad nie wiekszy niz trzy. Zatem uklad ma rozwiazania. Zgodnie z
ogb6lng metoda musimy teraz w macierzy A znaleZé niezerowy minor stopnia 3. Jest
nim np. minor bedacy wyznacznikiem podmacierzy utworzonej z elementéw kolumn:
pierwszej, drugiej i piatej i wierszy pierwszego, drugiego i ostatniego. Trzecie rownanie,
ktorego wspotezynniki do tej podmacierzy nie wchodza skreslamy. Wyrazy z x4 i x5 7
roOwnan pierwszego, drugiego i ostatniego “wystaja’ poza te podmacierz, zatem zgodnie 7z
ogblng metoda podstawiamy w nich x4 = «a, x5 = 3, gdzie a i § s3 dowolnymi stalymi i
przenosimy je na druga strone otrzymujac w ten sposob zredukowany uktad réwnan:

X +x5 = a
201 +x94+ 25 = b—2a+ 0
Ty — o +T5 = C—|—2OK—5.

Uktad ten mozna tatwo rozwigza¢, np. stosujac Kramersieta: Wyznacznik macierzy
uktadu jest rowny 1 —2 —1+4+1 = —1, wiec

1 a 0 1 a 0 1

== b—2a+p03 1 1|=—=|b—2a+p 1 2|=-2a+b+c,
e+ 20—-8 -1 1 c+2a0—p3 -1 0
1 1 a 1 0 a 1

T =— 2 b—2a+p 1|=—|1 b—2a+p 1l|=a—c—2a+0,
Tl e+20—p 1 0 c+2a—p03 1
1 1 0 a 1 0 a

T = —7 2 1 b—2a+p0|=—-|3 1 b—2a+p|=3a—-b—-c.
1l =1 cH+2a-p 0 -1 c+2a—-0
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Kompletne rozwigzanie mozna zapisa¢ wiec w postaci

1 —2a+b+c 0 0
To a—-c —2 1
r3 | = 0 +al 1 +0610
Ty 0 0 1
Ts 3a—b—c 0 0

Ma ono oczywistg strukture: pierwszy wektor po prawej stronie jest szczegdlnym rozwia-
zaniem roéwnania niejednorodnego, a dwa nastepne wektory po prawej sa dwoma liniowo
niezaleznymi rozwigzaniami réwnania jednorodnego.
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Przypomnienie
Forma kwadratowa jest to takie odwzorowanie przestrzeni wektorowej V' w R! lub C1 (t;.
w cialo), ze

Q(Av) =X Q(v) .
Forma biliniowa (dwuliniowa) jest to takie odwzorowanie V' x V' w cialo, ze

B()\lvl —+ )\2V2,W) = )\1 B(Vl,W) —+ )\2 B(VQ,W) s
B(v, w1 + 12W2) = 1 B(v, w1) + 12 B(v, ws) .

Jesli ciatem jest C*' to zwykle - zwlaszcza z punktu widzenia fizyka - interesujace sa formy
pottoraliniowe, czyli takie, ze

B(Avi+ Aavo, w) = ] B(vy, W) + A\sB(va, W) ,
B(v,mwi +n2wz) = B(v,w1) + 1B (v, w2) .

W gruncie rzeczy forme kwadratowa mozna uwazaé za pewna forme biliniowa B(-, -)
ktorej obydwoma argumentami jest ten sam wektor: Q(v) = B(v, V).
W ustalonej bazie e; przestrzeni V' formie odpowiada macierz formy:

Q(v) = B(v,v) = Ble, &) vjvl,, = Qv vl .

Jak zwykle opatrzyliSmy macierz Ql(j) superskryptem (e), aby pamietac, ze jest to ma-
cierz formy () w bazie e;. Przez odpowiednig zmiane bazy macierz formy () mozna zawsze
sprowadzi¢ do postaci diagonalnej. Posta¢ diagonalna macierzy formy () nie jest jedno-
znaczna juz cho¢by dlatego, ze nic (dopoki w przestrzeni wektorowej V' nie wprowadzi sie
iloczynu skalarnego) nie ustala “dtugosci” wektorow bazy. Jednakze kazda posta¢ diago-
nalna danej formy @ (okreslonej na przestrzeni wektorowej nad cialem R') ma te samg
liczbe dodatnich, ujemnych i zerowych elementéw diagonalnych, tj. ma zawsze te sama
sygnature (twierdzenie Sylvestra).

Zadanie
Dana jest forma kwadratowa

Q = 2%+ 2y* + 32* + 4oy + 5yz + 61z .

Stosujac metode Lagrange’a sprowadzi¢ ja do postaci diagonalne;j.

Rozwigzanie: Interpretujac zmienne x, y i z jako skltadowe vfe) wektora v w pewnej

bazie e, ey, e, tj. piszac v = v(le), Y= v(ze), z = vf’e), mozemy znalez’¢ macierz formy Q:

1 2 3 T o
Q(V) = (ZL’, Y, Z) 2 2 5/2 Yy = QE;)Uée)’Uge) .
3 5/2 3 2
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Zwr6¢my tu uwage na to, ze elementy pozadiagonalne sa potéwkami odpowiednich wyra-
76w mieszanych w Q! Metoda Lagrange’a (szumna nazwa!) sprowadza sie do sukcesyw-
nego “zwijania do petnego kwadratu™

Q = 22 +2y* +32% +4ay + 5yz + 62
= (v+2y+32)* — 2% —62° — Tyz

7 1
= (v+2y+32)%* -2y + 12)2 + 522 .

7 postaci tej odezytujemy, ze w odpowiedniej bazie f;, ktorg znajdziemy ponizej, macierz
formy bedzie postaci

(f) Lo
0 0 4

Przypomnijmy, ze zmiang bazy reprezentujemy wzajemnie odwrotnymi macierzami Ry,
i R.y takimi, ze

e, = f;[R;_.); Uiy = [Rieel vl »
fi = ej[Rel’; Viey = [Res]’ 01y -

W naszym przypadku, poniewaz wartosé¢ formy kwadratowej () na wektorze v nie moze
zaleze¢ od wyboru bazy, powinno by¢ jasne, ze jesli znajdziemy taka baze f;, w ktorej
sktadowe wektora v sa postaci

1 _ 1 2 3
Vi) = Ve T 20 T3

7
2 _ 2 3
Ui = Uie) 7Y%
3 _ 3
T Ye)
to bedziemy mie¢ Q = [vfy]* — 2[vlp]* + §[v{;)]%, ti. W bazie fi macierz formy bedzie

diagonalna. 7 powyzszego wzoru mamy natychmiast macierz R

1 2 3
Riee=|0 1 74
0 0 1
Macierz odwrotng tez latwo znalez¢ wyrazajac vfe) przez véf): vfe) = vff), v(ze) = v(zf)—gv?f),
1 _ .1 > 7,3 3 :
Viey = Up) — 20y — 4Y(p) — 3V(y)» co daje
1 -2 3
Rej=|0 1 —7/4
0 O 1



Mamy teraz
Q) = Qi vyl = QFF Beeyl' W[ Recsl 0liyriy) = QU vliprly

czyli (f) = QEJ)[R&_f]ik[Re(_f]jl. Sens tego wzoru jest jasny: macierze R.._ s przerabiaja

skladowe wektora v dane w bazie f; na jego skltadowe w bazie e;, a na te z kolei dziala
juz macierz Q). Macierzowo powyzszy wzor wyglada tak:

Q) = e(_f Q. Rey.

(symbol T oznacza transpozycje macierzy). Latwo sprawdzic¢, ze istotnie:

1 0 o0\ /1 2 3 1 -2 1 1 0 0
-2 1 ofl2 2 520 1 —7/4]=[0 -2 0
5 —7/4 1) \3 5/2 3 0 0 1 0 0 3

Oczywiscie mozna przejS¢ np. do bazy g; ktorej wektory sa proporcjonalne do wektorow
bazy fi: g = kf; (niema tu sumowania po i). Wtedy oczywiscie vj, = (1/ri)v{;) i
macierz formy kwadratowej () w bazie g; ma postaé

kK20 0
QW=|[0 —2s3 0
0 0 £k}

Wida¢ ze liczby na diagonali sie zmienig ale nie ich znaki.

Niezmienniczo§’sygnatury formy wzgledem przeskalowania wektorow bazy jest dosé
oczywista. Aby zobaczy¢, ze i bardziej skomplikowane transformacje synatury nie zmie-
niaja zdagonalizujmy jeszcze raz nasza forme () metoda Lagrange’a, ale zaczynajac “od
innego konca”:

5) 1
Q:$2+2y2+322+4zy+5yz+6x2:3(z—l—$+6y) — 277 —Ey — Ty
1

1
:3(z+x+%y)2—2(x+—y) 1

4 y

Widag¢, 7e jak poprzednio sygnatura jest (4, —, +) (kolejno$¢ plusow i minusow jest oczy-
wiscie bez znaczenia - liczy sie tylko liczba pluséw i minusow!). Tak jak poprzednio mo-
zemy z powyzszej postaci formy odczyta¢ zmiane bazy przestrzeni wektorowej i macierz
przejécia prowadzgce do diagonalnej postaci formy:

5
— 1 2 3
Uy = Ve T gle T Ve

] 1 % 1
2 _ 1 2 —
Vi = Ve T e Bpee=|{1 3 0],
010

3 o 2
YUy = Yle)
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(zmiana bazy z e; na h;). Zatem

0 0 1 1 2 3 o 1 -1
QW =RT , . QY. R._,=|1 0 -1 2 2 5/2 0 0 1
7
-1 1 - 3 5/2 3 1 -1 -3
0 0 1 30 0
7
-1 1 - 0 0 5

Jak wida¢ liczby na diagonali sie zmienily, ale sygnatura - nie.

Zadanie
Sprowadzi¢ do formy diagonalnej forme kwadratowa

Q = 119 + 1173 + X273 .

Rozwigzanie: Akurat tu od razu nie da sie zastosowa¢ metody Lagrange’a bo - jak
mowia komentatorzy meczow siatkarskich - “niema z czego uderzy¢”. Trzeba wiec najpierw
“ruszy¢ z posad bryte” formy kwadratowej (a nie jak kiedy$ chcieli niektorzy bryte swiata).
Podstawmy zatem x; = y; — yo, T2 = y1 + Y2, T3 = y3. Forma przyjmie wtedy postac

Q=yi —vys+2y1ys= (1 +¥3)> —¥5 — U3 .

i teraz juz mozna przej$¢ do zmiennych z; = y; + y3, 20 = Yo, 23 = y3, czyli y; = 21 — 23,
Yo = 22, Y3 = z3. Ostatecznie wiec zamiana zmiennych diagonalizujgca forme kwadratowsg
ma postac

Try = 21 — k2 — 23
Ty = 21+ 22 — 23
T3 = 23,

i w nowych zmiennych z; forma ma postac
_ 2 2.2

Postepujemy dalej jak w poprzednim zadaniu. Powyzsza transformacja daje nam macierz
R~! zmiany bazy

1 -1 -1
R'=|1 1 -1
0 0 1

Macierz ta rzeczywiscie diagonalizuje macierz formy Q:

1 1 0\ /0 & 3 1 -1 -1 1 0 0
(R")™ Q- R'=(-1 1 o[ 0 i])f1 1 —-1]=]0 -1 0
-1 -1 1)\ 2 0o/ \o 0o 1 0 0 -1

N
\)



Jesli uznaé, ze xq; = v(le), T = v(ze), T3 = v?e), sg sktadowymi wektora v w bazie e;, to
z = v(lf), 2y = v?f), Z3 = v?f), sg sktadowymi tego samego wektora w bazie wektorow

f, = ek(R_l)k-:

1 -1 -1
(fl,fg,fg) = (81,82,63) 1 1 —1
0 0 1

Macierz odwrotna, R, tez mozna znalezé: wystarczy wyrazi¢ zmienne z; przez x;. Wtedy
e; = f,.R*,, czyli

(61,62,63) = (f17f2,f3) —%

[ssXNIERNIES

Przypomnienie

Forma kwadratowa Q(x1,...,x,) jest dodatnio (ujemnie) okreslona, jesli jej wartos¢ na
dowolnym wektorze (z1,...,xz,) jest dodatnia (ujemna). Waznym narzedziem jest “kry-
terium minorowe”:

Jesli dodatnie sq wszystkie jej minory Myy, My ... My, (minor My jest wyznacznikiem
macierzy k X k wyjetej z lewego gdrnego rogu macierzy formy Q ), to forma Q) jest dodatnio
okreslona.

(Alternatywnie zamiast zada¢ dodatniosci kolejnych minoréw wyjmowanych z lewego gor-
nego rogu, mozna zadaé¢ dodatniosci kolejnych minoréw wyjmowanych z prawego dolnego
rogu). Forma jest ujemnie okreslona, gdy dodatnio okreslona jest forma —@Q), ktorej ma-
cierz ma wszystkie elementy ze zmienionym znakiem; inaczej, () jest ujemnie okreslona
gdy (—l)kMkk > 0.

W przypadku formy kwadratowe]

Q(z,y) = ax® + by? + 2dry = (x,y) (Z{ Z) <;j)

dwu zmiennych regute te mozna natychmiast sprawdzi¢: warunki My; = a > 0, My =
ab — d* > zapewniajg, ze forma ta

ab — d?
2

d
Q(z,y) = ax® + by* + 2dxy = a(x + ay)2 +
ma sygnature (4, +), co jest rownowazne jej dodatniej okreslonosci.

Zadanie
Dla jakich wartosci parametru A\ forma

) 2 -1 x
Q(z,y,2) =5z +y* + N\2? +doy — 222 — 29z = (z,y,2) | 2 1 ~—1 y
-1 -1 A z
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jest dodatnio okreglona?
Rozwigzanie: Kryterium “minorowe” daje warunki

M11:5>O, M22:1>O, M33:>\—2>O,

czyli forma jest dodtnio okreslona gdy A > 2. To samo mozna zobaczy¢ stosujac metode
Lagrange’s:

2 1 2 1
Qs 2) =blat+ 5y = 52" =55y = )" " + A" = 2z
2 1 1 6 1
=95 Zy— 222 2 2 N — 2)22
(z4 2y =22+ 2y =yt (A= )z
2 1 1
=5+ 2y — 22"+ 2y = 32)"+ (A - 2)2%,

co pokazuje, ze gdy X > 2, forma ma sygature (+. + .+), czyli jest dodatnio okreslona.”

Zadanie
Dla jakich wartosci parametru A\ forma

W = >
— W Ot

1
Q=2 +4y* + 22 + 2 vy + 1022 + 6yz = (7,9,2) | A
5

N e R

jest dodatnio okreslona?
Rozwigzanie: Kryterium “minorowe” daje warunki

My =1>0, Moy =4 — X >0, Mss = =105+ 30\ — \? > 0,

Z ostatniego 7 nich, rozwiazujac rwnanie kwadratowe Ms3(A) = 0 mamy pierwiastki
A\ = 15—2v/30 oraz Ay = 15+2v/30; pomiedzy A, a Ay minor M3 > 0. Poniewaz jednak
A1 > 3, warunek Ms3 > 0 jest sprzeczny z warunkiem Moo > 0, ktory jest spetniony tylko
gdy |A| < 2. Zatem forma ta nigdy nie jest dodatnio okreslona.
To samo mozna zobaczy¢ stosujac diagonalizacje Lagrange’a
Q = (z+ 57 + 3y)? — 242% — 5y° — (30 — 2\)xy

1 1
= (z+5z+3y)* =5y — (3 — gA)F + 5(15 — \)2? — 2427,

Stad juz widaé, ze sygnatura formy jest mieszana, niezaleznie od wartosci \.

"Uwaznie patrzac mozna dostrzec, ze wspolczynniki pojawiajace sié w metodzie Lagrange’a stosowanej
sukcesywnie do x, y i z) przed kolejnymi pelnymi kwadratami maja co§ wspolnego z minorami M1, Moo,
... Na tym w istocie rzeczy polega dowdd tw. Sylvestra.
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Zadanie
Zbada¢ sygnature formy kwadratowej

Q =22% +y? + 322 + 2\xy + 222,

w zalezno$ci od wartodci parametru \.
Rozwigzanie: Aby ustali¢ dla jakich wartoéci A forma jest dodatnio okreslona, mozna
postuzy¢ sie metoda wyznacznikowa, tj. zazadac¢ by dodatnie byty minory

2 A1
12| >0, 'i ;‘>O, A2 0]>0.
1 0 3

Dostaje sie stad warunki A2 < 2 i A2 < g, z ktorych drugi jest oczywiscie silniejszy.

Metoda ta mozna jeszcze ustali¢ dla dla jakich warto$ci A forma jest ujemnie okreslona,
ale nie mozna ustali¢ jej sygnatury, gdy nie jest ona okreSlonego znaku. W tym celu
trzeba ja zdiagonalizowaé, np. metoda Lagrange’a:

A1) A2\ 5,
2<x+§+§z) +(1—?)y —Ayz+§z

2 x+é—|—}z 2—|— 1—)\—2 A 2—|— §—)\72 2
272 2 )Y T ” 2 q_ox| "

Jesli tylko A\? # 2, mamy stad dodatni znak pierwszego wyrazu, dodatni (dla A\* < 2) badz
ujemny (dla A\? > 2) drugiego i znak wspotczynnika trzeciego wyraz wyznaczony przez

5 A2 5 —3)\?

2 4-2)2 7 2- )\
Zatem dla \? < g forma ma sygnature (+,+,+), dla \? = g sygnature (+,0,+), dla
g < A? < 2 sygnature (+, —, +) i dla 2 < A? znéw (kolejnosé pluséw i minusow nie gra tu
roli!) sygnature (+, —,+) (bo wprawdzie ujemny robi sie wspolezynnik drugiego wyrazu,
ale z kolei dodatni staje sie wspolczynnik trzeciego). Przez ciaglosé¢ (cokolwiek by to
pojecie tu mialo znaczy¢!) wynika, ze dla A\* = 2 sygnatura formy powinna by¢ (+, —, +).
Mozna to ustali¢ wracajac do przeksztalcen: Dla A = £1/2 mamy

Q

A10)? 5
Q = 2(z+Z+=2) F2yz+ =42
2

2 "9
A 1\* 5 1 S|

= 2 4= = 2y | —=y*.
(:B+2+22) +2(z¢5\fy) =

zgodnie z oczekiwaniami.
Nakomplikowali$émy sobie, podczas gdy stosujac metode Lagrange’a w innej kolejnosci
otrzymaliby$my:
1 5
Q=22 +9* + 322 + 2 ay + 202 = 3(2 + gzv)z + 5:52 + 2\zy + 9
1 5
=3(z+ §I)2 + (y + A\x)* + (§ — \a?,
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co od razu (tak jak metoda minorowa) pokazuje, ze forma jest dodatnio okreslona, gdy
A3 < % Moral 7z tego jest taki, ze przed zastosowaniem metody Lagrange’a dobrze jest
czujnie popatrzy¢, jak ja zastosowac...

Przypomnienie
Wektorem wlasnym (po ang. eigenvector) odwzorowania liniowego F' : V' — V. gdzie
dimV = n, nazywa sie taki wektor w € V', ze

F(w) = \w.

Liczba A (nalezaca do ciala K, nad ktorym rozpieta jest przestrzen wektorowa V') nazywa
sie wartoSciag wlasna (po ang. eigenvalue) wektora w (przy odwzorowaniu F'). Jesli
[Fleye)); jest macierza odwzorowania F' w bazie® e;, i = 1,2,3..., a wée) sa sktadowymi
w w tej samej bazie to mamy wtedy

[Foel jwiey = Awe -
czyli, zapisujac to samo inaczej,

i i J _
([Fleyo]'; = A" ;) wiy = 0,
(zero po prawej stronie nalezy rozumieé jako wektor o zerowych sktadowych, czyli wektor
zerowy). Powyzszy wzor jest po prostu linowym, jednorodnym uktadem n réwnan na n
wspotezynnikow w?e). Taki uktad rownan ma niezerowe rozwigzania wge) tylko wtedy, gdy
zeruje sie wyznacznik jego macierzy, tj. gdy

Wg(A) = det (F(e)(e) — )\I) =0.

Wyrazenie po lewej stronie nazywa sie wielomianem charakterystycznym macierzy (od-
wzorowania) F'. Niezerowe wektory wlasne (moze by¢ ich wiecej niz jeden; maksymalnie
n), tj. rozwigzania na ich wspotczynniki wge) w bazie e; istnieja tylko dla tych wartosci
A, dla ktorych wielomian charakterystyczny zeruje sie. Wartosci wlasne A odwzorowania
liniowego F' sa wiec pierwiastkami wielomianu charakterystycznego Wr(\) macierzy tego
odwzorowania. Wynika stad® Ze pierwiastki wielomianu charakterystycznego nie zaleza
od wyboru bazy, od ktorej zalezy posta¢ macierzy F', a sa tylko zalezne od samego od-
wzorowania. Wektory wlasne macierzy odpowiadajace réznym warto$ciom wlasnym sa
liniowo niezalezne.

Jesli przestrzen wektorowa V' jest nad cialem liczb rzeczywistych to mozliwe sg trzy
rézne sytuacje:

8Poniewaz I odwzorowuje V w V bedziemy zawsze tu przyjmowaé, iz obraz F(v) wektora v € V jest
rozpisany w tej samej bazie co sam wektor v. W zasadzie nic nie zabrania by obraz F(v) byl rozpisywany
w bazie innej niz e;, lecz prowadzitoby to do niepotrzebnych komplikacji rachunkowych.

Dowdd sprowadza si¢ do zauwazenia, ze det (Fieye) — A1) = det [R- (Fpy(5) — A1) - R7!] = det(R)-
det (F(f)(f) — /\I) . det(Rfl) = det (F(f)(f) — /\I), bo det(Ril) = [det(R)]il.
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