
Wst�pJest to zasadnizo powtórka ze szk. ±redniej, by¢ mo»e z niektórymi rzezami nowymi.1 Logika, arytmetyka zbiorów1.1 LogikaUwaga: Cz�sto sªowu "logika" nadaje si� szersze znazenie ni» temu o zym b�dzie poni-»ej: np. mówi si� "logizne my±lenie" w sensie wyi¡gania wniosków itp. Tu sªowo: "logika"oznaza "formalne reguªy dotyz¡e prawdziwo±i zda«".Def. Zdaniem w sensie logiki (zdaniem logiznym) nazywamy wyra»enie, któremumo»emy jednoznaznie przyporz¡dkowa¢ jedn¡ z dwóh warto±i logiznyh: prawd� (1)lub faªsz (0).Uwaga: W sensie logiki zdaniami nie s¡ zdania pytaj¡e i rozkazuj¡e.Przykªad: "Warszawa jest stoli¡ Polski" jest zdaniem (prawdziwym), "Pim jeststoli¡ Polski" jest zdaniem (faªszywym), "najªadniejsze kwiaty to malwy" nie jest zda-niem.Zdania zªo»one. Z jednego (lub kilku) zda« mo»emy utworzy¢ nowe zdania � zdaniazªo»one� przy pomoy operatorów logiznyh (zw. zasem te» spójnikami zdaniowymi,funktorami zdaniotwórzymi). Podstawowe operatory logizne to:1. Zaprzezenie (negaja) zdania: "∼". Dla zdania p zytamy: "nieprawda, »e p".Operaja jednoargumentowa: p ∼ p1 00 12. Koniunkja zda« p, q: "∧". ("Mno»enie" logizne). (W j�zykah programowaniakoniunkj� z�sto oznaza si� AND). Operaja dwuargumentowa: zytamy "p i q".Koniunkja dwóh zda« jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba s¡ prawdziwe,o ilustrujemy przy pomoy tabelki logiznej: p q p ∧ q1 1 11 0 00 1 00 0 03. Alternatywa zda« p, q: "∨". ("Dodawanie" logizne). (W j�zykah programowaniaalternatyw� z�sto oznaza si� OR). Operaja dwuargumentowa: zytamy "p lub q".Alternatywa dwóh zda« jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy o najmniej jednoz nih jest prawdziwe. Zapisujemy to przy u»yiu tabelki: p q p ∨ q1 1 11 0 10 1 10 0 04. Implikaja zda« p, q: "=⇒". Operaja dwuargumentowa: zytamy "je»eli p to q".
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p q p =⇒ q1 1 11 0 00 1 10 0 15. Równowa»no±¢ zda«: p, q: "⇐⇒". Operaja dwuargumentowa: zytamy "p wtedyi tylko wtedy gdy q". Dwa zdania s¡ równowa»ne, gdy s¡ oba jednoze±nie prawdziwelub jednoze±nie faªszywe: p q p⇐⇒ q1 1 11 0 00 1 00 0 16. Alternatywa wykluzaj¡a zda«: p, q: "∨". Operaja dwuargumentowa. Jest tooperaja dziaªaj¡a odwrotnie ni» równowa»no±¢: Wynik zadziaªania alternatywywykluzaj¡ej jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy gdy jedno ze zda« jest faªszywe,a drugie prawdziwe: p q p∨ q1 1 01 0 10 1 10 0 0Def. Tautologi¡ nazywamy zdanie zªo»one, które jest prawdziwe niezale»nie od war-to±i logiznyh zda«, z któryh jest zªo»one. (W j�zyku potoznym "tautologi¡" nazywa si�wyra»enie w stylu "masªo ma±lane", zyli powtórzenie tego samego, mo»e innymi nieo sªowami; tu de�-nija jest nieo szersza, gdy» dotyzy zda« zªo»onyh. )Niektóre prawa rahunku zda«:1. Prawo podwójnego przezenia: ∼ (∼ p)⇐⇒ p.2. Prawo wyª¡zonego ±rodka: Zdanie: p∨ ∼ p jest zawsze prawdziwe. Nieh p b�dziezdaniem: "Legia wygraªa"; wtedy ∼ p to "Legia przegraªa lub zremisowaªa".3. Prawa de Morgana:(a) Prawo zaprzezenia koniunkji: ∼ (p ∧ q) ⇐⇒ (∼ p) ∨ (∼ q). (o tym mo»nasi� przekona¢ bezpo±rednim rahunkiem, wstawiaj¡ mo»liwe warto±i logiznezda« i patrz¡ zy po lewej i prawej stronie dostanie si� to samo. Jest touniwersalna metoda sprawdzania, zy dwa zdania zªo»one s¡ równowa»ne.)
p q p ∧ q ∼ (p ∧ q) ∼ p ∼ q (∼ p) ∨ (∼ q)1 1 1 0 0 0 01 0 0 1 0 1 10 1 0 1 1 0 10 0 0 1 1 1 1(b) Prawo zaprzezenia alternatywy: ∼ (p ∨ q)⇐⇒ (∼ p) ∧ (∼ q).4. Prawo zaprzezenia implikaji: ∼ (p =⇒ q)⇐⇒ (p∧ ∼ q).2



5. Prawo transpozyji: (p =⇒ q)⇐⇒ (∼ q =⇒∼ p).6. Prawa ª¡zno±i:(a) �¡zno±¢ koniunkji: [(p ∧ q) ∧ r]⇐⇒ [p ∧ (q ∧ r)](b) �¡zno±¢ alternatywy: [(p ∨ q) ∨ r]⇐⇒ [p ∨ (q ∨ r)]7. Prawa rozdzielno±i:(a) koniunkji wzgl�dem alternatywy: (p ∧ q) ∨ r ⇐⇒ (p ∨ r) ∧ (q ∨ r)(b) alternatywy wzgl�dem koniunkji: (p ∨ q) ∧ r ⇐⇒ (p ∧ r) ∨ (q ∧ r)Kwanty�katory. Dotyz¡ form zdaniowyh
• Dla ka»dego x zahodzi φ(x) : ∀

x
φ(x)

• Istnieje taki x, »e zahodzi ψ(x) : ∃
x
ψ(x)Prawa de Morgana dla kwanty�katorów:

• ∼ ( ∀
x∈X

φ(x))⇐⇒ ∃
x∈X
(∼ φ(x))Przykª. Powiedzie¢, »e "nieprawda, »e wszystkie lizby naturalne s¡ parzyste" jesttym samym, o powiedzie¢, »e "istnieje taka lizba naturalna, która jest nieparzy-sta".

• ∼ (∃
x
ψ(x))⇐⇒ ∀

x∈X
(∼ ψ(x))1.2 ZbioryZbiór jest poj�iem pierwotnym, niede�niowalnym. Aby jednak na tym nie poprzesta¢ ipowiedzie¢ o o tu hodzi, to tak¡ pseudode�nij¡ mogªoby by¢: "o±, o zawiera elemen-ty".Def. Zbiorem pustym nazywamy zbiór, który nie zawiera »adnego elementu. Ozna-za si� go ∅.Def. Zbiorem sko«zonym nazywamy zbiór posiadaj¡y sko«zon¡ ilo±¢ elementów.Ilo±¢ elementów zbioru sko«zonego A oznazamy jako |A|, zasem te» #A.Def. Mówimy, »e zbiory A i B s¡ równe wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy element zbioru

A nale»y do zbioru B i ka»dy element zbioru B nale»y do zbioru A. Zapisujemy to tak:
A = B ⇐⇒ ∀x(x ∈ A⇐⇒ x ∈ B).Def. Zbiór A zawiera si� w zbiorze B wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy element zbioru Ajest jednoze±nie elementem zbioru B. Sytuaj� tak¡ oznazamy A ⊂ B, a o zbiorze Amówimy, »e jest podzbiorem zbioru B. Zapisujemy to tak: A ⊂ B ⇐⇒ (a ∈ A =⇒ a ∈ B).Przykªad. Zbiór lizb parzystyh jest podzbiorem zbioru lizb naturalnyh.Niektóre proste wªasno±i inkluzji (zawierania si� ) zbiorów:

• ∀A : ∅ ⊂ A (zbiór pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru A)
• ∀A : A ⊂ A (ka»dy zbiór jest swoim podzbiorem).3



Rysunek 1: Zbiór B zawiera si� w zbiorze A.
Rysunek 2: Zbiory A oraz B.Def. Je±li A ⊂ B i A 6= B, to mówimy, »e A jest podzbiorem wªa±iwym zbioru B.Pytanie: Ile podzbiorów ma zbiór sko«zony zawieraj¡y n elementów? Odp. 2n.Def. Sum¡ zbiorów A i B nazywamy zbiór tyh elementów, które nale»¡ do onajmniej jednego z tyh zbiorów. Zapisujemy to jako:
A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}.Def. Przei�iem (ilozynem) zbiorów A i B nazywamy zbiór tyh elementów,które nale»¡ do obu zbiorów. (Przei�ie nazywamy te» z�±i¡ wspóln¡). Zapisujemy tojako:
A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}.Def. Ró»ni� zbiorów A i B zapiszemy ju» tylko wzorem i zilustrujemy:
A \B = {x : x ∈ A ∧ x 6∈ B}.Def. Mówimy, »e zbiory A i B s¡ rozª¡zne wtedy i tylko wtedy, gdy nie maj¡wspólnyh elementów, tzn. gdy A ∩B = ∅.Dopeªnienie zbioru: Ka»dy zbiór A mo»emy uwa»a¢ za podzbiór jakiego± wi�kszegozbioru Ω (wtedy Ω nazywamy nadzbiorem zbioru A).

Rysunek 3: Zbiory: A ∪B, A ∩ B oraz A \B dla A, B z rys. 2.4



Rysunek 4: Dopeªnienie zbioru A wzgl�dem zawieraj¡ego go nadzbioru Ω.Def. Dopeªnieniem zbioru A do zbioru Ω nazywamy zbiór A′ = Ω \ A. (Czasemdopeªnienie A oznaza si� te» AC od "omplement").Przy pomoy poj�ia dopeªnienia mo»na np. wyrazi¢ ró»ni� mnogo±iow¡ poprzezinne operaje: A \B = A ∩B′.Przykª: Udowodnijmy to:
A B A \B B′ A ∩B′
∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈
∈ 6∈ ∈ ∈ ∈
6∈ ∈ 6∈ 6∈ 6∈
6∈ 6∈ 6∈ ∈ 6∈Def. Ilozynem kartezja«skim zbiorów A i B nazywamy zbiór par uporz¡dkowa-nyh (a, b), gdzie a ∈ A, b ∈ B:

A× B := {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}Przykª. Nieh x, y ∈ A = R. Wtedy (x, y) � par� lizb rzezywistyh mo»na interpretowa¢jako wspóªrz�dne punktu na pªaszzy¹nie. Tak wi� R×R to pªaszzyzna.Przykª.Nieh A � zbiór dat,B � zbiór miejs na Ziemi; wtedy A×B = {(data,miejsce)}� zbiór zdarze« historyznyh.Gdy we¹miemy: A � zbiór punktów otazaj¡ej nas przestrzeni; B � zbiór hwil zasu,to A× B nazywamy zasoprzestrzeni¡.Def. Analogiznie de�niujemy ilozyn kartezja«ski n zbiorów A1, A2, . . . , An jakozbiór n-ek uporz¡dkowanyh:
A1 × A2 × · · · × An := {(a1, a2, . . . , an) : a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}Przykª. Nasza przestrze«, w której »yjemy, to R3.1.3 Podstawowe zbiory lizbowe i ih oznazenia1. N = {1, 2, . . .} � zbiór lizb naturalnyh. ("natural")2. Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} � zbiór lizb aªkowityh. ("Zahlen")3. Q = {x : x = p

q
, p ∈ Z, q ∈ Z \ {0}, p, q � wzgl�dnie pierwsze } � zbiór lizbwymiernyh. ("quotient")4. R � zbiór lizb rzezywistyh ("real").
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1.4 Przedziaªy lizbowe i ih oznazenia1.4.1 Przedziaªy ogranizoneNieh a, b ∈ R i a < b.1. ]a, b[= {x ∈ R : a < x < b} (przedziaª obustronnie otwarty)2. [a, b[= {x ∈ R : a ¬ x < b}3. ]a, b] = {x ∈ R : a < x ¬ b}4. [a, b] = {x ∈ R : a ¬ x ¬ b} (przedziaª obustronnie domkni�ty)1.4.2 Przedziaªy nieogranizoneNieh a ∈ R.1. ]a,∞[= {x ∈ R : a < x}2. [a,∞[= {x ∈ R : a ¬ x}3. ]−∞, a] = {x ∈ R : x < a}4. ]−∞, a] = {x ∈ R : x ¬ a}2 FunkjeDef. Funkj¡ (stosuje si� te» nazw� odwzorowanie) okre±lon¡ na zbiorze X o warto±iahw zbiorze Y nazywamy przyporz¡dkowanie ka»demu elementowi x ∈ X dokªadnie jednegoelementu y ∈ Y . x nazywamy argumentem, za± y � warto±i¡ funkji. Zbiór X nazywamydziedzin¡ funkji. Zapisujemy: y = f(x). Dla jednozesnego podania funkji (sposobuprzyporz¡dkowania) oraz zbiorów X i Y piszemy: f : X → Y .Jako »e zmysªem zªowieka, odbieraj¡ym zdeydowan¡ wi�kszo±¢ bod¹ów jest wzrok,ni dziwnego, »e ªatwiej dostrze»emy ró»ne aspekty funkji patrz¡ na jej wykres.Def. Wykresem funkji f : X → Y nazywamy nast�puj¡y podzbiór G ilozynukartezja«skiego X × Y : G = {(x, f(x)) ∈ X × Y }.W sytuajah, z którymi najz�±iej b�dziemy mie¢ do zynienia (tzn. wykresami funk-ji rzezywistyh o argumentah rzezywistyh), wykres jest podzbiorem pªaszzyzny, tzn.zbiorem par (x, y). Na osi poziomej zaznazamy argumenty x, a na osi pionowej warto±ifunkji y = f(x).Uwaga. Do de�niji funkji trzeba poda¢ trzy rzezy: f , X, Y . Dwie funkje: f :
X1 → Y1 oraz f : X2 → Y2, dla któryh sposób przyporz¡dkowania f jest taka sama,ale X1 6= X2 lub Y1 6= Y2, uwa»amy za ró»ne! Np. f : R → R : f(x) = x + 1 oraz
f : N→ N : f(x) = x+ 1, uwa»amy za ró»ne, mimo i» reepta przyporz¡dkowania jest tasama!Def. Injekj¡ nazywamy odwzorowanie o wªasno±i: f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.(innymi sªowy, jest to odwzorowanie ró»nowarto±iowe)Przykª. Przykª.
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0-1-2 Rysunek 5: f1 : R→ R, f1(x) := x
2; f1 nie jest injekj¡ ani surjekj¡.Def. Surjekj¡ nazywamy takie odwzorowanie, »e ka»dy y ∈ Y jest obrazem pewnego

x ∈ X. Zapiszmy to u»ywaj¡ kwanty�katorów: ∀
y∈Y
∃
x∈X
: y = f(x). W tym przypadkumówimy te», »e f jest odwzorowaniem "na".Przykª. Def. Bijekj¡ nazywamy odwzorowanie, które jest jednoze±nie injekj¡ isurjekj¡.Przykª. Rozwa»my trzy funkje f1, f2, f3: f1 : R → R, f1(x) := x2; f2 : R →

R+ ∪ {0}, f2(x) := x2; f3 : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0}, f3(x) := x2. f1 nie jest iniekj¡ani surjekj¡; f2 nie jest injekj¡, ale jest surjekj¡; wreszie f3 jest zarówno injekj¡ jak isurjekj¡. Przykªad ten pokazuje, w jak du»ym (deyduj¡ym!) stopniu wªasno±i funkji(injektywno±¢, surjektywno±¢ itp.) zale»¡ od zbioru, na którym s¡ okre±lone.Bijekje s¡ wa»n¡ klas¡ odwzorowa«, gdy» mo»na dla nih okre±li¢ odwzorowanie od-wrotne.Def. Je±li f : X → Y jest bijekj¡, to odwzorowaniem odwrotnym do f (oznazanymjako f−1) jest odwzorowanie f−1 : Y → X, de�niowane tak: Je±li y = f(x), to f−1(y) = x.Przykª. We¹my f3 z powy»szego przykªadu. Mamy tu y = f(x) = x2, wi� x =
+
√
y = f−1(y).Def. Obrazem zbioru A ⊂ X przy odwzorowaniu f nazywamy zbiór B ⊂ Y oznazanyjako B = f(A) i okre±lony jako

B := ∪x∈Af(x)Def. Przeiwobrazem zbioru C ⊂ Y przy odwzorowaniu f nazywamy zbiór E ⊂ X,oznazany jako E = f−1(C) i okre±lony jako
E = {x ∈ X : f(x) ∈ C}Przykª. Rozwa»my funkj� f1 z powy»szego przykªadu: f1 : R→ R, f1(x) := x

2. Mamy: f1([1, 2]) =
[1, 4], za± f−1([1, 4]) = [1, 2] ∪ [−2,−1].Def. Poziomi¡ punktu c ∈ Y nazywamy przeiwobraz punktu c ∈ Y .7
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Rysunek 6: f2 : R→ R+ ∪ {0}, f2(x) := x2. f2 jest surjekj¡ ale nie injekj¡
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Rysunek 7: f3 : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0}, f3(x) := x2. f3 � bijekja
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Rysunek 8: Wykresy funkji sin x (zerw.) i cos x (nieb.).Przykª. Rozwa»my funkj� g : R2 → R, okre±lon¡ jako: g(x, y) = x2 + y2. Wtedy, dla c > 0,poziomia to zbiór punktów pªaszzyzny speªniaj¡yh równanie: x2 + y2 = c, w zym rozpoznajemyrównanie okr�gu o promieniu √c. Dla c = 0 poziomi¡ jest punkt (0, 0), a dla c < 0 � zbiór pusty.Def. Miejsem zerowym x0 funkji f nazywamy argument taki, »e f(x0)=0.Uwaga. U»ywaj¡ dopiero o wprowadzonej terminologii mówimy, »e zbiorem miejszerowyh funkji f jest poziomia f−1(0).Nast�puj¡e wªa±iwo±i funkji rzezywistyh (tzn. f : X → Y , gdzie X, Y s¡ pod-zbiorami R) s¡ z�sto wa»ne w zastosowaniah.Def. Monotonizno±¢ funkji:
• Funkj� f : X → Y nazywamy rosn¡¡ na zbiorze A ⊂ X ⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ A : x1 <
x2 =⇒ f(x1) < f(x2)

• Funkj� f : X → Y nazywamy malej¡¡ na zbiorze A ⊂ X ⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ A : x1 <
x2 =⇒ f(x1) > f(x2)

• Funkj� f : X → Y nazywamy staª¡ na zbiorze A ⊂ X ⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ A : f(x1) =
f(x2)Def. Funkj� f : X → Y nazywamy parzyst¡ ⇐⇒ ∀x ∈ D : f(x) = f(−x).Uwaga. Wykres funkji parzystej jest symetryzny wzgl�dem osi OY .Przykª. Funkja cos(x) jest parzysta na R.Def. Funkj� f : X → Y nazywamy nieparzyst¡ ⇐⇒ ∀x ∈ D : f(x) = −f(−x).Uwaga. Wykres funkji parzystej jest symetryzny wzgl�dem osi y.Przykª. Funkja sin(x) jest nieparzysta na R.9



Def. Funkj� f nazywamy ogranizon¡ z doªu
⇐⇒ ∃m∈R : ∀x∈D : f(x)  mDef. Funkj� f nazywamy ogranizon¡ z góry
⇐⇒ ∃M∈R : ∀x∈D : f(x) ¬MDef. Funkj� f nazywamy ogranizon¡ je±li jest jednoze±nie ogranizona z góry i zdoªu.Przykª. Funkja F1 : R+ ∋ x → F1(x) :=

1
x
∈ R jest ogranizona z doªu; F2 : R− ∋

x→ F2(x) :=
1
x
∈ R jest ogranizona z góry; F3 : R \ {0} ∋ x→ F3(x) :=

1
x
∈ R nie jestogranizona; a funkja F4 : R ∋ x→ F4(x) := sin

2(x) ∈ R jest ogranizona.Def. Funkja f : X → Y przyjmuje najwi�ksz¡ warto±¢ ymax ∈ Y dla x0 ∈ X ⇐⇒
f(x0) = ymax oraz ∀x∈X : f(x) ¬ f(x0).AnalogiznieDef. Funkja f : X → Y przyjmuje najmniejsz¡ warto±¢ ymin ∈ Y dla x0 ∈ X ⇐⇒
f(x0) = ymin oraz ∀x∈X : f(x)  f(x0).Przeksztaªenia wykresu funkji.

• Symetria wzgl�dem osi OX: Przeksztaªaj¡ wykres funkji y = f(x) przez symetri�wzgl�dem osi OX, otrzymamy wykres funkji y = −f(x).
• Symetria wzgl�dem osi OY : Przeksztaªaj¡ wykres funkji y = f(x) przez symetri�wzgl�dem osi OY , otrzymamy wykres funkji y = f(−x).
• Symetria wzgl�dem punktu (0, 0): Przeksztaªaj¡ wykres funkji y = f(x) przezsymetri� wzgl�dem punktu (0, 0), otrzymamy wykres funkji y = −f(−x).
• Przesuni�ie równolegªe wykresu o wektor [a, b]: W wyniku przesuni�ia równolegªegowykresu funkji y = f(x) o wektor [a, b] otrzymujemy wykres funkji y = f(x−a)+b.
• Skalowanie wykresu funkji: wykresy y = f(x) oraz y = Af(x). Przykª. Przy ana-lizie ruhu drgaj¡ego, z�sto u»ywa si� poj�¢: z�sto±¢, amplituda, faza Amplitudajest proporjonalna do ró»niy pomi�dzy maksymalnymi wyhyleniami (zynnik A);z�sto± jest proporjonalna do ilo±i drga« na jednostk� zasu (zynnik ω); wresziefaza φ to 'wyhylenie poz¡tkowe':

x = A sin(ωt+ φ).

• Symetria wzgl�dem prostej y = x: Przeksztaªaj¡ w ten sposób wykres funkji
y = f(x) otrzymamy wykres funkji odwrotnej y = f−1(x).3 Funkje: liniowa, kwadratowa, wielomiany, f. wymier-ne3.1 Funkja liniowaDef. Funkj¡ liniow¡ nazywamy funkj� f : R → R okre±lon¡ wzorem f(x) = ax + b,gdzie a, b ∈ R. 10
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Rysunek 9: Wykresy funkji f(x) (zerw.) i 2× f(x) (ziel.).

y

x

10

2

5

0
1

-5

-10

0-1-2

Rysunek 10: Wykresy funkji f(x) (zerw.) i f((1.5× x) (ziel.).
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Rysunek 11: Znazenie z�sto±i, amplitudy i fazy w ruhu drgaj¡ym: wykresy funkji:
sin(x) (zerwony) oraz 0.5 sin(2x+ 1) (zielony)
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Stw. Wykresem funkji liniowej f(x) = ax + b jest prosta o równaniu y = ax + b,nahylona do osi OX pod k¡tem α takim, »e a = tgα.Stw. Funkja liniowa jest: rys.
• rosn¡a ⇐⇒ a > 0,
• malej¡a ⇐⇒ a < 0,
• staªa ⇐⇒ a = 0.Jak powiedziano, wykresem funkji liniowej jest prosta. Patrz¡ na wszystkie mo»liweproste na pªaszzy¹nie, widzimy, »e posta¢ y = ax + b obejmuje prawie wszystkie przy-padki, z wyj¡tkiem jednej klasy � prostyh pionowyh. Aby uwzgl�dni¢ tak»e t� sytuaj�,dogodnie jest przyj¡¢ ogólniejsz¡ posta¢ równa« prostej, a mianowiie

Ax+By + C = 0, A 6= 0 lubB 6= 0Warunki równolegªo±i wykresów funkji liniowyh:
• Proste zadane jako wykresy funkji: y = a1x + b1 oraz y = a2x + b2 s¡ równolegªe
⇐⇒ a1 = a2.

• Proste zadane w postai ogólnej A1x + B1y + C1 = 0 oraz A2x + B2y + C2 = 0 s¡równolegªe ⇐⇒ A1B2 − A2B1 = 0.3.1.1 Równanie liniowe z jedn¡ niewiadom¡Def. Równaniem liniowym z jedn¡ niewiadom¡ nazywamy równanie postai ax + b = 0,gdzie a, b ∈ R.Mog¡ zahodzi¢ nast�puj¡e sytuaje dotyz¡e rozwi¡zalno±i takiego równania: rys.
• Je±li a 6= 0, to równanie ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie x = − b

a
.

• Je±li a = 0 i b = 0, to rozwi¡zaniem równania jest dowolna lizba rzezywista.
• Je±li a = 0 i b 6= 0, to równanie nie posiada rozwi¡za«3.2 Funkja kwadratowaDef. Funkj¡ kwadratow¡ (trójmianem kwadratowym) nazywamy funkj�: f(x) = ax2 +

bx+ c, gdzie a, b, c ∈ R, a 6= 0, x ∈ R.Wykresem funkji kwadratowej f(x) = ax2 + bx + c jest parabola o wierzhoªku wpunkie p = (− b
2a
,−∆
4a
), gdzie ∆ := b2 − 4ac nazywamy wyró»nikiem trójmianu kwadra-towego.Miejsa zerowe funkji kwadratowej.Funkja kwadratowa f(x) = ax2 + bx+ c: rys.

• ma dwa ró»ne miejsa zerowe (pierwiastki): x1 = −b−√∆2a , x2 = −b+√∆2a , gdy ∆ > 0;
• ma jedno miejse zerowe x0 = − b2a , gdy ∆ = 0;
• nie ma miejs zerowyh, gdy ∆ < 0. 13



Przykª. Rzut pionowy. Z miejsa znajduj¡ego si� 2 m nad podªog¡ rzuamy w gór�piªk� z pr�dko±i¡ poz¡tkow¡ 3m/s. Po jakim zasie piªka upadnie na podªog�? Zaªo»y¢warto±¢ przyspieszenia ziemskiego 10m/s2.Rozw. Droga w ruhu jednostajnie przyspieszonym okre±lona jest wzorem: s(t) = at2/2 + v0t + s0,gdzie a � przyspieszenie, v0 � pr�dko±¢ poz¡tkowa, s0 � droga w hwili t = 0. Pytamy zatem, jakiejhwili zasu t0 b�dzie odpowiadaªa wysoko±¢ s(t0) = 0. Mamy wi� równanie:
s(t) = −5t2 + 3t+ 2 = 0,sk¡d: ∆ = 49, √∆ = 7, t1 = 1[s], t2 = −0.4[s]. Tak wi� piªka upadnie na podªog� po upªywie 1sekundy. (Czemu odpowiada drugi pierwiastek t2?)Po»ytezne s¡Postai funkji kwadratowej:

• Posta¢ kanonizna: y = a(x− p)2 + q, gdzie p = − b
2a
, q = −∆

4a
.

• Posta¢ ilozynowa: Istnieje ⇐⇒ ∆  0. Je±li tak jest, to:
⋆ y = a(x− x0)2 gdy ∆ = 0,
⋆ y = a(x− x1)(x− x2) gdy ∆ > 0.Wzory Viéte'a:Gdy równanie kwadratowe ax2 + bx+ c = 0 ma pierwiastki x1, x2, to zahodz¡ wzory(Viéte'a)

x1 + x2 = −
b

a
, x1x2 =

c

a3.3 Funkje wymierne � homogra�eDef. Funkj� postai: f(x) = ax+b
cx+d

, gdzie c 6= 0 oraz ad − bc 6= 0, nazywamy homogra�¡.Dziedzin¡ homogra�i jest R \ {−d
c
}.Wykresem funkji homogra�znej jest hiperbola: wykres funkji y = 1

x
odpowiedniopoprzesuwany: Napiszmy równanie funkji homogra�znej:

f(x) =
a

c

x+ b
a

x+ d
c

= ... =
a

c
+
bc− ad
c2

1

x+ d
cWida¢, i» ogóln¡ homogra�� f(x) = ax+b

cx+d
powstaje ze 'standardowej' y = 1

x
przez: i)przesuni�ie pionowe o y0 = ac ; ii) przesuni�ie poziome o x0 = −dc ; iii) przeskalowanie ozynnik bc−ad

c2
.Prost¡ (poziom¡) o równaniu y = a

c
nazywamy asymptot¡ poziom¡; prost¡ (pionow¡)o równaniu x = −d

c
nazywamy asymptot¡ poziom¡.4 Funkje trygonometryzne4.1 Funkje trygonometryzne w trójk¡ie prostok¡tnym RysTrojkataDef. Sinusem k¡ta ostrego w trójk¡ie prostok¡tnym nazywamy stosunek przyprostok¡t-nej przeiwlegªej danemu k¡towi do przeiwprostok¡tnej:

sinα =
a

c14



Def. osinusem k¡ta ostrego w trójk¡ie prostok¡tnym nazywamy stosunek przyprosto-k¡tnej przylegªej do danego k¡ta do przeiwprostok¡tnej:
sinα =

b

cDef. Tangensem k¡ta ostrego w trójk¡ie prostok¡tnym nazywamy stosunek przyprosto-k¡tnej przeiwlegªej danemu k¡towi do przyprostok¡tnej przylegªej do danego k¡ta:
tgα =

a

bDef. Cotangensem k¡ta ostrego w trójk¡ie prostok¡tnym nazywamy stosunek przypro-stok¡tnej przylegªej do danego k¡ta do przyprostok¡tnej przeiwlegªej danemu k¡towi:
ctgα =

b

a
=
1

tg xUwaga. Czasem, ho¢ rzadko, u»ywa si� te» funkji seans i oseans. S¡ one de�niowanejako: secα = 1
sinα

, cosecα = 1
cosα

.4.2 Miara ªukowa k¡taDef. 1 radian (1 rad) jest to miara k¡ta opartego na ªuku, którego dªugo±¢ jest równadªugo±i promienia okr�gu.Mamy wi� proste wzory na zamian� miary k¡ta w stopniah αs na miar� ªukow¡ αr:
αr =

παs
180

, αs =
180αr
πW szzególno±i: 180o = π (rad); 90o = π

2
; 60o = π

3
; 30o = π

6
(podaj¡ k¡t w mierzeªukowej, z�sto si� ju» nie podaje »e jest on mierzony w radianah).4.3 Funkje trygonometryzne dowolnego k¡taMaj¡ zde�niowane funkje trygonometryzne dla dowolnego k¡ta α ∈ [0, π

2
[, ªatwo rozsze-rzy¢ te de�nije na dowolny inny k¡t. Robi si� to tak: Nieh α b�dzie k¡tem skierowanymF.tryg.dow.k¡taumieszzonym w ukª wsp. tak, »e jego poz¡tkowe rami� pokrywa si� z dodatni¡ póªosi¡

OX, a ko«owym ramieniem jest póªprosta o poz¡tku w punkie (0, 0). Na ko«owymramieniu wybieramy dowolny punkt P = (x, y), ró»ny od punktu (0, 0).Funkje trygonometryzne k¡ta α de�niujemy w sposób nast�puj¡y:
sinα =

y

r
, cosα =

x

r
,gdzie r jest odlegªo±i¡ punktu P od punktu (0, 0), za± r = √x2 + y2.

tgα =
x

y
, x 6= 0,więc α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

ctgα =
y

x
, x 6= 0,więc α 6= kπ, k ∈ Z15



4.3.1 Znaki funkji trygonometryznyh w poszzególnyh ¢wiartkah ukªa-du wspóªrz�dnyh: "W pierwszej wszystkie s¡ dodatnie,W drugiej tylko sinus,W trzeiej tangens i kotangens,A w zwartej osinus".4.3.2 Warto±i funkji trygonometryznyh dla niektóryh warto±i k¡tów:
α 0o 30o 45o 60o 90o

sinα 0 1
2

1√
2

√
3
2

1
cosα 1 √

3
2

1√
2

1
2

0
tgα 0 1√

3
1 √

3 NI
ctgα NI √3 1 1√

3
0 Tuwy-kre-syfunk-jitry-gon.4.3.3 Parzysto±¢ i nieparzysto±¢ funkji trygonometryznyh

• Funkja f(x) = cos(x) jest parzysta: cos(−x) = cos(x) ∀x∈R
• Funkja f(x) = sin(x) jest nieparzysta: sin(−x) = sin(x) ∀x∈R
• Funkja f(x) = tg(x) jest nieparzysta: tg(−x) = − tg(x) ∀x∈Df
• Funkja f(x) = ctg(x) jest parzysta: ctg(−x) = ctg(x) ∀x∈Df4.3.4 Okresowo±¢ funkji trygonometryznyh
• Okresem podstawowym funkji y = sin x oraz y = cosx jest 2π: Zahodzi: sin(x +
2kπ) = sin(x) oraz cos(x+ 2kπ) = cos(x) ∀x∈R, ∀k∈Z.

• Okresem podstawowym funkji y = tg x oraz y = ctg x jest π: Zahodzi: tg(x+kπ) =
tg(x) oraz ctg(x+ kπ) = ctg(x) ∀x∈Df , ∀k∈Z.Cz�sto±¢? Amplituda?4.3.5 Zwi¡zki pomi�dzy funkjami trygonometryznymi tego samego k¡ta,tzn. to»samo±i trygonometryzne

• sin2 α + cos2 α = 1 ∀α∈R � jest to tzw. jedynka trygonometryzna;
• tgα =

sinα

cosα
, α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z;

• ctgα =
cosα

sinα
, α 6= kπ, k ∈ Z;

• tgα ctgα = 1, α 6= kπ
2
, k ∈ ZPrzy u»yiu tyh to»samo±i trygonometryznyh mo»na udowodni¢ wiele innyh � zale»-nie od potrzeby. 16



Rysunek 13: Do wyprowadzenia wzoru na sinus sumy4.3.6 Zwi¡zki pomi�dzy funkjami trygonometryznymi ró»nyh k¡tówDla dowolnyh k¡tów α, β zahodz¡ zwi¡zki:
sin(α + β) = sinα cosβ + cosα sin β (1)
cos(α + β) = cosα cosβ − sinα sin β (2)Dow.We¹my k¡ty α, β > 0 i takie, »e α + β < π

2
(dla innyh, ªatwo b�dzie si� przekona¢o prawdziwo±i otrzymanyh wzorów). Rozpatrzmy sinus sumy. Popatrzmy na rys. 13:Odinek AQ wzi�li±my jako prostopadªy do OA, za± PQ jako prostopadªy do OQ. St¡d iz podobie«stwa trójk¡tów wynika, »e k¡t RPQ jest równy α.Mamy:

sin(α+ β) =
|PB|
|PO|Zaªó»my, »e dªugo±¢ |PO| znamy, i wyra¹my przez ni¡ dªugo±¢ |PB| = |PR| + |RB|.Mamy: |PQ||PO| = sin β, sk¡d |PQ| = |OP | sinβ. Dalej,

|PR|
|PQ| = cosα, sk¡d |PR| = |PQ| cosα = |OP | sinβ cosα.Dla odinka RB mamy: |RB| = |QA|. �eby wylizy¢ |QA|, najsampierw wylizmy
|OQ|:
|QA|
|OQ| = sinα, sk¡d |QA| = |OQ| sinα. Ale:

|OQ|
|OP | = cosβ, sk¡d |QA| = |OQ| sinα = |OP | sinα cosβ.Razem:
sin(α + β) =

|PR|+ |RB|
|PO| =

|OP |(sinα cosβ + sin β cosα)
|OP | = sinα cos β + sin β cosα,zyli pokazali±my wzór (1). 17



Dla oblizenia osinusa sumy, skorzystajmy z jedynki trygonometryznej:
cos2(α+β) = 1−sin2(α+β) = 1−sin2 α cos2 β−sin2 β cos2 α−2 sinα cosα cosβ sin β = . . .... zamieniamy 1 na sin2 α + cos2 α...

= sin2 α+ cos2 α− sin2 α cos2 β − sin2 β cos2 α− 2 sinα cosα cosβ sin β

= sin2 α(1− cos2 β) + cos2 α(1− sin2 β)− 2 sinα cosα cos β sin β
= sin2 α sin2 β + cos2 α cos2 β − 2 sinα cosα cosβ sin β

= (sinα sin β − cosα cos β)2;st¡d mamy
cos(α + β) = ±(sinα sin β − cosα cosβ).Jaki znak nale»y wzi¡¢: plus zy minus? We¹my przypadek maªyh k¡tów α i β. Wtedyosinusy s¡ bliskie +1, a sinusy bliskie zeru; widzimy wi�, »e w powy»szej równo±i nale»ywzi¡¢ minus. Ostateznie otrzymujemy
cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sin β,zyli wzór (2). bdoWynikaj¡ z nih, po przyj�iu α = β, zwi¡zki na funkje trygonometryzne podwojo-nego k¡ta

sin 2α = 2 sinα cosα, cos 2α = cos2 α− sin2 α (3)oraz poªówkowego k¡ta:
sin

α

2
=

√

1− cosα
2

, cos
α

2
=

√

1 + cosα

2
(4)4.3.7 Wzory redukyjne na sprowadzanie k¡ta do pierwszej ¢wiartkiOkresowo±¢ funkji trygonometryznyh oraz wzory na sum� k¡tów pozwalaj¡ sprowadzi¢dowolny argument funkji trygonometryznej do I. ¢wiartki.Przykª.

sin(270o + α) = sin 270o cosα+ cos 270o sinα = − cosα;
cos(180o − α) = cos 180o cos(−al)− sin 180o sin(−α) = − cos(−α) = − cosα4.4 Funkje odwrotne do funkji trygonometryznyhZ uwagi na okresowo±¢ funkji trygonometryznyh, nie mo»na zde�niowa¢ funkji od-wrotnyh do nih dla wszystkih argumentów. Funkj� odwrotn¡ do f mo»na zde�niowa¢dla tyh argumentów, dla któryh f jest wzajemnie jednoznazna.We¹my funkj� f(x) = sin x (+ zbiory, pomi�dzy którymi f dziaªa). Patrz¡ na wykres

y = f(x) = sin x, wida¢, »e f : X → Y jest funkj¡ wzajemnie jednoznazn¡, je±li za zbiórargumentów we¹miemy X = [−π
2
, π
2
], za± za zbiór warto±i Y = [−1, 1]. Funkj� odwrotn¡

sin−1(·) do funkji sin(·) nazywamy arcsin(·) i de�niujemy � zgodnie z de�nij¡ funkjiodwrotnej � jako: Je±li y = sin(x), to x = sin−1(y) = arcsin(y).18
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Rysunek 14: Wykres funkji y = f(x) = sin(x) (zerw.) oraz odwrotnej do niej y =
f−1(x) =arsin(x) (ziel.).Uwaga: Wzajemna jednoznazno±¢ sin : X → Y ma miejse tak»e w innyh sytu-ajah, np. Xns = [π2 , 3π2 ], Y = [−1, 1], i zde�niowa¢ funkj� arcsinns : [−1, 1] → [π2 , 3π2 ].Standardowa umowa mówi, »e za X bierze si� X = [−π

2
, π
2
].Ostateznie (aby oswoi¢ z ró»nymi notajami):Def.Dla funkji sin(·): [−π

2
, π
2
]
sin→ [−1, 1] de�niujemy odwrotn¡ do niej funkj� arcsin(·):

[−1, 1] arcsin→ [−π
2
, π
2
] jako: Je±li y = sin(x), to x = arcsin(y).(wi� np. arcsin(1) = π

2
, arcsin(1

2
) = π

6
itd.). Wykres funkji arcsin � zgodnie z ogóln¡reguªa uzyskiwania wykresów funkji odwrotnyh � otrzymuje si� z wykresu sin przezzamian� osi lub równowa»nie przez symetri� wzgl�dem osi y = x. Wykr.

sini
arcsin

Dla innyh funkji trygonometryznyh funkje odwrotne de�niuje si� jako:Def. Dla funkji cos(·): [−[0, π] cos→ [−1, 1] de�niujemy odwrotn¡ do niej funkj�
arccos(·): [−1, 1] arcsin→ [0, π] jako: Je±li y = cos(x), to x = arccos(y).Def. Dla funkji tg(·): ] − π

2
, π
2
[
tg→] − ∞,∞[ de�niujemy odwrotn¡ do niej funkj�

arctg(·): ]−∞,∞[arctg→ ]− π
2
, π
2
[ jako: Je±li y = tg(x), to x = arctg(y).4.4.1 Biegunowy ukªad wspóªrz�dnyhPunkt na pªaszzy¹nie mo»na zaznazy¢, zadaj¡ ukªad wspóªrz�dnyh i pisz¡ wspóªrz�d-ne punktu p w tym ukªadzie (s¡ to te» skªadowe wektora ~OP : Do wyznazenia poªo»eniaRys.punktu na pªaszzy¹nie mo»na jednak u»y¢ innego ukªadu wspóªrz�dnyh. Je»eli zamiast

(x, y) wprowadzimy r, φ przez
x = cosφ, y = sin φ(lub na odwrót: r = √x2 + y2, φ = arctg y

x
), to jest to równie dobry ukªad wspóªrz�dnyho (x, y): Ka»demu punktowi pªaszzyzny odpowiada dokªadnie jedna para lizb (r, φ)oraz na odwrót: Ka»dej parze (r, φ) odpowiada dokªadnie jeden punkt pªaszzyzny. (jestjeden WYJ�TEK: punkt (0, 0), gdzie k¡t φ nie jest okre±lony).Jedn¡ z wi�kszyh sztuk w matematye (i �zye) jest dobór odpowiedniego ukªaduwspóªrz�dnyh. Gdy si� go odpowiednio (do zagadnienia) dobierze, to problem z�sto19
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Rysunek 16: Wykres funkji y = f(x) =artg(x).
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Rysunek 17: Wykres kardioidy (5) lub (6) dla a = 1.znaznie si� upraszza lub nawet trywializuje.Przykª. Równanie okr�gu (o ±rodku w (0, 0) i promieniu R) ma we wspóªrz�dnyhkartezja«skih posta¢
x2 + y2 = R2za± we wspóªrz�dnyh biegunowyh

r = R, φ− dowolne.Przykª. Rozwa»my krzyw¡ (kardioid�)
(x2 + y2 − ax)2 = a2(x2 + y2), a > 0 (5)Analiza we wspóªrz�dnyh kartezja«skih, azkolwiek mo»liwa, jest do±¢ ui¡»liwa. Przejd¹-my jednak do wspóªrz�dnyh biegunowyh:

(r2 − ar cosφ)2 = a2r2 =⇒ r2 − ar cosφ = artzn.
r = a(1 + cosφ) (6)We wspóªrz�dnyh biegunowyh badanie jest o wiele ªatwiejsze i krzyw¡ mo»na narysowa¢"od r�ki".Przykª. Rozwa»my krzyw¡ (lemniskata Bernoulliego)

(x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2), a > 0 (7)Mo»na j¡ wykre±li¢ we wspóªrz�dnyh kartezja«skih, azkolwiek jest to do±¢ praohªon-ne. We wspóªrz�dnyh biegunowyh ma ona o wiele dogodniejsz¡ do analizy posta¢. Mamybowiem:
r4 = 2a2r2(cos2 φ− sin2 φ) = 2a2r2 cos 2φzyli

r2 = a
√

2 cos 2φ (8)21
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Rysunek 18: Wykres lemniskaty (7) lub (8) dla a = 1.

Rysunek 19: Do twierdzenia osinusów4.4.2 Twierdzenie osinusówWró¢my jeszze do do bardziej poziwej geometrii, tzn. tej dla trójk¡tów, i poka»my dwaªadne a zasem i po»ytezne twierdzenia.Rozpatrzmy trójk¡t o bokah dªugo±i a, b, c, gdzie k¡t mi�dzy bokami a i b wynosi α. p.rys. 19. Ma miejse nast�puj¡e uogólnienie twierdzenia Pitagorasa, zwane twierdzeniemosinusów.Tw.(osinusów). Zahodzi:
c2 = a2 + b2 − 2ab cosα. (9)Dow. Mamy:

b1
a
= cosα =⇒ b1 = a cosα.Z tw. Pitagorasa:

b21 + h
2 = a2, b22 + h

2 = c222



Rysunek 20: K¡t ±rodkowy β i k¡t wpisany. Warto±¢ k¡ta wpisanego α jest niezale»na odpoªo»enia wierzhoªka, i zahodzi relaja: β = 2α.We¹my ró»ni� tyh wyra»e«:
c2 − a2 = b22 + h2 − b21 − h2 = b22 − b21 = (b1 + b2)(b2 − b1)

= b(b2 + b1 − 2b1) = b(b− 2a cosα)
= b2 − 2ab cosαZatem:

c2 − a2 = b2 − 2ab cosα,a to jest dokªadnie (9) � teza tw. osinusów.�eby byªo sprawiedliwie, to opróz tw. osinusów b�dzie te» tw. sinusów.4.4.3 Twierdzenie sinusówNajsampierw poka»emy twierdzenie, znane (hyba) pod nazw¡ 'twierdzenia o k¡ie wpi-sanym i ±rodkowym'.Tw. (o k¡ie wpisanym i ±rodkowym). Rozpatrzmy okr¡g z zadan¡ i�iw¡. Nieh k¡t
β b�dzie k¡tem ±rodkowym z ramionami przehodz¡ymi przez ko«e i�iwy. Wówzas,dla dowolnego k¡ta wpisanego takiego, »e jego ramiona przehodz¡ przez ko«e i�iwy,miara α k¡ta wpisanego jest równa

β = 2α. (10)(p. rys. 20).Dow. Narysujmy odinek ª¡z¡y ±rodek okr�gu z wierzhoªkiem k¡ta wpisanego (od-inek niebieski na rys. 21). Otrzymujemy w ten sposób dwa trójk¡ty o k¡tah wewn�trz-nyh α1, τ1, γ1, α2, τ2, γ2. Ponadto oba te trójk¡ty s¡ równoramienne (maj¡ dwa boki równepromieniowi okr�gu), zyli α1 = τ1, α2 = τ2.Mamy nast�puj¡e, razej ozywiste relaje:
α1 + τ1 + γ1 = π, α2 + τ2 + γ2 = π =⇒ α1 + α2 + α1 + α2 + γ1 + γ2 = 2π,a »e te» zahodzi

α1 + α2 = α23



Rysunek 21:

Rysunek 22:to
2α + γ1 + γ2 = 2π.A »e
γ1 + γ2 + β = 2π;to ostateznie
2α = β.o pokazanie zego hodziªo. bdo.Wniosek. Wszystkie trójk¡ty wpisane w okr¡g, takie, »e jeden z boków stanowi ±red-ni� okr�gu, s¡ prostok¡tne. P. rys. 22.To teraz wªa±iweTw. (sinusów). Rozpatrzmy trójk¡t o bokah a, b, c, wpisany w okr¡g o promieniu R.Nieh k¡ty w trójk¡ie b�d¡: α (przeiwlegªy do boku a), β (do boku b), γ (do boku c)(p. Rys. 23). Wtedy zahodz¡ równo±i: 24



Rysunek 23: Ilustraja twierdzenia sinusów � p. wz. (11).
sinα

a
=
sin β

b
=
sin γ

c
=
1

2R
. (11)Dow. Zaªó»my, »e wszystkie k¡ty trójk¡ta s¡ mniejsze od k¡ta prostego (gdy tak niejest to rozszerzenie dowodu nie jest trudne). Dla k¡ta wierzhoªkowego α, którego ramionaprzehodz¡ przez ko«e boku a, narysujmy taki k¡t wierzhoªkowy (którego ramiona rów-nie» przehodz¡ przez ko«e boku a, a wi� ten k¡t jest równy α), którego rami� b�dzie±redni¡ okr�gu; ramiona tego» k¡ta s¡ pomara«zowe, p. rys. 24Tak wi� trójk¡t o obu ramionah pomara«zowyh jest prostok¡tny, i wida¢, »e

sinα =
a

2R
, =⇒ sinα

a
=
1

2R
.Identyzne rozwa»ania mo»na przeprowadzi¢ dla pozostaªyh par β, b i γ, c, sk¡d mamytez� (11) twierdzenia sinusów. bdo

25



Rysunek 24: Do dowodu twierdzenia sinusów.5 WielomianyWielomianem jednej zmiennej (tu: rzezywistej) nazywamy funkj�
W (x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0, gdziean, an−1, . . . , a1, a0 ∈ R, x ∈ RLizby an, an−1, . . . , a1, a0 nazywamy wspóªzynnikami wielomianu.Je±li an 6= 0, to lizb� n nazywamy stopniem wielomianu: degW = n. ("degree")Je±li ∀x∈RW (x) = 0, to wielomian nazywamy zerowym. Ma on wszystkie wspóªzynnikirówne zeru. Takiemu wielomianowi nie przypisujemy »adnego stopnia. (Mo»na mu te»przypisa¢ stopie« −∞).Def. Mówimy, »e Dwa wielomiany f(x), g(x) zmiennej rzezywistej s¡ równe⇐⇒ gdyprzyjmuj¡ te same warto±i dla ka»dej warto±i zmiennej x: f = g ⇐⇒ ∀x∈Rf(x) = g(x).Mamy prosteTw. Dwa wielomiany f(x), g(x) zmiennej rzezywistej s¡ równe (zapisujemy to: f ≡ g)wtedy i tylko wtedy gdy maj¡ równe wspóªzynniki przy tyh samyh pot�gah zmiennej

x. Tw. (o dzieleniu wielomianów) Je±li f(x), g(x) s¡ wielomianami i g(x) nie jest wielo-mianem zerowym, to istniej¡ takie wielomiany q(x), r(x), »e f(x) = q(x)g(x)+ r(x), przyzym deg r < deg g. Wielomian q(x) nazywamy ilorazem wielomianów f i g, za± wielomian
r � reszt¡ z dzielenia f przez g.Def. Je±li r(x) ≡ 0, to mówimy, »e wielomian f jest podzielny przez wielomian g.Def. Pierwiastkiem wielomianu f nazywamy tak¡ lizb� rzezywist¡ x0, »eW (x0) = 0.Tw. Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian x− a jest równa W (a).Wniosek (Tw. Bézout). Lizba a jest pierwiastkiem wielomianuW (x) wtedy i tylkowtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez x− a.Inna posta¢ zapisu. Je±li a jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to mo»na go zapisa¢w postai: W (x) = p(x)(x − a) , gdzie p(x) jest wielomianem stopnia o 1 ni»szego ni»
W (x).Tw.Ka»dy wielomian o wspóªzynnikah rzezywistyh mo»na przedstawi¢ w postaiilozynu wielomianów stopnia o najwy»ej drugiego.Tw.Ka»dy wielomian n�tego stopnia ma o najwy»ej n pierwiastków.Tw.Ka»dy wielomian stopnia nieparzystego ma o najmniej jeden pierwiastek.26
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Rysunek 25: Pierwiastek 1− i 2−krotny dla funkji f(x) = (x− 1)2(x+ 1).Def. Lizb� a nazywamy k�krotnym (gdzie k ∈ N) pierwiastkiem wielomianu W (x)
⇐⇒ W (x) jest podzielny przez (x− a)k, ale nie jest podzielny przez (x− a)k+1. Lizb� knazywamy krotno±i¡ pierwiastka.6 Funkje wymierneDef. Funkj�: f(x) = P (x)

Q(x)
, gdzie P (x), Q(x) s¡ wielomianami i Q(x) 6≡ 0, nazywamyfunkj¡ wymiern¡. Dziedzin¡ Df tej funkji jest zbiór Df = {x ∈ R : Q(x) 6= 0}.7 Funkja wykªadniza i logarytmizna7.1 Funkja wykªadnizaFunkj� wykªadniz¡ de�niuje si� najsampierw dla wykªadników naturalnyh. Dla dowol-nego a ∈ R oraz n ∈ N mo»na zapisa¢:

an = a · a . . . a (n razy) (12)St¡d od razu wynika, »e:
an · am = an+m (13)oraz
(an)m = anm (14)Przyjmujemy, »e a0 = 1.Ujemn¡ pot�g� de�niujemy rozszerzaj¡ zasad� (13) przez dopuszzenie, aby n,m byªydowolnymi lizbami aªkowitymi. We¹my:

a−nan = a−n+n = a0 = 1sk¡d
a−n =

1

an
(15)27



(zakªadamy tu, »e a 6= 0). St¡d od razu mamy
(

a

b

)n

=
an

bn
(16)De�niujemy nast�pnie pot�gi uªamkowe. Tu zakªadamy, »e a > 0 (zaraz si� oka»e dlaze-go). Oznazmy: b = a 1n . Mamy:

bn =
(

a
1

n

)n
= a

1

n
·n = a1 = ao znazy, »e b = n

√
a, zyli

a
1

n = n
√
a. (17)Dowoln¡ pot�g� wymiern¡ lizby a de�niujemy teraz jako

a
p

n = ( n
√
a)p (18)gdzie n ∈ N, p ∈ Z.Mamy te»: Je±li a > 1 i b > 0, to ab > 1 i, w konsekwenji, je±li c1 > c2, to ac1 > ac2.(Dla a < 1 znaki trzeba odwrói¢). To pozwala przez i¡gªo±¢ zde�niowa¢ ab dla dowolnyh

a > 0 i b ∈ R. Wida¢ te», »e funkja wykªadniza jest monotonizna (rosn¡a dla a > 1 imalej¡a dla a < 1).Wykresy funkji wykªadnizej dla a > 1 i a < 1 wygl¡daj¡ tak:Jako »e funkja wykªadniza f(x) = ax jest rosn¡a (we¹my, dla ustalenia uwagi,
a > 1) w aªej swojej dziedzinie, (dziedzin¡ jest R a zbiorem warto±i R+) to istniejefunkja do niej odwrotna. Zwiemy j¡ logarytmem.7.2 Funkja logarytmiznaZakªadamy, »e a > 0, a 6= 1.Def. Dla danyh a oraz y, je±li x jest takie, »e ax = y, to x nazywamy logarytmem opodstawie a z y i oznazamy: x = loga y. Dziedzin¡ logarytmu jest R+, a zbiorem warto±i
R. Mamy wi� dla dowolnego a: loga a = 1 (poniewa» a1 = a) oraz loga 1 = 0 (poniewa»
a0 = 1). Wªasno±i (13) odpowiada:

loga(b · c) = loga b+ loga c oraz loga

(

b

c

)

= loga b− loga c (19)a wªasno±i (14):
loga(b

c) = c loga b (20)W szzególno±i
loga(

n
√
b) =

1

n
loga b (21)Znazenie logarytmów. Skala logarytmizna.Cz�sto si� zdarza, »e trzeba przeliza¢ logarytmy o ró»nyh podstawah. Najbardziejhyba rozpowszehnione s¡ logarytmy dziesi�tne (tzn. o podstawie 10) i naturalne o pod-stawie e ≈ 2, 718... (o lizbie e powiemy wi�ej za kilka wykªadów). Jak przeliza¢ jednena drugie? 28
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Rysunek 26: Funkja wykªadniza ex (zerw.) i logarytmizna loge x (ziel.)Rozwa»my ogólniejsz¡ sytuaj� � logarytmów o dwóh podstawah a oraz b. Wyra¹myteraz loga x przez logb x.Wyra¹my najsampierw a jako pewn¡ pot�g� b. Napiszmy: a = bA i obustronnie zloga-rytmujmy. Mamy: loga a = 1 = loga(bA) = A loga b, sk¡d
A =

1

loga bWe¹my teraz: y = ax; mamy wi�: x = loga y. Z drugiej strony, logb y = logb(bAx) = Ax =
1
loga b

x zyli
loga b logb y = loga y (22)Przykª. Bior¡ a = e, b = 10, mamy: ln y = ln 10 · log10 y ≈ 2, 303 log10 y.8 Zasada indukji matematyznejZbiór lizb naturalnyh posiada bardzo wa»n¡ wªasno±¢, której z�sto si� u»ywa w dowo-dah. Mówi ona »e:Nieh b�dzie dana jaka± wªasno±¢ lizb naturalnyh (nazwijmy j¡ tez¡ indukyjn¡ Tn,która speªnia nast�puj¡e warunki:1. Lizba 1 posiada t� wªasno±¢ (tzn. teza T1 jest prawdziwa),2. Je±li lizba n posiada t� wªasno±¢, to posiada j¡ równie» lizba n+1 (tzn. prawdziwajest implikaja: Tn =⇒ Tn+1).Zasada indukji oznaza, »e przy powy»szyh zaªo»eniah, ka»da lizba naturalna po-siada t� wªasno±¢ (tzn. teza Tn jest prawdziwa dla ka»dej n ∈ N).Zasada indukji odpowiada nast�puj¡ej intuiji: Je±li prawdziwa jest teza T1, to � namoy 2) � prawdziwa jest równie» teza T2. Skoro tak, to z 2) prawdziwa jest równie» teza

T3, i znów u»ywaj¡ 2) prawdziwa jest teza T4 itd.Przykª. Nierówno±¢ Bernoulliego: Mówi ona, »e:29



Tw.Dla ka»dej lizby naturalnej n i ka»dej lizby rzezywistej a  −1 zahodzi wzór
(1 + a)n  1 + na (23)Dow.1. Sprawdzamy prawdziwo±¢ tezy T1, tzn. zy nierówno±¢ jest prawdziwa dla n = 1.Mamy: 1 + a  1 + a zyli ok.2. Sprawdzamy prawdziwo±¢ implikaji Tn =⇒ Tn+1. Zapiszmy praw¡ stron� Tn+1:

(1 + a)n+1 = (1 + a)n(1 + a)  ‖korzystamy z zaªo»enia o prawdziwo±i Tn...... oraz »e (1 + a)  0‖  (1 + na)(1 + a) = 1 + (n+ 1)a + na2  1 + (n+ 1)azyli, zakªadaj¡ prawdziwós¢ tezy Tn, otrzymali±my prawdziwo±¢ tezy Tn+1. Z za-sady indukji wynika wi�, »e teza Tn jest prawdziwa dla ka»ej n ∈ N � tzn. »enierówno±¢ (23) jest prawdziwa ∀n ∈ NPrzykª. Dwumian Newtona. Najsampierw jednak zde�niujemy (a dla tyh, o znaj¡,przypomnimy) symbol silnia: n! = 1 · 2 · 3 . . . (n− 1) · n, (przyjmujemy te», »e 0! = 1), anast�pnie wspóªzynniki Newtona:
(

n
k

)

=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

1 · 2 · 3 · · · · k (24)
=

n!

k!(n− k)! (25)zakªadamy, »e n i k s¡ to lizby naturalne, oraz n  k. Mamy:
(

n
0

)

= 1,

(

n
n

)

= 1.Poka»emy teraz, »e ∀n, k ∈ N, n  k zahodzi
(

n
k

)

+

(

n
k − 1

)

=

(

n+ 1
k

)

.Lizymy bezpo±rednio:
(

n
k

)

+

(

n
k − 1

)

=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

1 · 2 · 3 · · · · k +
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 2)

1 · 2 · 3 · · · · (k − 1) · k
k

=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 2)(n− k + 1 + k)

1 · 2 · 3 · · · · k =

(

n+ 1
k

)

.Teraz przyst�pujemy do udowodnienia wzoru dwumiennego Newtona:Tw.∀ a, b ∈ R, ∀n ∈ N zahodzi
(a+ b)n = an+

(

n
1

)

an−1b+

(

n
2

)

an−2b2+ · · ·+
(

n
k

)

an−kbk + · · ·+
(

n
n

)

bn. (26)Uwaga. Dla n = 1 wzór (26) jest ozywisty. Dla n = 2 i n = 3 wzór wzór (26) powinien by¢znany ze szkoªy ±redniej (a je±li nie jest, nieh Czytelnik sprawdzi, »e (a+b)2 = a2+2ab+b2;
(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3. 30



Tak wi�, zgodnie ze shematem dowodu indukyjnego:1. teza T1 jest prawdziwa.2. Aby pokaza¢ wynikanie Tn =⇒ Tn+1, we¹my praw¡ stron� równo±i (26) dla n+ 1.Mamy:
(a + b)n+1 = (a + b)n(a+ b) = (a+ b)na+ (a+ b)nb,i korzystaj¡ teraz z zaªo»enia o prawdziwo±i Tn, mamy

(a+ b)n+1 =

= an+1 +

(

n
1

)

anb+

(

n
2

)

an−1b2 + · · ·+
(

n
k

)

an−k+1bk + · · ·+
(

n
n

)

abn+

+anb+

(

n
1

)

an−1b2 + · · ·+
(

n
k − 1

)

an−k+1bk + · · ·+
(

n+ 1
n

)

abn + bn+1 =

= an+1 +

(

n + 1
1

)

anb+ · · ·+
(

n+ 1
k

)

an−k+1bk + · · ·+
(

n + 1
n

)

abn + bn+1,a jest to wªa±nie lewa strona równo±i (26) dla n + 1. Zatem, mo»emy zako«zy¢ dowódmówi¡, »e3. Równo±¢ (26) jest prawdziwa dla ka»dego n ∈ N.Uwaga. Wzór na dwumian Newtona daje si� zapisa¢ o wiele króej u»ywaj¡ symbolusumy:
(a+ b)n =

n
∑

k=0

(

n
k

)

an−kbk (27)Tu symbol: ∑nk=0Ak oznaza, »e nale»y utworzy¢ sum� n+ 1 skªadników, które powstaj¡z wyra»enia Ak przez podstawianie na miejse k kolejno lizb 0, 1, 2, . . . , n.Przykª. (startuje si� od n0 > 1) Pokaza¢, »e ∀n > 4 zahodzi 2n > n2.Przykª. (u»ywa si� tezy nie tylko Tn, ale te» Tn−1 aby pokaza¢ prawdziwo±¢ Tn+1) Ci¡g Fibonaiego.Okre±lony jest on rekurenyjnie: F1 = F2 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2. Pokaza¢, »e dla dowolnego n ∈ Nzahodzi
Fn =

1√
5

[(

1 +
√
5

2

)

n

−
(

1−
√
5

2

)

n
]
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