1  Wz6ér Taylora dla funkcji wielu zmiennych

1.1 Wzér Taylora

Niech O C RY — zbi6r otwarty. Niech f : O — R — funkcja klasy C" (tzn. rézniczkowalna
r razy i r—te pochodne sa ciagte). Niech x,z9 € O, h = x — ¢, przy czym niech x, xg
beda takie, aby 2o +6h € O dla 0 <6 < 1.

Utworzmy funkcje pomocniczg,

o(t) = f(xog+th), te]0,1]. (1)

Z wtasnosci f wynika, ze ¢ jest ciagta na [0, 1] oraz rézniczkowalna r razy w sposob ciagly
na |0, 1[. Policzmy kolejne pochodne tej funkcji.

o(t) = flal +th*,z2 +th?, ...zl +th"),
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Napiszmy dla ¢ wzor Taylora dla przyrostu argumentu réwnego 1 i z reszta w postaci
Lagrange’a:

1 1 1 1
1 — O ! O A 0 - r—1 O AT 9
p(1) = p(0) + 39'(0) + 5;¢"(0) + oo (0) + —#"(0)
(tu 6 € [0,1]).
Wstawiajac otrzymane wyzej wzory na pochodne ¢, otrzymujemy:
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gdzie R, jest reszlq r—tego rzedu:

1 o f
f=1 Z 0%1(‘31:22 ...0xtr

T.
11,0201,

(zo + OR) W B> .. hi", (3)

I to jest juz kompletny wzor Taylora.

Przykl. Rozwiniecie w szereg Taylora funkcji f(z,y) = In(1 + x + 2y). Dwie postaci
zapisu wyzszych pochodnych.

Czasem moze nam przyjS¢ ochota na oszacowanie reszty. Podamy tu takie proste
oszacowanie.



1.2 Proste oszacowanie reszty

Stw. Wezmy kule domknieta IC = K (g, p), gdzie p jest takie, ze K C O. Wtedy istnieje
taka stata M, ze

| By | < MI[h||" (4)
dla wszystkich = € IC.
Dow. Wiemy, ze funkcje ciagte na zbiorze zwartym sg ograniczone; tak wiec
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dla wszystkich € K i pewnej dodatniej stalej M'. Tak wiec reszte R, we wzorze (4)
szacujemy przez
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Uzasadnienie ostatniej nieréwnosci: Przypomnijmy sobie nieréwnosé Schwarza: Zapodaje
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i oznaczajac: M = M/NE

otrzymujemy wzor (4) czyli teze

1.3 Moral
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Podsumujmy: Wzor Taylora mozemy zapisa¢ w postaci
f(l’() + h) =

[wielomian stopnia (r — 1) od zmiennych h', h?
gdzie R, —

P WY+ R,
mala stopnia wyzszego niz ||h||"7!, tzn. spelniajaca

Rr h—0
_— 0.
D

Wzor Taylora pozwala na przyblizenie skomplikowanych funkcji przez wielomiany, z ktorymi
jest mie¢ do czynienia na ogo6t o wiele prosciej



W zastosowaniach najczesciej spotyka sie zastepowanie funkeji przez wielomian pierwszego

lub drugiego stopnia. Koniecznos¢ analizy wyzszych poteg tez zdarza sie, ale rzadko.

Przykt. Energia drgan czasteczki o dwu lub wiecej atomach w poblizu potozenia réwnowagi. Kiedy$
pisaliémy wyrazenie na energie potencjalng uktadu N sprzezonych oscylatoréw harmonicznych — byta to
forma kwadratowa w wychyleniach 2 z polozenia réwnowagi:

N N
1.2 N Qg
Qz ,z%,...,x :E E gijrtal.
i=1 j=1

Nazywa sie to przyblizenie harmoniczne. Czasem istnieje konieczno$é¢ wyjscia poza to przyblizenie.

2 Ekstrema i punkty stacjonarne

Niech @ C RY - zb. otwarty, niech 2y € O, niech f: O — R RYS.
Def. Mowimy, ze f ma w zy maksimum, jezeli

v f(x) < flwo). (5)

€O

Def. Mowimy, ze f ma w z( Sciste maksimum, jezeli
vV [f(x) < f(zo). (6)
zeO

Def. Méwimy, ze f ma w xy maksimum lokalne, jezeli

3 vV f(z) < fl=o) (7)
p>0  zeK(zo,p)
Uwaga. Analogicznie méwimy o minimum, minimum $cistym, minimum lokalnym, jesli
zmienimy znaki nieréwnosci w definicjach powyzej.
Stw. Niech O C RY — zb. otwarty, niech f € C*(O), niech zy € O. Niech f ma w
punkcie xg minimum lokalne. Wtedy

of
oxt

(o) =0, i=1,...,N (8)

(tzn. wszystkie pochodne czastkowe sa rowne zeru w zy).
Dow. Dla wickszej jasnoéci zapiszmy tu jawnie wspotrzedne punktu zg:

xo = (xf, 22, z)).
Warunek (7) na minimum lokalne mozna przeformutowaé mowiac, ze f(xo+h)— f(xg) >0
dla dowolnego wektora przyrostu h. Skoro tak, to wezmy wektor przyrostu posiadajacy
tylko pierwszq sktadowa r6zna od zera, a wszystkie pozostate réwne zeru. W ten sposob,
f(xo+h)— f(xo) jest funkcja tylko jednej zmiennej x'. Przypomnijmy sobie teraz tw. dla
funkcji jednej zmiennej F'(x) mowiace, ze jezeli F'(x) posiada w z* maksimum lokalne, to
F'(x*) = 0. W naszej wersji oznacza to, ze %(xo) = 0.

Wezmy teraz wektor przyrostu h o niezerowej drugiej sktadowej, a wszystkich pozostatych
rownych zeru. Analogiczne rozumowanie prowadzi do wniosku, ze %(Z‘o) = 0. Itd. W ten
sposOb otrzymujemy (8).
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Z teorii funkcji jednej zmiennej przypominamy sobie, ze warunek F”(z*) byl warunkiem
koniecznym, ale nie dostatecznym na to, aby F' posiadala w punkcie z* maksimum.
Analogicznie jest w przypadku funkcji wielu zmiennych: Warunek (8) jest warunkiem
koniecznym, aby w x istniato maksimum (méwi o tym powyzsze Stwierdzenie), ale
implikacja: (8) = (f posiada maksimum w zy) na ogot nie jest prawdziwa.

Def. Niech f € C1(O), O — zbior otwarty w RY. Méwimy, ze f ma w xo € O punkt
krytyczny (zwany tez stacjonarnym), jesli

of
oxt

W przypadku funkcji jednej zmiennej mozna bylo podaé¢ kryterium na to, aby punkt
krytyczny byl maksimum (minimum); byl to warunek, aby druga pochodna funkcji w
punkcie krytycznym byla mniejsza (wigksza) od zera!.

W przypadku funkcji wielu zmiennych réwniez mozna poda¢ warunek dostateczny na
to, aby punkt krytyczny byl maksimum (minimum). Jest to jednak bardziej skomplikowane
niz w przypadku funkcji jednej zmiennej, i aby ten warunek podaé¢, przypomnimy najsampierw
kilka faktow z zakresu teorii form kwadratowych.

Def. Niech k£ € RY. Formg kwadratowg na RY nazywamy funkcje

(l’g)io, ’L:].,,N (9)

w(k) = i\f: wijk'K’ (10)

4,j=1

Wspoélezynniki wystepujace w powyzszym wyrazeniu tworza macierz formy kwadratowe;j:

w11 w12 Ce WIN
W21 W29 Ce Wa N .

— macierz symetryczna: = w;; = wj; (11)
WN1T WN2 ... WNN

Dla macierzy formy kwadratowej (11) zdefiniujmy nastepujace liczby Dy, Ds, ..., Dy.

D1 = W11 (12)
D, = det ( L @ ) (13)
Wo1 Wa2

W11 Wiz W13
D3 = det W21 W2 Wa3 (14)
W31 Ws2 Ws3

itd.,
w11 w12 Ce WIN
W21 W22 ... WoN
WN1 WN2 ... WNN

Tw. (Kryterium dodatniej/ujemnej okreslonosci form kwadratowych).

INie byt to warunek najogdlniejszy, ale tego ogdlniejszego warunku nie bedziemy tu przypominadé,
gdyz rozszerzenie go na przypadek funkcji wielu zmiennych wymaga znacznie bardziej zaawansowanej
teorii



1. Jesli wszystkie D; sg wieksze od zera: D; > 0dlai=1,2,..., N, to dla dowolnego
niezerowego wektora k € RY zachodzi:

w(k) >0
(taka forme nazywamy Scisle dodatniq).

2. Jesli zachodzi: (—=1)'D; > 0 dla ¢ = 1,2,..., N, to dla dowolnego niezerowego
wektora k € RV zachodzi:
w(k) <0

(taka forme nazywamy $cisle ujemng).

Dow. byl on juz niedawno w czesci 'algebraicznej’ wyktadu.

Przykt. Niech N = 2. Forma w, (k) = k% + k3 jest cigle dodatnia, forma w_ (k) = —k% — k3 jest
Scisle ujemna, za§ forma wy_ = kiks nie jest ani dodatnia, ani ujemna.

Def. (Przypomnienie — osta¢ kanoniczna formy kwadratowej): Jest to taka forma, ze
macierz formy jest macierza diagonalng z liczbami: 1,0, —1 na przekatnej. Innymi stowy,

Gl = S = D (P (m < N).

Tw. Kazda forme kwadratowa mozna przez liniowa zamiane zmiennych doprowadzi¢ do
postaci kanonicznej, ktora jest jedyna z dokladnoscia do przenumerowania zmiennych
(tzn. ilo$¢ pluséw i minusow w postaci kanonicznej formy jest jednoznaczna).

Tw. (warunek dostateczny istnienia ekstremum). Niech f € C?(0), O — otwarty w

R¥. Niech ¢ € O — punkt krytyczny funkcji f, tzn. gmfi (xg) =0, i=1,...,N. Niech

2

o0xtozI

Dgy(z) = det ( (o) >0 (1<14,j< s))

dla s =1,2,...,N. Wtedy f ma w z( $ciste minimum lokalne.

Dow. Wypiszmy wzor Taylora dla f do 2. rzedu, uwzgledniajac, ze zy jest punktem
krytycznym:
1 X o%f

f(ZI}) :f(l’o)‘i‘* OriOri

ij=1
Drugie pochodne f z zalozenia sa ciagle, a co za tym idzie — funkcje D, tez sa ciggle,
wiec istnieje p > 0 takie, ze Dy(x) > 0 dla + =€ K(xo, p). Dla wszystkich x — a wiec w
szczegolnosei dla x = g + 6h.
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3 Ekstrema zwiazane (warunkowe)

3.1 Rozwigzanie przez funkcje uwiklane

Czesto w matematyce /fizyce mamy do czynienia z sytuacja, gdy musimy znalez¢ ekstrema

jakiejs funkcji przy natozonym okres§lonym warunku. Na przyktad, chcemy znalezé prostopadtoscian
o mozliwie najwiekszej objetosci przy warunku, ze pole powierzchni tego prostopadloscianu

jest ustalone.



Niech f : O ¢ RY — R, O — otwarty. Niech P C O. (dalej zazwyczaj bedziemy
rozwazac przypadki, gdzie P jest zadany jako poziomica pewnej rozniczkowalnej funkcji
9)-

RYS.

Def. Niech py € P. Méwimy, ze funkcja f(x) ma w punkcie pg minimum lokalne przy
warunku, ze x € P, jesli istnieje otoczenie V punktu py w O takie, ze

o, ®) = (po).
Rozpatrzmy konkretniej przypadek N = 2. Niech ¢ : O — R, ¢ jest klasy C*'. Niech
P = {(z,y) € R? : g(x,y) = 0} (tzn. P jest zadany jako zerowa poziomica g). Niech
bedzie dana funkcja f € C'(0O). Szukamy ekstremow funkcji f(x,y) przy warunku, ze
g9(@,y) = 0.

Sytuacja, gdy szukamy ekstremum funkcji bez zadnych warunkéw, na ogoét rozni sie
zasadniczo od tej, gdy szukamy ekstremoéw przy natozeniu jakiego$ warunku.

Przykt.  f(z,y) = 2zy,9(z,y) = 22 + y* — 1. Gdy szukamy ekstreméw f bez zadnego warunku,
to ekstremow nie ma: jest jeden punkt krytyczny (0,0), ktory jest siodtem. Rozwazmy teraz sytuacje,
gdy szukamy ekstremow f przy warunku g(z,y) = 0. Sparametryzujmy okrag przez kat ¢ we wsp.
biegunowych: x = cos ¢, y = sin ¢; wtedy f obcieta do okregu jest dana réwnaniem: F'(¢) = f(cos ¢, sin ¢) =
T 5T

T 1}, co odpowiada

%,i%); w tych punktach warto$¢ f jest réwna 1; i dwa minima w
¢ € {38, It} tun. (i%,qﬁ%) — w tych punktach wartosé¢ f jest —1. RYS.

Wroémy do ogolnego przypadku funkeji zaleznej od dwoch zmiennych f(z,y) przy
warunku g(z,y) = 0. Rozwiazanie problemu znajdowania ekstremum warunkowego mozemy
znalez¢, postugujac sie niedawno udowodnionym twierdzeniem o funkcjach uwiktanych.
Bedziemy zaklada¢, ze rownanie: g(z,y) = 0 da sie (przynajmniej lokalnie) rozwikltaé¢ do
postaci y = y(z); da sie tak zrobi¢, gdy %Z # 0. Wstawmy uzyskana funkcje y(z) do funkeji
f. Zdefiniujmy: F(z) = f(x,y(z)). W ten sposob, badanie ekstremow funkeji f(x,y) przy
warunku g(z,y) = 0 sprowadza sie do badania ekstremoéw funkcji F(z).

Funkcja F(z) posiada punkt xg podejrzany o ekstremum, gdy

dF

2singcos¢ = sin2¢, i funkcja F ma cztery ekstrema: dwa maksima w ¢ € {
punktom na plaszczyznie: (+

a(‘IO) = 07
Policzmy pochodng funkcji F'. Mamy
dFr  of of dy
ar (‘973:<I’y<x>> + a*y(%y(ﬂﬁ)) dr

oraz 5
dy  %(zy()

dr %z, y(x))

Punkt (zo,y0) (gdzie yo = y(x)) bedzie podejrzany o ekstremum, gdy spelniona bedzie
rownosc

of of %(%7?;0)
—(x0,Y0) — = (x0,yp) - $&=——"—= = 0. 16
s 20 = ) - Y (16)

Jest to jedno rownanie na dwie liczby xy oraz yy. Pamietajmy jednak, ze mamy tez drugie
réwnanie

9(x0,Y0) = 0. (17)



3.2 Przeformulowanie — metoda mnoznikéw Lagrange’a

Wzor (16) nie wyglada mito. Lagrange podal schemat, ktory w znacznie bardziej przejrzysty
sposOb pokazuje sposob liczenia ekstreméw warunkowych.

Uzyskuje sie to wprowadzajac dodatkowa zmienna A (A jest nazywane mnoznikiem
Lagrange’a), okreslona jako:

%(Ioayo)

A= (18)
%(xoa Yo)
Roéwnanie (16) mozna wtedy zapisa¢ jako:
Jo = Ags =0, (19)
za$ definicje mnoznika Lagrange’a A jako
fy — Agy = 0. (20)
(pamietajac, ze caly czas mamy tez trzeci warunek (17)).
Wprowadzmy teraz funkcje:
Warunek konieczny istnienia ekstremum zwigzanego mozemy teraz zapisaé¢ jako
D (20, y0) = fu(To,90) — Age(T0,%0) = 0 (22)
@, (70, %0) = fy(0,0) — Agy(w0,%0) = 0 (23)
9(xo,0) = 0. (24)

Jest to uktad 3 rownan na 3 niewiadome; z tego rzadko potrzebujemy znaé A, rozwigzujemy
wiec go tak aby wyznaczy¢ tylko (z,vo)-

Przykt.  f(z,y) = 2xy,g9(x,y) = 22 + y* — 1 raz jeszcze. Mamy: ®(z,y) = 22y — M2z? +y? — 1).
Warunek konieczny istnienia ekstremum jest:

@, (w0,90) = 0 = yo — Ao 0, (25)
®,(20,90) =0 =20 —Ayo = 0, (26)
g(zo,y0) = 0. (27)

Mnozac pierwsze z powyzszych réwnan przez yg, drugie przez zy i odejmujac stronami, otrzymamy:

x3 — y2 = 0, co daje zg = +yo. Uwzgledniajac teraz trzecie réownanie dostajemy: (xo,y0) = (:I:%, :t%)

1

oraz ('r07y0) = (i\/iv

:F%) — zgodnie z tym co dostaliSmy uprzednio.

3.3 Badanie warunku dostatecznego

W przypadku znajdowania ekstremoéw funkeji bez naltozonych zadnych warunkéw, po
znalezieniu punktoéw krytycznych, jako podejrzanych o ekstrema, trzeba byto je dodatkowo
zbadac, aby zobaczy¢, czy sa ekstremami, czy nie. Gdy mamy kandydatéow na ekstrema
warunkowe, rowniez powinno si¢ przeprowadzi¢ analogiczne badanie. Jest to zazwyczaj
bardziej skomplikowane niz w przypadku kandydatéw na ekstrema ’bezwarunkowe’. Sg tu
trzy zasadnicze sposoby postepowania.



1. Gdy zbior, na ktorym szukamy ekstremow warunkowych, jest zwarty (tzn. domkniety
i ograniczony), to mozemy skorzysta¢ z tw. Weierstrassa mowiacego, iz funkcja
na zbiorze zwartym osiagga swoje kresy. W ten sposob, gdy z metody mnoznikow
Lagrange’a znajdziemy punkty podejrzane o ekstrema warunkowe, to liczymy wartosé
funkcji w tych punktach; w ten sposob znajdujemy wartos¢ najwieksza i najmniejsza.
Przykt. f(z,y) = xy, g(x,y) = 2 +y> — 2 raz jeszcze: Poziomicy zerowa funkcji g jest okrag, wiec

zbior zwarty. W znalezionych juz punktach (1,1) i (—1,—1) warto$¢ f wy nosi +1, a w punktach
(=1,1) i (1,—1) wynosi —1. Dwa pierwsze sa wiec maksimami, a dwa pozostate — minimami.

2. Badamy kandydatéw na ekstrema warunkowe, korzystajac z teorii funkceji uwiktanych.

3. Wyznaczamy mnozniki Lagrange’a i liczymy druga pochodna funkcji ® z uzyskanymi
mnoznikami w znalezionych punktach krytycznych, a nastepnie badamy okreslonosé
tej formy kwadratowej ograniczonej do plaszczyzny stycznej do poziomicy g(z) = 0.

Dwie ostatnie recepty brzmia by¢ moze dos¢ abstrakcyjnie; podam konkretniejsze przyktady w
wolnej chwili.

3.4 Przypadek gdy mamy M warunkéw

Moze sie wreszcie zdarzy¢, ze musimy znalezé ekstremum funkcji f przy nalozonym nie
jednym, a M warunkach. Sprecyzujmy to tak:
Niech O € R¥*M 'niech f € C'(O). Niech gy, ga, ..., g9 € C*(O) i niech

P={zcR"™ g (2) =0Aga(x) =0A--Agy(z) =0}

RYS.

Podamy teraz (ale uzasadnienie sobie darujemy?) sposob, w jaki znajdujemy kandydatow
na ekstrema w tym przypadku. (Tu réwniez uzasadnienie — jako materiat nadobowigzkowy
— planuje w wolnej chwili napisa¢.)

Utworzmy mianowicie funkcje

Pz, A) = f(z) + Mgi(®) + Aaga(x) + -+ + Agn (2); (28)
wystepujace tu liczby A, ..., Ay sa parametrami, zwanymi mnoznikami Lagrange’a. Przy-
rownajmy nastepnie do zera pochodne:

0P af 891 dgmr

— + A Ay =0

ot ot T Mgat T MM T

o0 8f 391 Ogm
A A =0

022 " 0a2 T Mgar T T Mg =0

0P 0 0 0
_ / NES W L g1 Ay M 9m  _ 0

OxN+M OxN+M oz N+]\/[ OxN+M

(razem N + M rownarn) oraz

91:0, ggz(),...,gM:O.

2Podobnie jak w filmie *Toy Story 2’ bohater negatywny Al darowal sobie prysznic przed wylotem do
Tokio



Razem mamy N + M + M rownan na N + M + M niewiadomych. Rozwiazujac te
rownania dostaniemy zestaw x', ..., 2V tM oraz A, ..., \ys (tych ostatnich zazwyczaj nie
potrzebujemy). W ten sposéb mamy kandydatow na ekstrema.

Przykt. Na elipsie %2 + % = 1 znalez¢ punkty najmniej odlegly od prostej 3z —y +9 = 0.

Rozw. Niech p; = (z1,y1) nalezy do elipsy, za$ ps = (x2,y2) — do prostej. Musimy znaleZ¢ najmniejsza
wartosé odleglosci pomiedzy punktami py i po: d(p1,p2) = \/(:1:1 —x9)? + (y1 — y2)? przy warunkach, ze
p1 nalezy do elipsy, za$ ps do proste;.

Yatwiej bedzie rozwiazywac rownowazny problem badania kwadratu odleglosci d pomiedzy punktami
p1 oraz po: . Musimy zatem znalezé ekstrema funkcji

f(@1,m2,91,92) = d*(p1,p2) = (w1 — 22)* + (y1 — y2)?

przy dwoch warunkach:

2?2

Zl + 51 —1=0 przynalezno$é do elipsy (29)
oraz

3zg —y2+9 =0 przynalezno$¢ do prostej (30)

Postepujac we wskazany wyzej sposéb, tworzymy funkcje:

$2 2
@:(m1—$2)2+(y1—y2)2+/\(41—|—y91—1>+M(3$2—y2+9),

(A, p — mnozniki Lagrange’a), liczymy jej pochodne, przyrownujemy do zera i rozwiazujemy powstaty
uktad réwnan.
No wiec do dzieta. Liczymy pochodne ® po kolejnych zmiennych i przyréwnujemy do zera:

62% = 2:61 — 21‘2 + %/\1'1 = 0
% = 2y — 2y + %)\yl = 0
SLo= 242 -p = 0

Liczac 'na sztuki’ niewiadome, mamy 4 powyzsze rownania plus jeszcze 2 rownania (29) i (30): razem 6
roéwnan, na 6 zmiennych: x1,y1, T2, y2, A, u. Wyglada to, delikatnie méwiac, niemito. Wazne jest, aby przy
analizie takich ukladéw nie przestraszy¢ sie, oraz zachowaé §wiezos¢ spojrzenia. Na ogét wtedy okazuje
sie, ze 'nie taki diabel straszny’... Dodajmy bowiem do siebie dwa pierwsze z réwnan (31), oraz réwnanie
trzecie i czwarte. Otrzymamy wowczas:

%)\x1+3u = 0,
%)\yl—u = 0.

Teraz, mnozac drugie z powyzszych réwnan przez 3 i dodajac stronami, wyeliminujemy p i dostaniemy:

1 2
5)\1‘1 + g)\y1 =0,
skad wynika, ze
4
A=0 1lub x1+§y1=0.

Okazuje sie, ze pierwsza mozliwo$¢ (tzn. A = 0) prowadzi do sprzecznodci (niech Czytelnik sprébuje to
wykazaé). Druga zas daje:

4
€Tl = _§y17
skad po wstawieniu do pierwszego réwnania wiezéw mamy
1.2 + LY. S R
991 9191 = Y1 = /5

skad dla x; dostajemy
xr1 =+

Bl



Mamy zatem dwa punkty na elipsie, podejrzane o minimalizowanie odleglodci:

= (L 2) o (L)
Ktory z nich jest prawdziwym minimum? Najprosciej uzyskamy odpowiedz, korzystajac z argumentu

'zwarto$ciowego’ (ur 1 z listy powyzej). Do tego musimy policzy¢ odlegtosci od prostej do punktéw p oraz
/

p-
Podsumujmy: Odp.: Punktem na elipsie najmniej odlegtym od prostej jest pmin = (z1,%1) =

()
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