
1 Operatory: Symetryczne/Hermitowskie, Ortogonalne/

Unitarne

W rozdziale tym zakªadamy, »e mamy do czynienia z przestrzeniami wektorowymi z
iloczynem skalarnym oznaczanym, jak dot�ad, przez (·|·). Przestrzenie te mog�a by¢ zarówno
nad R (euklidesowe), jak i nad C (unitarne).

1.1 Operator sprz�e»ony

Niech F b�edzie endomor�zmem V . Utwórzmy iloczyn skalarny (x|Fy).
Def. Operatorem sprz�e»onym do F nazywamy taki operator F †, »e dla dowolnych

wektorów x, y ∈ V zachodzi
(x|Fy) = (F †x|y). (1)

�atwo sprawdzi¢, »e F † jest operatorem liniowym, tzn. dla dowolnych x1, x2 ∈ V , λ ∈ K
speªnia:

F †(x1 + x2) = F †x1 + F †x2, F †(λx) = λF †x. (2)

We¹my np.:

(x1 + x2|Fy) = (x1|Fy) + (x2|Fy) = (F †x1|y) + (F †x2|y) = (F †x1 + F †x2|y),

a z drugiej strony
(x1 + x2|Fy) = (F †(x1 + x2)|y);

z porównania lewych stron i faktu, »e wektory x1, x2, y s�a dowolne, mamy pierwsz�a z
wªasno±ci (2). Co do drugiej, mamy

(λx|Fy) = λ̄(x|Fy) = λ̄(F †x|y) = (λF †x|y),

oraz
(λx|Fy) = (F †(λx)|y);

porównuj�ac prawe strony, mamy drug�a z wªasno±ci (2).
Stw. Operacja sprz�e»enia posiada wªasno±ci:

1. (F +G)† = F † +G†.

2. (λF )† = λ̄F †.

3. (F †)† = F .

4. (F ◦G)† = G† ◦ F †.

Dow. Sprawdza si�e te wªasno±ci prosto, korzystaj�ac z de�nicji sprz�e»enia i wªasno±ci
iloczynu skalarnego. Wª. 1. jest banalna. Sprawd¹my (aby si�e nie myliªa z liniowo±ci�a

F †), wªasno±¢ 2.:

(x|(λF )y) = (x|λFy) = λ(x|Fy) = λ(F †x|y) = (λ̄F †x|y),

a »e, z drugiej strony, wyraz, z którego startowali±my, to

(x|(λF )y) = ((λF )†x|y),
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to przez porównanie prawych stron otrzymamy 2..
Teraz 3.:

(x|Fy) = (F †x|y) = (y|F †x) = ((F †)†y|x) = (x|(F †)†y).

Sprawd¹my jeszcze wª. 4.:

(x|(F ◦G)y) = (x|F (G(y))) = (F †x|Gy) = (G†(F †x)|y) = ((G† ◦ F †)x|y);

a »e z drugiej strony
(x|(F ◦G)y) = ((F ◦G)†x|y)

to przez porównanie prawych stron otrzymujemy wªasno±¢ 4.

1.2 Macierz operatora hermitowsko sprz�e»onego w bazie ortonor-
malnej

Zadajmy w przestrzeni V baz¢ e ortonormaln�a e = (e1, . . . , en). Niech A b�edzie macierz�a
operatora F w tej bazie, za± B niech b�edzie macierz�a operatora F † w tej bazie:

A = (aij) = [F ]ee , B = (bij) = [F †]ee.

Pomi�edzy elementami macierzy A oraz B zachodzi nast�epuj�acy zwi�azek:

aij = (ei|Fej) = (F †ei|ej) = (ej|F †ei) = b̄ji

Mo»emy t�e wªasno±¢ wypowiedzie¢ sªowami: Macierz B jest macierz�a transponowan�a

(zamiana i ←→ j) i sprz�e»on�a (w sensie zespolonym). Wypowiadamy to krócej, mówi�ac,
»e macierz B jest hermitowsko sprz�e»ona do macierzy A. Oznaczamy j�a tak samo jak dla
operatorów:

B = A†.

Uwaga. Gdy K = R, to sprz�e»enie zespolone nie wyst�epuje i macierz B jest po prostu
transponowan�a macierz�a A.

Uwaga. Powy
szy zwi�azek pomi�edzy macierzami A = [F e]e oraz B = [F
†]ee, mówi�acy,

»e B = A†, zachodzi tylko w bazie ortonormalnej. Gdy baza nie jest ortonormalna,
zwi�azek ten jest bardziej skomplikowany. Mo»e Czytelnik spróbuje wyprowadzi¢ go w
tym ogólniejszym przypadku?

1.3 Operatory zachowuj�ace iloczyn skalarny

Def. Mówimy, »e F ∈ EndV zachowuje iloczyn skalarny, je»eli dla dowolnych x, y ∈ V
zachodzi

(Fx|Fy) = (x|y) (3)

Operatory zachowuj�ace iloczyn skalarny posiadaj�a nast�epuj�ace wªasno±ci:

1. S�a izomor�zmami. Warunek (3) mo»na przepisa¢ jako: ||Fx|| = ||x||, tzn. Fx =
0⇐⇒ x = 0, tzn. KerF jest trywialny, wi�ec F jest odwracalny.
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2. Zachowuj�a odlegªo±¢:

d(Fx, Fy) = ||Fx− Fy|| = ||F (x− y)|| = ||x− y|| = d(x, y).

3. Tworz�a grup�e wzgl�edem operacji skªadania. Element neutralny to odwzorowanie
identyczno±ciowe. Istnienie elementu odwrotnego wynika z 1), za± zªo»enie dwóch
operatorów F,G zachowuj�acych iloczyn skalarny te» zachowuje iloczyn skalarny:

(Fx|Fy) = (x|y), (Gx|Gy) = (x|y) =⇒ (G ◦ Fx|G ◦ Fy) = (Fx|Fy) = (x|y),

tzn. G ◦ F te» zachowuje iloczyn skalarny.

Operatory zachowuj�ace iloczyn skalarny inaczej si�e nazywaj�a w przestrzeniach nad C i R.
Def.

• Dla K = C, operatory zachowuj�ace iloczyn skalarny nazywaj�a si�e unitarne. Grupa
wszystkich operatoró unitarnych w przestrzeni n−wymiarowej oznaczana jest U(n).

• Dla K = R, operatory zachowuj�ace iloczyn skalarny nazywaj�a si�e ortogonalne. Grupa
wszystkich operatoró ortogonalnych w przestrzeni n−wymiarowej oznaczana jest
O(n).

Przykª.

1. Operator obrotu o k�at α w pªaszczy¹nie (tzn. V = R2, K = R) jest operatorem
ortogonalnym.

2. Niech V = R3, K = R. Operator odbicia w pªaszczy¹nie przechodzi�acej przez ±rodek
jest operatorem ortogonalnym.

Stw. Dla F ∈EndV nast�epuj�ace warunki s�a równowa 
ne:

1. F zachowuje iloczyn skalarny.

2. F †F = I.

3. F † = F−1.

4. macierz A = [F ]ee operatora F w pewnej (a wi�ec i ka»dej) bazie ortonormalnej
speªnia warunek A†A = I.

5. F przeksztaªca pewn�a (a wi�ec i ka»d�a) baz�e o.n. w baz�e o.n.

Dow. Równowa»no±¢ 1. i 2. wynika natychmiast z de�nicji operatora sprz�e»onego (1) i
warunku zachowywania iloczynu skalarnego (3) � wystarczy tylko zapisa¢ ten ostatni jako

(Fx|Fy) = (F †Fx|y) = (x|y)

Równowa»no±¢ 2., 3. i 4. jest oczywista. Poka»emy, »e 1⇐⇒ 5.
1 =⇒ 5: Je»eli e jest baz�a ortonormaln�a, to

(Fei|Fej) = (ei|ej) = δij,
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a wi�ec zbiór wektorów (Fe1, . . . , Fen) te» jest baz�a ortonormaln�a.
5 =⇒ 1: Je±li F przeksztaªca baz�e ortonormaln�a e w baz�e ortonormaln�a (Fe1, . . . , Fen),

to

(Fx|Fy) = (F (
n∑
i=1

xiei)|F (
n∑
j=1

yjej)) =
n∑
i=1

n∑
j=1

x̄iyj(Fei|Fej)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

x̄iyjδij =
n∑
i=1

x̄iyi = (x|y)

(skorzystali±my tu z faktu, »e w bazie o.n. iloczyn skalarny ma posta¢ kanoniczn�a).
Uwagi.

1. Warunek A†A = I oznacza, »e A−1 = A†. Tak wi�ec macierz odwrotna do macierzy
ortogonalnej (unitarnej) to macierz transponowana (hermitowsko sprz�e»ona).

2. Równo±¢ A†A = I oznacza, »e
∑n
j=1 ā

j
ia
j
k = δik; a to z kolei znaczy, »e kolumny

a1, a2, . . . , an macierzy A tworz�a baz�e ortonormaln�a w Kn. Analogiczna sytuacja ma
miejsce z wierszam � wynika to z równo±ci AA† = I.

1.4 Operatory hermitowsko samosprz�e»one (hermitowskie)

Def. Mówimy, »e operator F ∈ EndV jest hermitowsko samosprz�e»ony lub hermitowski

(u»ywa si�e te» terminu samosprz�e
ony), gdy zachodzi

F † = F.

Samosprz�e»ono±¢ operatora sprawdza si�e ªatwo, gdy mamy baz�e o.n. i wypiszemy macierz
A = [F ]ee operatora w tej bazie. Wówczas warunek samosprz�e»ono±ci jest

aij = ā
j
i .

Macierz, speªniaj�ac�a powy»szy warunek, nazywamy:

• macierz�a hermitowsk�a, gdy K = C;

• macierz�a symetryczn�a, gdy K = R.

1.4.1 Znaczenie operatorów hermitowskich

1. Kwadryki i ich klasy�kacja w R2 i R3: Posta¢ kanoniczna po zaaplikowaniu transformacji
ortogonalnej

2. Drgania normalne ukªadu sprz�e»onych oscylatorów harmonicznych: Doprowadzenie
przez transformacj�e ortogonaln�a do sumy kwadratów wspóªrz�ednych normalnych.
Sens �zyczny warto±ci wªasnych: cz�esto±ci wªasne.

3. Mechanika kwantowa: Operatory odpowiadaj�ace wielko±ciom obserwowalnym s�a
operatorami samosprz�e»onymi na przestrzeni stanów (przestrze« wektorowa z iloczynem
skalarnym � tzw. przestrze« Hilberta.
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