
1 Rozwi¡zywanie ukªadów równa«. Wyznaczniki.

1.1 Ukªad dwu równa« liniowych z dwiema niewiadomymi

Niech b¦dzie dany ukªad dwu równa« liniowych z dwiema niewiadomymi x, y:{
a1x + b1y = n1
a2x + b2y = n2

(1)

Zde�niujmy:

W =

∣∣∣∣∣ a1 b1a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2−a2b1; Wx =
∣∣∣∣∣ n1 b1n2 b2

∣∣∣∣∣ = n1b2−n2b1; Wy =
∣∣∣∣∣ a1 n1a2 n2

∣∣∣∣∣ = a1n2−a2n1
Mog¡ zachodzi¢ nast¦puj¡ce sytuacje dotycz¡ce rozwi¡zalno±ci ukªadu (1):

• Je±li W 6= 0, to ukªad ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie: x = Wx
W
, y = Wy

W
. Ukªad taki

nazywamy ukªadem oznaczonym.
Dow. Wyprowad¹my powy»sze wzory bezpo±rednio: Pomnó»my pierwsze z równa«
... przez a2 a drugie przez a1...{

a2a1x + a2b1y = a2n1
a1a2x + a1b2y = a1n2

...i odejmijmy stronami:

a1b2y − a2b1y = a1n2 − a2n1,

a to jest � patrz¡c na de�nicj¦ wyznaczników � równe dokªadnie

Wy = Wy =⇒ y =
Wy
W
.

Wyra»enie na x wyprowadza si¦ analogicznie. cbdo

• Je±liW = 0 i co najmniej jeden z wyznacznikówWx,Wy jest ró»ny od zera, to ukªad
nie posiada rozwi¡za«. Ukªad taki nazywamy ukªadem sprzecznym.

• Je±li W = 0 =Wx = Wy, to mo»e si¦ zdarzy¢, »e:

� ukªad (1) posiada niesko«czenie wiele rozwi¡za«; ukªad taki nazywamy ukªadem
nieoznaczonym. Przykª:{

x + 2y = 3
2x + 4y = 6

; rozw. : y − dowolne, x = 3− 2y

lub

� ukªad jest sprzeczny. Przykª:{
0x + 0y = 1
0x + 0y = 2

Tutaj same wyznaczniki nie daj¡ dostatecznej informacji o rozwi¡zalno±ci ukªadu.
Okazuje si¦, »e potrzebne jest badanie tzw. rz¦du ukªadu. Powiemy o tym w dalszej
cz¦±ci wykªadu.
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1.2 Ukªad dwu równa« liniowych z trzema niewiadomymi

Niech b¦dzie dany ukªad dwu równa« liniowych z trzema niewiadomymi x, y, z:
a1x + b1y + c1y = n1
a2x + b2y + c2y = n2
a3x + b3y + c3y = n3

(2)

Zde�niujmy znowu: wyznacznik gªówny:

W =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3 + b1c2a3 + c1a2b3 − a3b2c1 − b3c2a1 − c3a2b1;
ostatnie wyra»enie ªatwiej zapami¦ta¢, stosuj¡c reguª¦ Sarrusa.

Wx =

∣∣∣∣∣∣∣
n1 b1 c1
n2 b2 c2
n3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ , Wy =
∣∣∣∣∣∣∣
a1 n1 c1
a2 n2 c2
a3 n3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ , Wz =
∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 n1
a2 b2 n2
a3 b3 n3

∣∣∣∣∣∣∣ ;
liczy si¦ je analogicznie jak wyznacznik gªówny.

Mamy, podobnie jak w przypadku ukªadu 2×2, nast¦puj¡ce sytuacje dotycz¡ce rozwi¡zywalno±ci
ukªadu:

• Je±li W 6= 0, to ukªad ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie. Ukªad taki nazywamy
ukªadem oznaczonym.

x =
Wx
W
, y =

Wy
W
, z =

Wz
W
.

Uzasadnienie tym razem sobie podarujemy (mo»na je wyprowadzi¢ przez dodawanie
stronami, podobnie jak w sytuacji 2 × 2, ale jest to do±¢ pracochªonne i nudne; za
3 miesi¡ce wyprowadzenie pojawi si¦ w ogólniejszej postaci, dla ukªadów n× n.

• Je±li W = 0 i co najmniej jeden z wyznaczników Wx,Wy,Wz jest ró»ny od zera, to
ukªad (2) nie posiada rozwi¡za«. Ukªad taki nazywamy ukªadem sprzecznym.

• Je±li W = 0 =Wx = Wy = Wz, to mo»e si¦ zdarzy¢, »e:

� ukªad (2) posiada niesko«czenie wiele rozwi¡za«; lub

� ukªad jest sprzeczny.

Tutaj same wyznaczniki nie daj¡ dostatecznej informacji o rozwi¡zalno±ci ukªadu.
Okazuje si¦, »e potrzebne jest badanie tzw. rz¦du ukªadu. Powiemy o tym w dalszej
cz¦±ci wykªadu.

2 Wektory � kilka faktów u»ytkowych

2.1 Wektory.

2.1.1 Wektor jako n−ka liczb

W �zyce mamy do czynienia z poj¦ciami lub obiektami o ró»nym charakterze. S¡ np.
wielko±ci, które mo»na charakteryzowa¢ podaniem jednej liczby � np. masa, temperatura.
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Nazywamy je skalarami. Inaczej jest, gdy musimy poda¢ poªo»enie np. punktu w przestrzeni.
Do podania poªo»enia np. samolotu w przestrzeni trzeba wskaza¢ jego dªugo±¢ i szeroko±¢
geogra�czn¡ oraz wysoko±¢, na jakiej leci � wi¦c trzy liczby. Poªo»enie punktu w przestrzeni
jest przykªadem wektora. Poszczególne wspóªrz¦dne nazywamy skªadowymi wektora.

Piszemy wi¦c, np. dla wektora x wskazuj¡cego poªo»enie punktu w przestrzeni trójwymiarowej
R3:

x =

 x1x2
x3


Tak jest dla wektora w przestrzeni trójwymiarowej; wektor na pªaszczy¹nie ma dwie
skªadowe. Mo»na równie» rozpatrywa¢ wektory z Rn jako (uporz¡dkowanej) n−ki liczb;
b¦dziemy to robi¢ pó¹niej.

(Inne oznaczenia wektora to: ~x;x). W tych notatkach wektory b¦d¡ oznaczane generalnie
grubymi literami; ale gdyby przyszªo pisa¢ na tablicy, wykªadowca b¦dzie oznaczaª wektory
strzaªk¡, jako »e ªatwiej to pisa¢ ni» grube litery kred¡.)

(Generalnie b¦dziemy si¦ trzyma¢ powy»szej notacji, tzn. zapisu wektora jako kolumny

liczb. Czasem � dla oszcz¦dno±ci miejsca � b¦dziemy te» stosowa¢ zapis wierszowy, tzn.
x = [x1, x2, x3]).

Wektory ilustrujemy w sposób, który Czytelnik/Sªuchacz z pewno±ci¡ zna, tzn. jako
strzaªki. Traktujemy jako równowa»ne wektory zaczepione w ró»nych punktach.

RYS.
(Pó¹niej pojawi si¦ potrzeba rozpatrywania sytuacji, gdy trzeba uwzgl¦dnia¢ równie»

punkt zaczepienia wektora; na razie jednak takich sytuacji nie rozpatrujemy).

2.1.2 Dwa podstawowe dziaªania na wektorach

Na wektorach mo»emy wykonywa¢ dwa podstawowe dziaªania1:

• Dodawanie wektorów: Dla dowolnych wektorów x =

 x1x2
x3

, y =
 y1y2
y3

 okre±lamy

ich sum¦ jako wektor z: z = x+ y, o skªadowych

z =

 z1z2
z3

 =
 x1 + y1x2 + y2
x3 + y3


• Mno»enie wektora x przez liczb¦ α ∈ R: Wektorem αx nazywamy wektor o skªadowych

αx =

 αx1αx2
αx3


RYS. RYS. � ilustracje dwuwymiarowe
Mamy nast¦puj¡ce wa»ne poj¦cie:

1za chwil¦ poznamy ich wi¦cej, ale nie s¡ one tak podstawowe � w tym sensie, »e wymagaj¡

dodatkowych struktur geometrycznych na przestrzeni
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Def. Kombinacj¡ liniow¡ k wektorów x1,x2, . . . ,xk ze wspóªczynnikami α1, α2, . . . , αk
(gdzie αi ∈ R, i = 1, . . . , k) nazywamy wektor X okre±lony jako

X = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk =
k∑
j=1

αjxj. (3)

2.2 Bazy. Rozkªad wektora w bazie.

Zauwa»my, »e dowolny wektor x ∈ R3 mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cy sposób:

x =

 x1x2
x3

 = x1
 10
0

+ x2
 01
0

+ x3
 00
1

 ≡ x1e1 + x2e2 + x3e3

gdzie oznaczyli±my: e1 =

 10
0

, e2 =
 01
0

, e3 =
 00
1

. Znaczy to, »e dowolny wektor x ∈
R3 mo»na przedstawi¢ jako liniow¡ kombinacj¦ wektorów e1, e2, e3. Wektory te stanowi¡
przykªad wektorów bazowych, tzn. takich, »e dowolny wektor z R3 mo»na jednoznacznie

przedstawi¢ jako kombinacj¦ liniow¡ wektorów bazy. Zapiszmy to formalnie:
Def. Baz¡ w R3 nazywamy taki zbiór trzech wektorów z R3, »e dowolny wektor z R3

mo»na jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacj¦ liniow¡ wektorów bazy.
Przykª. Omówione dopiero co wektory {e1, e2, e3} stanowi¡ baz¦; jest to tzw. baza

standardowa. We¹my inne trzy wektory: {f1, f2, f3}, okre±lone nast¦puj¡co:

f1 = e2 − e1
f2 = e2 + e1
f3 = e3 − e1

(4)

Czy stanowi¡ one baz¦? Jest tak, je±li wyra»enie wektorów {fi} przez {ei} jest odwracalne,
tzn. gdy {ei} wyra»aj¡ si¦ przez {fi} jednoznacznie. Tutaj tak jest; gdy bowiem potraktujemy
(4) jako ukªad równa« na niewiadome {ei}, to mo»emy go rozwi¡za¢ i mamy:

e1 = −12f1 +
1
2f2

e2 = 1
2f1 +

1
2f2

e3 = f3 − 12f1 +
1
2f2

(5)

W ten sposób, dowolny wektor x mo»emy wyrazi¢ w bazie {fi}:

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 = x1(−
1
2
f1 +
1
2
f2) + x2(

1
2
f1 +
1
2
f2) + x3(f3 −

1
2
f1 +
1
2
f2)

= (−1
2
x1 +
1
2
x2 −

1
2
x3)f1 + (

1
2
x1 +
1
2
x2 +
1
2
x3)f2 + x3f3.

Przez skojarzenie z kryterium na istnienie jednoznacznego rozwi¡zania ukªadu równa«
liniowych, mamy nast¦puj¡ce

Kryterium na to, aby ukªad wektorów ({f1, f2, f3}) byª baz¡:
Wyznacznik utworzony ze skªadowych wektorów ({f1, f2, f3}) musi by¢ ró»ny od zera.
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Przykª. Dla wektorów {fi}, zde�niowanych przez (4), mamy:∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −1
1 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −1 + 0 + 0− 0− 0− 1 = −2 6= 0,
a wi¦c znowu stwierdzili±my, »e wektory ({f1, f2, f3}) tworz¡ baz¦.

Przykª. We¹my teraz wektory ({F1,F2,F3}), zde�niowane jako:

F1 = 2e1 + e2
F2 = e1 + e2 + e3
F3 = e2 − 2e3

(6)

Tworz¡c z ich skªadowych wyznacznik, mamy:∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0
1 1 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 4 + 0 + 0− 0− 2− 2 = 0,
a wi¦c wektory ({F1,F2,F3}) nie tworz¡ bazy. Mo»na si¦ przekona¢, »e np. wektor F3
jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów F1,F2:

F3 = 2F2 − F1,

co geometrycznie znaczy, »e wektory ({F1,F2,F3}) rozpinaj¡ pªaszczyzn¦ dwuwymiarow¡,
a nie caª¡ przestrze« R3.

2.3 Iloczyn skalarny i zastosowania.

2.3.1 De�nicja ogólna i standardowy iloczyn skalarny

Iloczyn skalarny dwóch wektorów x, y ∈ R3 jest liczb¡. Oznaczamy go: (x,y). (Inne
oznaczenia: x · y,(x|y)). �¡damy, aby iloczyn skalarny speªniaª nast¦puj¡ce wªasno±ci dla
dowolnych wektorów x,y, z oraz wspóªczynnika α ∈ R:

• Nieujemno±¢: (x, x)  0, przy czym równo±¢ (x, x) = 0 zachodzi tylko dla wektora
zerowego.

• Symetria: (x,y) = (y,x).

• Liniowo±¢: (αx,y) = α(x,y). (Nazywa si¦ czasem t¦ wªasno±¢ liniowo±ci¡ multiplikatywn¡).

• Rozdzielno±¢: (x,y + z) = (x, z) + (x, z). (T¦ wªasno±¢ nazywa si¦ te» liniowo±ci¡

addytywn¡).

Iloczyn skalarny mo»na wprowadza¢ na wiele sposobów (tzn. mo»na znale¹¢ wiele funkcji
R3 × R3 → R, speªniaj¡cych powy»sze warunki). W naszej euklidesowej przestrzeni jest
jednak jedna wyró»niona funkcja, maj¡ca posta¢:

(x,y) = x1y1 + x2y2 + x3y3 ≡
3∑
i=1

xiyi. (7)
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Powy»sze warunki ªatwo si¦ sprawdza dla (6).
Aby bardziej uzmysªowi¢ sobie znaczenie geometryczne powy»szego wzoru, zastosujmy

go najsampierw do iloczynu skalarnego wektora samego z sob¡. Mamy:

(x,x) = x21 + x
2
2 + x

2
3

i z tw. Pitagorasa widzimy, i» jest to kwadrat dªugo±ci wektora x. Dªugo±¢ wektora x
b¦dziemy oznacza¢ jako ||x||; mamy wi¦c:

||x|| =
√
x21 + x22 + x23.

Uwaga. Dªugo±¢ wektora (zwan¡ czasem norm¡) okre±lamy analogicznym wzorem dla
dowolnego iloczynu skalarnego, nie tylko standardowego:

||x|| =
√
(x,x). (8)

W celu dalszego zobaczenia wªasno±ci geometrycznych iloczynu skalarnego, poka»emy
wa»n¡ nierówno±¢.

2.3.2 Nierówno±¢ Schwarza

Tw. .Nierówno±¢ Schwarza Zaªó»my, »e mamy przestrze« wektorow¡2 z iloczynem skalarnym.
Wtedy dla dowolnych wektorów x,y zachodzi nierówno±¢

|(x,y)| ¬ ||x|| · ||y||. (9)

Dow. Z wektorów x i y zbudujmy nast¦puj¡c¡ kombinacj¦ liniow¡: x + ty, gdzie t ∈ R,
i obliczmy iloczyn skalarny tego wektora samego z sob¡. Mamy, z warunku nieujemno±ci
iloczynu skalarnego:

(x+ ty,x+ ty)  0. (10)

Jednocze±nie:

(x+ ty,x+ ty) = (x,x) + t(x,y) + t(y,x) + t2(y,y) = (x,x) + 2t(x,y) + t2(y,y).

Popatrzmy na to wyra»enie jako na trójmian kwadratowy w zmiennej t. Z nieujemno±ci
iloczynu skalarnego (9) wynika, »e trójmian ten jest nieujemny dla dowolnych x,y oraz t.
Skoro tak, to wyró»nik tego trójmianu jest niedodatni:

∆ = 4(x,y)2 − 4(x,x)(y,y) ¬ 0,

a to znaczy, »e
(x,y)2 ¬ (x,x)(y,y),

lub, wyci¡gaj¡c pierwiastek kwadratowy i uwzgl¦dniaj¡c de�nicj¦ dªugo±ci wektora (7),
otrzymujemy nierówno±¢ (8).

�
2Tu: R3; ale nier. Schwarza prawdziwa jest dla Rn dla dowolnego n.
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2.3.3 Interpretacja geometryczna iloczynu skalarnego

Utwórzmy teraz, dla dowolnych niezerowych wektorów x,y wielko±¢

K =
(x,y)
||x|| · ||y||

.

Z nierówno±ci Schwarza widzimy, »e K mo»e przyjmowa¢ warto±ci ze zbioru [−1, 1]. (Dwie
skrajne warto±ci s¡ osi¡gane dla x = −y � wtedy K = −1; oraz dla x = y � wtedy
K = +1).

Teraz zde�niujmy k¡t θ pomi¦dzy wektorami x, y jako

cos θ =
(x,y)
||x|| · ||y||

. (11)

Wida¢, »e ta de�nicja ma szans¦ by¢ sensowna, poniewa»: θ = 0 dla x = y, θ = π dla
x = y oraz θ le»y pomi¦dzy tymi skrajnymi warto±ciami dla innego wyboru x oraz y.

Uwaga. Powy»szy wzór jest cz¦sto u»ywany jako de�nicja iloczynu skalarnego. Wtedy
ta de�nicja ma posta¢:

(x,y) = ||x|| · ||y|| cos θ,
za± wyra»enie (6) pojawia si¦ jako jej konsekwencja. Tu przyj¦li±my odwrotn¡ kolejno±¢ �
gwoli ogólno±ci: K¡t pomi¦dzy wektorami mo»na zde�niowa¢ wzorem (10) dla dowolnego

iloczynu skalarnego, niekoniecznie standardowego.
Korzystaj¡c z powy»szego wyra»enia, mo»emy napisa¢ inne wyra»enie na iloczyn skalarny:

(x,y) = ||x|| · ||y|| cos θ, (12)

gdzie θ jest k¡tem pomi¦dzy wektorami, mierzonym od x do y. Jest ono wygodne, gdy
nie mamy wektorów zadanych w jakiej± konkretnej bazie, a mamy ich dªugo±ci oraz k¡t
pomi¦dzy nimi.

W celu lepszego 'wyczucia' iloczynu skalarnego, zastosujmy go teraz do wektoów bazy
{ei} (tzn. bazy standardowej, nazywanej te» kartezja«sk¡. Mamy, np.:

(e1, e1) = 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 = 1

i tak samo dla wektorów e2, e3. Mamy te»:

(e1, e2) = 1 · 0 + 0 · 1 + 0 · 0 = 0

i podobnie dla innych wektorów bazy o ró»nych wska¹nikach:

(e1, e3) = (e2, e3) = 0 (i symetrycznie (e2, e1) = 0 itd.)

Mo»emy to skrótowo zapisa¢ jako:

ei · ej = δij,

(gdzie liczby i, j � wska¹niki � mog¡ przyjmowa¢ warto±ci 1, 2, 3), za± symbol δij zwany
jest delt¡ Kroneckera i jest zde�niowany nast¦puj¡co:

δij =
{
1, jeżeli i = j
0, jeżeli i 6= j
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Jak zinterpretujemy powy»sze równo±ci dla ró»nych wska¹ników? Mo»emy na nie popatrzy¢
jako na wyra»enie faktu, »e e1 jest prostopadªy do e2 itd.; bo skoro iloczyn skalarny dwu
niezerowych wektorów jest równy zeru, to k¡t pomi¦dzy nimi jest równy π2 . (Wektory
prostopadªe nazywamy te» ortogonalnymi).

Okazuje si¦, »e iloczyn skalarny ma wa»n¡ wªasno±¢, której teraz nie poka»emy (odkªadaj¡c
j¡ na ok. 3 miesi¡ce, kiedy nab¦dziemy wi¦cej wprawy w przestrzeniach wektorowych),
a mianowicie, i» jest on niezmienniczy wzgl¦dem obrotu baz. To znaczy, gdy mamy dwie
bazy kartezja«skie, obrócone wzgl¦dem siebie, to iloczyn skalarny nie zale»y od tego, w
której bazie go liczymy (musi to by¢ tylko baza kartezja«ska, tzn. (Ei,Ej) = δij).

2.3.4 Zastosowanie: Praca w polu siª.

W = (F, s) = Fs cosα

2.4 Iloczyn wektorowy i zastosowania.

2.4.1 Permutacje (zb. 3-elementowego), parzyste i nieparzyste

2.4.2 Symbol zupeªnie antysymetryczny

εijk

2.4.3 Iloczyn wektorowy

z = x× y, zi =
∑
j,k

εijkxjyk;

konkretnie:  z1z2
z3

 =
 x2y3 − x3y2x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1


Wªasno±ci iloczynu wektorowego:

• z jest prostopadªy do x oraz do y. (Tu rachunek).

• x× y = −y × x (tu uzasadnienie)

• Dªugo±¢ wektora z nie zale»y od wyboru bazy, w której si¦ go liczy (musi to by¢
tylko znowu baza kartezja«ska, tzn. (Ei,Ej) = δij). (To jest zapodane na wiar¦
� uzasadnienie b¦dzie pó¹niej). (Niezªa dyskusja w: Byron, Fuller, Matematyka w

�zyce klasycznej i kwantowej, t. 1).

• Konsekwencja tej wªasno±ci: Przejd¹my do takiej bazy, której pierwsza o± pokrywa
si¦ z wektorem x oraz wektor y le»y w pªaszczy¹nie 12. (RYS.) Liczymy i wychodzi,
»e z jest prostopadªy do wektorów x i y, a jego dªugo±¢ wynosi:

||z|| = ||x|| · ||y|| sin θ (13)

θ � k¡t mierzony od x do y.
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2.4.4 Zastosowanie: Moment p¦du.

Zast. teorii momentu p¦du: Moment p¦du jest zachowany w ruchu planet.

2.4.5 Zastosowanie: Siªa Lorentza.

2.4.6 Zastosowanie: Pole powierzchni. Obj¦to±¢.

Pole powierzchni P równolegªoboku rozpi¦tego na wektorach x,y jest równe

P = ||x× y||. (14)

Uzasadnienie: Pole powierzchni to iloczyn dªugo±ci podstawy oraz wysoko±ci, a wi¦c dwóch
boków razy sinus k¡ta pomi¦dzy nimi (RYS.), a to si¦ dokªadnie pokrywa z wzorem (12).
Wzór jest wygodny, gdy mamy równolegªobok zadany przez rozpinaj¡ce go wektory �
unikamy wtedy liczenia ich dªugo±ci oraz k¡ta pomi¦dzy nimi.

Obj¦to±¢ V równolegªo±cianu rozpi¦tego na wektorach x,y, z jest równa

V = |(x× y) · gr| (15)

Uzasadnienie: Wzór ten mówi, »e obj¦to±¢ to pole podstawy razy wysoko±¢.
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