
Matematyka II, lista zada« No. 5:
Ci¡gªo±¢ i ró»niczkowalno±¢ funkcji wielu zmiennych

10.03.2014

1. Demonstracja, »e dla funkcji wielu (tu: 2) zmiennych, s¡ ró»ne naturalne granice, w
ogólno±ci nie powi¡zane ze sob¡.

(a) Niech f : R2 → R b¦dzie okre±lona jako:

f(x, y) =
x− y + x2 + y2

x+ y
, x+ y 6= 0; f(x,−x) = 0

Obliczy¢ i porówna¢ granice iterowane:

lim
x→0
lim
y→0
f(x, y), lim

y→0
lim
x→0
f(x, y).

Czy f jest ci¡gªa w (0, 0)? A na prostej y = −x? Kto ma zaplecze techniczne,
niech sporz¡dzi wykres (dotyczy to te» pozostaªych zada«).

(b) Dla x, y ∈ R, funkcja f jest okre±lona jako:

f(x, y) =
x sin 1

x
+ y

x+ y

Znale¹¢ dziedzin¦ f . Czy istniej¡ obie granice iterowane?

lim
x→0
lim
y→0
f(x, y), lim

y→0
lim
x→0
f(x, y).

(c) Dla x, y ∈ R, funkcja f jest okre±lona jako:

f(x, y) = x sin
1
y

Znale¹¢ dziedzin¦ f . Czy istniej¡ obie granice iterowane?

Te zadania s¡ omówione u Fichtenholza, RRiC, t. I, rozdz. V. J¦zyk momentami archaiczny,
ale przykªadów pouczaj¡cych jest tam sporo.

2. Pokaza¢, »e funkcja f : R2 → R, okre±lona w nast¦puj¡cy sposób:

f(x, y) =


x2 − y2

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

jest nieci¡gªa w punkcie (0, 0).

3. Pokaza¢, »e funkcja f : R2 → R, okre±lona w nast¦puj¡cy sposób:

f(x, y) =


x2y

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

jest ci¡gªa na R2.
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4. Pokaza¢, »e funkcja f : R2 → R, okre±lona w nast¦puj¡cy sposób:

f(x, y) =


xy2

x2 + y4
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

jest nieci¡gªa w punkcie (0, 0).

5. Zbada¢ ci¡gªo±¢ nast¦puj¡cych funkcji. Wsk. U»ycie innego ukªadu wspóªrz¦dnych,
np. biegunowych, mo»e uªatwi¢ analiz¦.

(a)

f(x, y) =


x2y2

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

(b)

f(x, y) =


x3y5

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

(c)

f(x, y) =


x4 − y4

x4 + y4
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

(d)

f(x, y) =


1

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

(e)

f(x, y) =
{
ln(x2 + y2) dla (x, y) 6= (0, 0)
0 dla (x, y) = (0, 0)

(f)

f(x, y) =
{
(x2 + y2) ln(x2 + y2) dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

(g)

f(x, y) =
√
x2 + y2

6. Wyliczy¢ z de�nicji pochodne kierunkowe podanych ni»ej funkcji w podanych ni»ej
punktach i kierunkach:

(a) f(x, y) = x2 + 3xy + 5x − 2 w punkcie (x0, y0) = (1, 2) w kierunku wektora
v = (3, 1).

(b) f(x, y) =
√
x+ 2y w punkcie (x0, y0) = (3, 2) w kierunku wektora v = (−1, 1).

(c) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 3xyz w punkcie (x0, y0, z0) = (1, 0,−1) w kierunku
wektora v = (0, 1, 2).
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7. W przypadku funkcji jednej zmiennej byªo tw. »e je±li funkcja jest ró»niczkowalna, to
jest ci¡gªa. W przypadku funkcji wielu zmiennych istnienie pochodnych cz¡stkowych
nie gwarantuje ci¡gªo±ci funkcji. Oto przykªad: Pokaza¢, »e funkcja f : R2 → R,
okre±lona w nast¦puj¡cy sposób:

f(x, y) =


xy

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

ma pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du w ka»dym punkcie R2, ale nie jest ci¡gªa
w punkcie (0, 0).

8. Wyznaczy¢ pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du nast¦puj¡cych funkcji:

(a)

f(x, y) =


x4 + y4

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

(b) f(x, y) = ln(x2 + y2);

(c) f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2;

(d) f(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2
;

(e) f(x, y) = arctg
x

y
;

(f) f(x, y, z) = (cos x)yz;

(g) f(x, y, z) = ln
1−
√
x2 + y2 + z2

1 +
√
x2 + y2 + z2

.
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