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1. Znale¹¢ rozwi¡zania ukªadów równa« w zale»no±ci od parametru:

a)

 1 1 a
1 a 1
a 1 1

x =
 2−1
−1

 ; b)
 3a− 1 2a 3a+ 1
2a 2a 3a+ 1
a+ 1 a+ 1 2a+ 2

x =
 1a
a2

 ;

c)

 a− 5 2 1
2 a− 2 2
1 2 a− 5

x =
 12
1


2. Znale¹¢ macierze odwrotne do danych poni»ej:

a)
[
1 3
0 1

]
;b)

[
1 0
3 2

]
; c)

[
1 2
3 5

]
; d)

[
1 3
2 7

]
; e)

[
a b
c d

]
;

3. Znale¹¢ macierz odwrotn¡ do macierzy kwadratowej w postaci blokowej, w której
skªadowe A,D s¡ nieosobliwe:[

A 0
C D

]−1
;
[
A B
0 D

]−1
.

4. Niech A,B,C,D b¦d¡ macierzami nieosobliwymi. Wykaza¢, »e[
A B
C D

]−1
=
[
(A−BD−1C)−1 (C −DB−1A)−1
(B − AC−1D)−1 (D − CA−1B)−1

]

5. Obliczy¢ wyznaczniki:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 0 0 · · · 0
0 a2 0 · · · 0
0 0 a3 · · · 0
.. .. ..

. . . ..
0 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 · · · 0 a1
0 0 0 · · · a2 0
.. .. .. · · · .. 0
0 an−1 0 · · · .. 0
an 0 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

6. Obliczy¢ wyznaczniki przez sprowadzenie ich do postaci trójk¡tnej:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
.. .. .. .. ..
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n . . . n
n 2 n . . . n
n n 3 . . . n
.. .. .. .. ..
n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b . . . b b
b a . . . b b
.. .. .. .. ..
b b . . . a b
b b . . . b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

7. Pokaza¢, »e wyznacznik Vandermonde'a

Vn(x1, . . . , xn) :=


1 x1 . . . (x1)n−1
...

...
...

1 xn . . . (xn)n−1
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jest równy:

Vn(x1, . . . , xn) =
n∏
j<k

(xk − xj).

Wskazówka. Zauwa»y¢, »e Vn jako funkcja xn jest wielomianem; znale¹¢ jego pier-
wiastki; zastosowa¢ rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem ostatniego wiersza i odwoªa¢ si¦
do indukcji.

8. Obliczy¢ wyznaczniki:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 2 22 . . . 2n

1 3 32 . . . 3n

.. .. .. .. ..
1 n+ 1 (n+ 1)2 . . . (n+ 1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn
. . . . . . . . . . . .

1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

9. Pokaza¢, »e warto±¢ wyznacznika macierzy antysymetrycznej nieparzystego wymiaru
wynosi 0.

10. Pokaza¢, »e wyznacznik macierzy cyklicznej (cyrkulantem te» czasem nazywanej):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an
an a1 a2 . . . an−1
an−1 an a1 . . . an−2
.. .. .. .. ..
a2 a3 a4 . . . a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
jest równy iloczynowi f(ε1) f(ε2) . . . f(εn), gdzie f(x) = a1+a2x+ · · ·+anxn−1, za±
ε1, ε2, . . . , εn s¡ kolejnymi pierwiastkami n−tego stopnia z 1.
Wskazówka. Obliczy¢ wyznacznik iloczynu powy»szej macierzy cyklicznej oraz ma-
cierzy: 

ε1 ε2 ε3 . . . εn
ε21 ε22 ε23 . . . ε2n
.. .. .. .. ..
εn1 εn2 εn3 . . . εnn


bf Uwaga. Je±li kto± si¦ dziwi, jak mo»na byªo 'wpa±¢' na trick zastosowany w tym
zadaniu, niech si¦gnie troch¦ dalej, do zada« na warto±ci i wekt. wªasne, i niech
znajdzie warto±ci i wektory wªasne cyrkulanta! i przypomni sobie, jak wyznacznik
macierzy wyra»a si¦ przez warto±ci wªasne.

11. Korzystaj¡c z wyniku poprzedniego zadania, obliczy¢ wyznaczniki:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
d a b c
c d a b
b c d a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; b)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2 . . . an−1

an−1 1 a . . . an−2

an−2 an−1 1 . . . an−3

.. .. .. .. ..
a a2 a3 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

12. Dla jakich warto±ci λ nast¦puj¡ce formy kwadratowe s¡ dodatnio okre±lone:

(a) 5x21 + x
2
2 + λx

2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3;
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(b) x21 + x
2
2 + 3x

2
3 + 2λx1x2 + 2x1x3;

(c) x21 + 2x
2
2 + 5x

2
3 + 2x1x2 − 2x1x3 + 4x2x3;

(d) x21 + 4x
2
2 + x

2
3 + 2λx1x2 + 10x1x3 + 6x2x3.

13. Wyznaczy¢ posta¢ kanoniczn¡ formy, stosuj¡c np. metod¦ Lagrange'a:

(a) x21 + x
2
2 + 3x

2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3;

(b) x21 + 2x
2
2 + x

2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3;

(c) x21 − 3x22 − 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3;
(d) x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x4 + x3x4.

14. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i wektory wªasne operatorów liniowych danych w pewnej
bazie przez macierze:

a)

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

 ;b)
 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

 ; c)

3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1


15. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i * � materiaª nadobowi¡zkowy: podprzestrzenie pierwiast-

kowe operatora liniowego danego w pewnej bazie macierz¡:

a)

 4 −5 25 −7 3
6 −9 4

 ; b)
 1 −3 44 −7 8
6 −7 7

 ; c)
 2 6 −151 1 −5
1 2 −6

 ; d)

0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1



e)

 1 −3 44 −7 8
6 −7 7

 ; f)
 4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

 ; g)

1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

 ;

h)



1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

 ; i)


1 0 0 . . . 0
0 2 0 . . . 0
1 2 3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

1 2 3 . . . n

 ; j)



0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1
1 0 0 0 . . . 0


16. Wyznaczy¢ wektory wªasne i warto±ci wªasne:

a) operatora ró»niczkowania w przestrzeni Rn[x];
b) operatora X 7→ XT w przestrzeni Mn(R).

17. Znale¹¢ warto±ci i wektory wªasne macierzy cyklicznej (de�niowanej w jednym z
poprzednich zada«).
Wsk. Niech macierz ma wymiar n. Wybra¢ który± (dowolny) z pierwiastków n−tego
stopnia z 1. Ustawi¢ w kolumienk¦ kolejne pot¦gi tego» pierwiastka, od 0 do n− 1, i
zadziaªa¢ na t¦ kolumienk¦ macierz¡. Procedur¦ powtórzy¢ dla wszystkich pozosta-
ªych pierwiastków.
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