1 Szeregi nieskonczone

1.1 Definicje i przyklady

Dla danego ciagu {a,} utworzmy nowy ciag {s,} , zdefiniowany jako:
$1 = ay, 32:a1+a2,...,sn:a1+a2+---+an:Zaj (1)
j=1

Def. Jesli wyzej zdefiniowany ciag {s,} posiada granice, to granice te oznaczamy symbolem:

oo n
2 o = Jim s, = lim ),
i nazywamy sumgq szerequ nieskorczoneqo ay + as + -+ + a, + .... Méwimy w takim
przypadku, ze szereg jest zbiezny. Jesli powyzsza granica nie istnieje, to méwimy, ze szereg
jest rozbieznoscu.
Uwaga. Szeregi mozemy wiec uwazac za szczegblny przypadek ciaggow. Maja one jednak
swoja specyfike, a przy tym sg na tyle wazne, ze rozwaza sie je na ogot odrebnie.
Przyktadem takiej pewnej odrebnosci problemoéw przy rozwazaniu ciggdéw i szeregow
jest problem ich zbieznosci. W przypadku ciagéw (przynajmniej tych ktore rozwazalismy)
w wiekszosci przypadkéw umiemy policzy¢ ich granice. Inaczej jest z szeregami: Za pomoca
dostepnych nam §rodkéw rzadko umiemy znalezé wartosé granicy i najczesciej rozwazanym
problemem jest problem zbieznosci szeregu.
Def. Ciag {s,} nazywamy ciagiem sum czedciowych szeregu nieskonczonego.

Przykl.

1. Szereg: 1+ 1+ 1+ ... jest rozbiezny do oo, poniewaz s, = n.

2. Szereg geometryczny 1+ q + ¢* + -+ + ¢ + ... jest zbiezny, gdy |q| < 1. Mamy

bowiem: . .
6 = — 4
l—q
idla|q| <1 ciag {s,} jest zbiezny, a jego granica jest
1
lim s, =
n—oo — q

3. Szereg 1 —1+1—1+ 1+ ... jest rozbiezny; ciag {s,} jest w tym przypadku:

1,0,1,0,1,... i nie posiada ani wtasciwej, ani niewlasciwej granicy.
Def. n—tg reszta szeregu a; + as + - - - + a, + ... nazywamy szereg
o0
Tn = Gpi1 + Qpio+ -+ = Z Uy, (2)
m=n+1

Stw. Jesli szereg a1 +as + --- + a, + ... jest zbiezny, to lim r, = 0.
n—oo
Dow. Zauwazmy, ze jesli szereg ay +as+-- -+ a, + ... jest zbiezny, to réwniez szereg
(2) jest zbiezny przy kazdej wartosci n. Poniewaz

(o]
rp = Hm (api1 + Gpio + -+ apag) = Im Spip — 8, = Z G — Sn,
k—o00 k—o0 m—1

1



wiec
m=1

e} (0.9} (o.¢]
e = 3 = fimsn = 3 an = 2, an =0.
m= m=

CBDO

1.2 Ogoéblne wlasnosci szeregéw zwigzane ze zbieznoscig

Niektore wlasnosci szeregdéw sa bezposSrednimi konsekwencjami wtasnosci ciggow. W tej
Subsection wymienimy wtagnie takie.

Tw. (Warunek Cauchy’ego). Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby szereg
ay + as + ... byl zbiezny, jest, aby:

Ves0ThenVmen & |Arp1 + Qpgo + - + Q| < € (3)

Dow. WidzieliSmy, ze zbieznos¢ szeregu jest rownowazna zbieznosci jego sum czedciowych.
Ponadto, przypomnijmy sobie warunek Cauchy’ego zbieznosci ciggu {s,} : Mowil on, iz

ve>OE|k€NVm€N : ’Sker - Sk’ <€,

a 7e s, jest n—ta suma czeSciowa szeregu, to otrzymujemy warunek (3).
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Tw. Jesli szereg ay + as + ... jest zbiezny, to nlingoan = 0.
Uwaga: Innymi stowy, jesli lim a,, # 0, to szereg a; + as + ... nie jest zbiezny.
n—oo
Dow. Mamy: a,, = s, — s,,_1, co daje
lima, = lims, — lims,_; =0,
n—oo n—oo n—oo
poniewaz lim s, = lim s,_;.
n—oo n—oo
CBDO

Uwaga: Powyzsze twierdzenie nie daje sie odwréci¢. Istnieja bowiem szeregi a;+as+-. . .
rozbiezne, dla ktorych jednak lirrolo a,. Takim szeregiem jest szereg harmoniczny:

1—|—1+1—i— —l—l—i-
2 3 n
Mamy bowiem:
3 4 425 6 7 8 A L | on+l 7 ontl 97
mamy wiec
1
82n+1—82n>§:>82n>§n.

Tak wigc lim syn = o0, czyli ciag sum ¢zesciowych szeregu harmonicznego jest rozbiezny,
a to znaczy, ze sam szereg harmoniczny tez jest rozbiezny (do 0o).

Def. Szereg nazywamy ograniczonym, jesli ciag jego sum cze$ciowych jest ograniczony
(tzn. jesli istnieje taka liczba M, ze dla kazdego n € N: s,, < M).

Tw. Kazdy szereg zbiezny jest ograniczony.

Dow. jest to inne wypowiedzenie znanego nam twierdzenia, ze kazdy ciag zbiezny jest
ograniczony.



CBDO
Mamy dwa naturalne twierdzenia dotyczace zbieznosci szeregu sumy oraz iloczynu
szeregu przez stala.
Tw. Jezeli szeregi a; +as + ... i by + by + ... s3 zbiezne, to

D (an£by) =D ant ) by
n=1 n=1 n=1

Dla ustalenia uwagi wezmy sume. Mamy

Z(an:tbn):JLrgo(al+b1—|—a2+bg—|—---+an+bn)
n=1

= lim (a1 +ag + - +an) + Hm (b + b+ +0,) = D an + D bas
n=1 n=1

dla réznicy dowdd jest analogiczny.

CBDO
Tw. Jezeli szereg a; + as + ... jest zbiezny, to dla dowolnej statej c € R
Z ca, =c Z Q-
n=1 n=1
Dow. Mamy bowiem
Z ca, = lim (ca; + cag + - -+ + cay)
ne1 n—oo
= clim (a1 +as + -+~ +ay) =c)_ ap.
n=1
CBDO

Wniosek. W szczegolnoscei

i(—an) = — ian.

1.3 Szeregi naprzemienne-twierdzenie Leibniza; twierdzenie Abela

Def. Szeregiem naprzemiennym nazywamy szereg postaci
CL1-CL2-|—CL3—CL4+..., gdzie an>0 (4)

Tw. (Leibniza). zwane tez czesciej kryterium Leibniza Szereg naprzemienny (4), spelniajacy
warunki
ay > as >as > ... oraz lima, =0 (5)

n—oo
jest zbiezny. Ponadto sumy czeSciowe tego szeregu: s, = a1 — as + a3 — a4 + - - - = a, oraz
suma szeregu spetniaja nierownosci

Sop < Z(—l)”_lan < Sopt1- (6)

n=1



Dow. Cigg sum czeSciowych o wskaznikach parzystych jest niemalejgcy. Mamy bowiem
Somi2 = Som + (A2ns1 — Gonyo), a z zalozenia ag, 1 — agnie > 0.
Jest to jednoczesnie ciag ograniczony, poniewaz
Sop = a1 — ((ag —az) + (ag —as) +...) < ay.

Skoro tak, to ciag {s2,} jest zbiezny. Oznaczmy jego granice przez ¢: lim sy, = g.
n—oo
Zauwazmy, ze udowodnimy zbieznosé szeregu (5) dowodzac, ze lirrolosgnﬂ =g.

Mamy: 52,41 = 825, + G2p41, CO daje

lim s = lim s lim a =
on+1 = 1 Sop +n_>oo om+1 = 9,

n—o0o

bo ,}LHQOGQ"H = 0 na mocy zalozenia.

Wreszcie, nierownosci (6) wynikaja z faktow, ze ciag {s2,} jest rosnacy (wiec jego
granica jest wieksza lub rowna dowolnemu z wyrazow ciagu), zas ciag {Sa2n+1} jest malejacy
(wiec TLILHC}OSQHI > Sop41 dla dowolnego k).

Przykt. Szereg anharmoniczny:

1 1+1 1+ (7)
st gt

jest zbiezny. Pokazemy po6zniej, ze sumag tego szeregu jest In 2.

iinterpretacja elektrostatyczna.
Tw. (Abela).zwane tez czesciej kryterium Abela Jesli ciag {a,} dazy monotonicznie do zera,
za$ szereg sum czesciowych ciagu {b,} : B, = by + by + - - - + b, jest ograniczony, to szereg

a1b1+a2b2+~-—|—anbn—|—... (8)
jest zbiezny.
Dow. Oznaczmy przez {s,} ciag sum czesciowych szeregu by +by+...: s, = by + by +

-+ + b,. Na mocy zalozenia, istnieje takie M, ze dla kazdego n € N zachodzi |s,| < M.
Aby dowiesé, ze szereg (8) jest zbiezny, oszacujmy sume

arpby + api1bgir + - + anby 9)
dla n > k. Zauwazmy najsampierw, iz
—2M < by 4 by +---+ b, <2M (10)
dla kazdego m i n > m, poniewaz
b 4 D1 + -+ b = |8 — Si| < [Sn] 4 |Sme1] < 2M.
Wyrazenie (9) przepiszmy teraz tak:
arbg + api1bgir + -+ anb, =

(ar — apg1)br + (g1 — arg2) (b + bis1)+
(k42 — are3) Ok + bpgr + bpg) + - - 4+ +(an) (g + bpgr + - + b)) <

4



< 2M((a, — apy1) + (g1 — apan) + -+ an) = 2May, (11)

na mocy (10).
Analogicznie mamy apby + agi1bri1 + - + apby, = —2May, a stad

\akbk-+-ak+1bk+1—+ +—&nb ’ 2A4ak (12)

Wezmy teraz jakies € > 0. Zakladamy, 7e ciag {a,} jest zbiezny do zera; znaczy to,
ze istnieje takie k, ze a, < 557. Wyzej udowodniliSmy (12), co przepiszemy jako |axby +
aps1bpsr + -+ apby| < e Zgodme z warunkiem Cauchy’ego zbieznosci ciagu (jeZeli
|, — anm| < € dla n,m dostatecznie duzych, to ciag {a,} jest zbiezny), szereg >0° | a,b,
jest zbiezny.
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Uwaga. Z wzoru (12) mamy oszacowanie na sume szeregu:

< 2Mag; (13)

n

jest tak, poniewaz na mocy wzoru (12) nier6wno$¢ |aiby + axy1bri1 + -+ - + anby| < 2May
zachodzi dla kazdego n.

Uwaga 2. Kryterium Leibniza jest szczeg6lnym przypadkiem kryterium Abela: W tym
ostatnim trzeba za ciag {b,} wrzia¢ b, = (—1)".

1.4 Szeregi o wyrazach dodatnich. Kryteria zbiezno$ci d’Alemberta
i Cauchy’ego

Przy zatozeniu, ze wszystkie sktadniki szeregu a; + as + ... sa dodatnie, ciagg jego sum
czeSciowych jest rosnacy. Wynika stad natychmiast stwierdzenie:
Stw. Szereg o wyrazach dodatnich jest albo zbiezny, albo rozbiezny do oo.
CBDO
Tw. (kryterium poréwnawcze)!
(Z) Jesli dla wszystkich n zachodzi 0 < b, < a,, i jesli szereg a; +as+. .. jest zbiezny,
to zbiezny jest réwniez szereg by + by + . ... Przy tym zachodzi

o0 [e'e
an<2a
n=1 n=1

(R) Jezeli natomiast szereg by + by + ... jest rozbiezny, to rozbiezny jest tez szereg
a+as+ . ...
Dow. (Z) Oznaczmy sumy czesciowe szeregow aj; + as + ... 1 by + by + ... jako s, i
tn:
Sn =01+ a2+ +an, tp=01+by+--+0y
Mamy oczywiscie t, < s,.

Mamy tez: (przypommjmy sobie odpowiednie twierdzenia o granicach ciagéw monotonicznych)

oo o
s, < lim s, = Z a, wiec t, < Z Ay,
n=1

n—o00
n=1

'Mozna je wyraza¢ w roznych wersjach; tu jest jedna z nich



Z nier6wnosci tej wnioskujemy, ze cigg sum czesciowych szeregu by +by+. . . jest ograniczony,
a wiec szereg by +bo+. .. jest zbiezny. Z drugiej strony, wynika stad nieréwnosc > 07 ; b, <
>0, ay. (pamietamy, ze dla ciagow byto: Jezeli dla ciagu {z,} kazdego n zachodzi:
x, < C, to nh_)ngoxn < O).

(R) Ciag sum czesciowych szeregu by +by+. .. jest monotoniczny i nieograniczony, i —
z uwagi na nier6wnosé b, < a, — taki jest tez ciag sum czesciowych szeregu a; +as + .. .;
wobec tego szereg a; + as + ... jest rozbiezny do oo.
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Kryterium powyzsze jest ogblne i sukces w jego stosowaniu do jakiegos§ szeregu b, +
by + ... zalezy od tego, czy znajdziemy taki szereg zbiezny a; + as + ..., ktory szacuje
od gory by + by + .. ..
Przykt. Pokazemy zbiezno$¢ szeregu
> 1
—. 14
oE o
Uczynimy to przez poréwnanie go z szeregiem:
LS (15)
1-2 23 nn+1) 7
mamy
1+1+ N 1 _<1 1)+<1 1)+ n 1 1 _q 1
1-2 2.3 (n—1)n 2 2 3 (n—1) =n) ~ n’
czyli granica sum czeSciowych s, szeregu (15) jest: lim s, = 1. Na mocy kryterium

porownawczego, szereg (14) jest zbiezny?.

Biorac do poréwnywania w kryterium poréwnawczym szereg geometryczny, otrzymujemy
nastepujace dwa kryteria.

Tw. (kryterium d’Alemberta). Szereg a; +as+ ... o wyrazach dodatnich, speliajacy

warunek
. an+1
lim

<1 (16)

n—oo q,,

jest zbiezny.

Dow. Wezmy h takie, aby byly spelniona nieréwnosci: nlglgo% < h < 1. Istnieje
wiec k takie, ze dla n > k mamy “Z—“ < h, czyli apy1 < a,h. Tak wiec szereg ap +
ap+1 + ... ma sktadniki odpowiednio nie wieksze od sktadnikéw szeregu geometrycznego
ay + arph + aph?® + . ... Ten szereg geometryczny jest zbiezny, bo 0 < h < 1. Z kryterium
poréwnawczego jest wiec zbiezny szereg > >° . a,, a co za tym idzie — i szereg > °° | a,.

CBDO

Tw. (kryterium Cauchy’ego). Szereg a; + as + ... o wyrazach dodatnich, speliajacy

warunek

lim /a, <1 (17)

jest zbiezny.
Dow. Podobnie jak w kryterium d’Alemberta, istnieje takie h i takie k, ze dlan > k
zachodzi {/a, < h, a to jest rownowazne nieréwnosci a, < h". Por6wnujac teraz szereg

i

2Zobaczymy pozniej, ze suma szeregu (14) jest réwna G



ay + pp1 + ... z szeregiem geometrycznym h* + hFT 4 . widzimy, Ze jezeli szereg
geometryczny jest zbiezny (tzn. h < 1), to zbiezny jest rowniez szereg a; + ag + . . ..
Ustalilismy wiec pewne kryteria zbieznosci. Daje sie tez znalezé¢ kryteria rozbieznosci.
Tw. (Kryteria rozbieznosci). Jesli dla szeregu a; 4+ as + ... o skladnikach dodatnich
zachodzi jedna z nieréwnosci

lim 2 > 1 lub  lim a, > 1, (18)

n—oo q,,

to szereg jest rozbiezny.
Dow. Jesli ma miejsce pierwsza z nieréwnosci (18), to dla dostatecznie duzych n mamy

Ap+1
Qp,

>1 codaje api1 > an,

a to znaczy, ze ciag {a,} nie jest zbiezny do 0, czyli nie jest spetniony warunek konieczny
zbieznodci szeregu — tak wiec szereg a; + as + ... jest rozbiezny.
Jesli natomiast spetniona jest druga z nieréwnosci (18), to dla dostatecznie duzych n
marmy
a, > 1; codaje api1 >1,

i znowu ciag {a,} nie jest zbiezny do 0.
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Przykt. Szereg:
oo xTL
— 19
n=1 n! ( )
dla z > 0 jest zbiezny.
Dow. Mamy:
n+1 |
Ap41 _ x n: _ T — lim Ap41 —0
an ™ (n+ 1) n+4+1 n—oo q,

Z kryterium d’Alemberta wynika, ze szereg (19) jest zbiezny.

Przykt. Kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu harmonicznego ani
szeregu (14).

W takich przypadkach trzeba stosowaé¢ inne, bardziej subtelne kryteria (Kummera,
Raabego), o ktorych zainteresowany Czytelnik moze przeczyta¢ w ksiazkach podanych w
literaturze. Tu sformutujemy jeszcze jedno, dos$¢ uniwersalne

Tw. (kryterium "zageszczeniowe" Cauchy’ego). Rozwazmy szereg S = a3 +ag+ -+ =
> | a, o wyrazach dodatnich, gdzie ciag {a,} dazy do zera monotonicznie. Utworzmy
szereg "zageszezony": Z = 332 2Faq. Wtedy jesli szereg Z jest zbiezny, to szereg S tez
jest zbiezny; i jesli szereg Z jest rozbiezny, to szereg S tez jest rozbiezny.



Dow. Zbieznosé: Mamy nastepujace oszacowanie z gory na szereg S:

S=a

+a9 + as

+ay + a5 + ag + as
+ag+ag+ -+ a5+ ...

< ap

+2-a2

+4 - ay

+8-as+ = 2Lay = Z;
k=0

jesli wiec zbiezny jest szereg zageszczony Z, to — wzigwszy pod uwage kryterium poréwnawcze
— jest zbiezny tez szereg wyjsciowy S.
Rozbieznosé: Mamy tez nastepujace oszacowanie z dofu na szereg S:

S =a;+as
+as + ay4

+as + ag + a7 + ag
+ag+ -+ a5+ ...

2 a1 + as
+2-a4
+4'CL8

+8-ag+---=
1 1 1
:5061+§(G1+2a2—|—4a4—|—8a8+...)}§Z,

zatem — z kryterium poréwnawczego — jesli rozbiezny jest szereg zageszczony Z, to rozbiezny
jest tez wyjdciowy szereg S.
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Przykt. Rozwazmy zbieznos¢ szeregu:
> 1
n=1 ne
gdzie o > 0 (dla a < 0 nie jest spetniony warunek konieczny zbieznosci szeregu).
Rozwazmy szereg "zageszczony":
St L _ Shgrte) _ 5 (20-o)*
ko - -
k=1 k=1 k=1
W ostatniej sumie rozpoznajemy szereg geometryczny. Oznaczajac: ¢ = 2= widzimy,

ze bedzie on zbiezny, jesli ¢ < 1, co ma miejsce wtedy, gdy a > 1.
Tak wiec: szereg (20) jest zbiezny dla a > 1, a rozbiezny dla o < 1.



1.5 Szeregi bezwzglednie zbiezne

Def. Szereg a; +ag+. .. nazywamy bezwzglednie zbieznym, jesli szereg |aq|+ |az|+. .. jest
zbiezny. Szereg, ktory jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny, nazywamy warunkowo
zbieznym.

Tw. Jesli szereg a; +as+. .. jest zbiezny bezwzglednie, to jest tez zbiezny w zwyklym

sensie. Ponadto
oo

<D lanl. (21)
n=1

Dow. Zgodnie z warunkiem Cauchy’ego zbieznosci szeregéw, musimy oszacowaé sume:
ag + ags1 + - + a, 1 pokazaé, ze dla dostatecznie duzych k i dowolnych n (n > k) suma
ta jest dowolnie mata. Mamy:

Gp,
n=1

oo
| + arr + -+ an] <ag] + o] + -+ lan] <D ail.
=k

)

Ostatnia suma powyzej, jako reszta rp_; szeregu zbieznego, dazy do 0, gdy k dazy do oo.
Innymi stowy, dla dowolnego € > 0 istnieje takie k, ze 11 < €, skad |ag+ari1+- - +a,| < €
dla kazdego n > k.
W ten sposob pokazaliSmy zbiezno$¢ szeregu a; + as + . ... Ponadto, oznaczajac: s, =
a; + ag + -+ -+ a, oraz t, = |a1| + |ag| + - - - + |a,| mamy: |s,| < t,, skad, po przejsciu do
granicy, wynika
| g 5] = lizg Jsn] < lizg fn,

a to jest doktadnie wzor (21).
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Praykt. Szereg geometryczny 1+ q+q? +. .., gdzie |q| < 1, jest zbiezny bezwzglednie,
poniewaz jest zbiezny szereg 1+ |q| + [q|® + .. ..
Przykt. Szereg 3 >° % jest zbiezny bezwzglednie dla kazdego x. Jak sie niedtugo okaze,
jego suma jest rOwna e”.
Przykt. Szereg anharmoniczny jest zbiezny warunkowo, poniewaz szereg wartosci bez-

wzglednych jego sktadnikow to szereg harmoniczny, ktory jest rozbiezny.

1.6 (Pozorne) paradoksy z szeregami nieskoriczonymi

Przyjrzymy sie teraz zagadnieniu przemiennosci szeregébw nieskonczonych. Wiemy, ze
dodawanie jest przemienne, tzn. a + b = b + a, co implikuje, ze suma skoriczonej iloci
sktadnikow jest przemienna, tzn. nie zalezy od kolejnosci skladnikéw. Okazuje sie, ze
analogiczna wlasno$¢ ma tez miejsce dla szeregow bezwzglednie zbieznych, natomiast
na og6t nie zachodzi dla szeregow zbieznych warunkowo. Bedziemy to pokazywaé, ale
najsampierw sprecyzujemy, co rozumiemy przez zmiane kolejnosci sktadnikow, gdy ilosé
tych sktadnikéw jest nieskonczona.

Def. Przez permutacje ciagu liczb naturalnych rozumiemy ciag liczb naturalnych {m,, }

= mq, Mo, ... taki, ze kazda liczba naturalna wystepuje w ciggu {m,,} doktadnie raz. Jesli
my, Ma, ... jest permutacja ciaggu liczb naturalnych, to méwimy, ze szereg a,,, + am, +
<o+ 4 G, + ... powstal z szeregu a; + as + ...+ a, + ... przez zmiane porzadku jego
sktadnikow.



Tw. Kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest przemienny. Inaczej mowiac, jesli szereg

o021 ay jest bezwzglednie zbiezny i jesli my, mo, . .. jest permutacja ciagu liczb naturalnych,
to - -
Z A, = Z Q- (22)
n=1 n=1
Dow. Niech € > 0. Ze zbieznosci szeregu |aq| + |az| + ... wynika, ze istnieje takie k, ze
> ail <e. (23)
i=k+1

Poniewaz ciag {m,} zawiera wszystkie liczby naturalne, wiec istnieje takie r, ze wérod

liczb mq, mo, ..., m, wystepuja liczby 1,2,3,..., az do k. Poniewaz za$ kazda liczba
naturalna wystepuje doktadnie raz w ciagu {m,} , to dla kazdego n > r mamy m,, > k.
Jesli wiec przy danym n > r ze zbioru my, ms, ..., m,, ..., m, skreSlimy liczby 1,2, ... k,

to pozostana w nim wylacznie liczby wieksze od k (przy tym wszystkie rozne). Tak wiec,
07Znaczajac

Sp=a1+ax+ ...+ 0y, tn=am +aqn, + - +anm,
i skreslajac w roznicy t, — s, sktadniki o réwnych wskaznikach, otrzymamy w réznicy
t, — s, jedynie sktadniki o wskaznikach wiekszych od k. Wynika stad, ze

[e.e]
|tn - 5n| <2 Z |ai|7
i=k+1
skad mamy:
[tn — sn| < 2e.

na mocy (23). Poniewaz ta ostatnia nier6wnos¢ zachodzi dla kazdego n > r, to zachodzi:
lim ¢, = lim s,, a to oznacza, ze spelniona jest teza twierdzenia, tzn. (22).
e CBDO
Uwaga. Powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe dla dowolnego szeregu zbieznego.
Jako przyktad, wezmy szereg anharmoniczny i oznaczajac jego sume przez ¢ (niedtugo

okaze sie, ze ¢ = In2), przestawmy jego skladniki w nastepujacy sposob:

PR N0 N U N N N .
S S R - S AR

policzmy ¢ + %c:

1 1 1
C+26—1+3—2+5+7 4+9+11_6+
W czym rozpoznajemy sume szeregu anharmonicznego po przestawieniu sktadnikow. Tak
wiec przez przestawienie sktadnikow uzyskalismy szereg zbiezny do innej wartosci. Okazuje
sie, ze ma miejsce nawet bardziej (pozornie) paradoksalna sytuacja:

Tw. (Riemanna): Majac dany szereg zbiezny warunkowo, mozna przez zmiane porzadku
jego sktadnikow uzyskaé szereg rozbiezny lub zbiezny do dowolnej, z gory zadanej granicy
(skoriczonej lub nieskoriczonej).

Bez dowodu. (Dla ciekawych, jest np. w skrypcie P. Urbariskiego, "Analiza", t. 1).

Zagadka. WidzieliSmy, ze energia elektrostatyczna krysztatu jednowymiarowego jest
rOwna sumie szeregu anharmonicznego. Czy to znaczy, ze ta energia moze byé¢ dowolna,
jesli przez zmiane kolejnos$ci sumowania mozna uzyskaé¢ dowolna wartos¢? Moze wiec
energia elektrostatyczna jest Zle okreslong wielkoscia?

11 1 1 1 1
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1.7 Mnozenie szeregéow

Wiemy, ze jesli pomnozymy dwie skoficzone sumy, to znéw otrzymamy jakas sume. Przy
szeregach nieskonczonych pojawiaja sie pytania o zbieznos¢. Ponizsze twierdzenie pokazuje,
ze dla szeregow bezwzglednie zbieznych szeregi dadza sie pomnozy¢, i szereg w wyniku
powstaly ma taka postac¢, jakiej oczekujemy.

Tw. (Cauchy’ego). Przy zalozeniu, ze szeregi: >0°, a, i Y00, b, sa bezwzglednie
zbiezne, zachodzi

Zan'zbn:ZQm (24)
n=1 n=1 n=1

gdzie
c1 = aiby,

Co = a1b2 + agbl,
Cn = Q1by + asby_1 + -+ + ap_rby + aphy =) apb" ik,
k=1
Dow. Oznaczmy
Sn:a1+a2+-.-+an7 tn:bl+b2+~..+bn’ Un201+02+"'+6n,

czyli
Uy, = a1ty + Qotyp_1 + agly—o + -+ - + apty.

Bedziemy szacowadé roznice
Spln — Up = a1ty + gty + -+ + aply, — Uy =

= CLQ(tn — tnfl) + ag(tn — tnfg) +---+ Gn(tn — tl). (25)

Poniewaz szeregi: >0 | b, 1 Y07 |a,| sa zbiezne, a wigc ograniczone, to istnieje taka liczba
M, ze dla kazdego j zachodzi:

|t;| < M oraz |ai|+ |as| + -+ |a;| < M. (26)

Warunek zbieznosci szeregu by + by + ... oznacza dokladnie tyle, co warunek zbieznosci
ciagu {t,} ; zapiszmy warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu {t,} : Dla kazdego ¢ > 0
istnieje takie k, ze jesli n > m > k, to zachodzi

Podobnie dla szeregu |a;| + |az| + ... mamy
|ak+1| + |ak+2| + -+ |an| < €. (28)

W dalszym ciagu wezmy n > 2k. Na mocy (25) mamy
|Sntn — un| < (Jaa|ltn — tna] + -+ + [ag|[tn — thpsr])+
F(laralltn = tnokl + - + lanl[tn — £a]).

11



Oszacujmy teraz pierwszy nawias wykorzystujac (27), a drugi — wykorzystujac (26),
pamietajac zarazem, ze n — k+ 1 > k oraz |t, —t;| < [t,] + |t;| < 2M:

|Sntn — un| < (Jag] + - + |ar|)e + (larsa| + -+ + |an|) - 2M < Me + € - 2M,

Tym samym pokazaliSmy, ze nier6wnosé: |s,t, — u,| < 3Me zachodzi dla kazdego n > 2k.
Znaczy to, ze lim (sntn — u,) = 0. Poniewaz za$ ciagi: {s,} i {t,} sa zbiezne, wiec

nlingosntn = nlmgosn lim tn, a to znaczy, ze nhm Sp - nlinolotn = JLIEIOSntn = 7115%0“”’ czyli
zachodzi wzor (24).
CBDO
Przykt. Pokazemy, ze
SOy tos (29
n: n=0 n: n=0
Mamy bowiem:
[e's) 00 00 n—1 2 n—2 n
z" y" y" Y x Y x
v 7 J o4 S T |
z::n nz_:n nz::( al Tl (n—l)!+2! 2 T )
n(n—1 _ X (x+y)"
2! — n!

(przy ostatmeJ rownosci wykorzystaliSmy wzor dwumienny Newtona).

Uwaga. Twierdzenie o mnozeniu szeregéw jest prawdziwe tez przy stabszym zalozeniu,
a mianowicie, ze jeden z szeregéw (tu: a; +as+. .. ) jest bezwzglednie zbiezny, a drugi(tu:
by +by+. .. ) jest zbiezny, ale niekoniecznie bezwzglednie. W dowodzie wykorzystywalismy
bowiem tylko bezwzgledna zbieznos¢ szeregu ay +as + . . ..

Jesli natomiast oba szeregi sa warunkowo zbiezne, to szereg c¢; + co + ... moze by¢
rozbiezny.

Przykt. Wezmy

szeregi a; +as + ... 1 by + by + ... sa wowczas zbiezne (z jakiego kryterium?), zas szereg

c1+ co + ... jest rozbiezny.
Uzasadnienie — krotki rachunek.
Wymnézmy oba szeregi; otrzymamy:

= () (& (-
(_1+1—1+1—1+ )<—1+1—1+1—1+ )
V2 V3 V4 VB V2 V3 V4 V5
= 1
+




Wezmy jaki§ wyraz nieparzysty c, szeregu iloczynowego. Jest on sumg n + 1 czlonéw powyzszej postaci,
a najmniejszy z nich to stojacy po prawej wyraz ﬁ Mozemy wiec oszacowaé ¢, jako:

1 1
n > 1) - = -,
cont1 > (n+1) el 2

i zachodzi to dla dowolnego n. Wida¢ wiec, ze nie jest spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregu,

tzn. szereg ’iloczynowy’ jest rozbiezny.
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2 Szeregi potegowe

Def. Szeregiem potegowym nazywamy szereg
n=0

Wyrazenia bardzo podobne pojawialy sie przy omawianiu wzoru Taylora; tyle ze tam
suma byta skoriczona i na koncu figurowala tam reszta. Ale jesli reszte mozna uczynié¢
dowolnie mata, to otrzyma sie wyrazenie dokladnie takie, jak (30).

Zeby to dokladniej zobaczy¢, przypomnijmy sobie wzor Taylora:

_ f'(a) f"(a) 2 f""V(a) n-1
f(b) = f(a) + = o (=@’ e (b —a) T R (3D)

(b—a)+

Dla ustalenia uwagi wezmy a = 0 oraz oznaczmy x = b Wtedy wida¢, ze jesli zachodzi
lim R, = 0, to funkcja f(x) daje sie rozwina¢ w szereg potegowy:

n—oo

fo) = f0) + L0 D0y >/ "0 (3)

Podamy teraz proste kryterium, kiedy funkcje mozna rozwina¢ w szereg (32).

Stw. Zalozmy, ze wszystkie pochodne f™ sa ograniczone w przedziale [0, z], tzn.
istnieje taka liczba M, ze nieréwnosé | £ (6z)| < M zachodzi dla kazdego n i dla kazdego
0 €]0,1[. Wtedy f(x) ma rozwiniecie (32) w szereg potegowy.

Dow. Mamy:
xTL (n) I.TL
|Bn| = | — [ (0x)) < |—| M,
n! !
a ponieway,
lim -~ = 0, wiec tez lim R, =0.
n—oo n ! n—00

CBDO

Def. Przedziatem zbieinosci szeregu potegowego nazywamy zbior tych z € R, dla
ktorych szereg (30) jest zbiezny.

Zauwazmy, ze jesli mamy szereg w postaci Y.0° ; a,2" (anie np. >00; a,(x—>b)", b # 0)
, to przedzial zbieznosci jest odcinkiem potozonym symetrycznie wzgledem z = 0, ma wiec
posta¢ | — R, R[ (moze tez by¢ np. jedno- czy dwustronnie domkniety.

Def. Jesli przedzial zbieznosci ma postaé jak wyzej, to liczbe R nazywamy promieniem
zbieznosci.

Przyklad. Przedzial zbieznosci szeregu geometrycznego. Wiemy, ze dla dowolnego
x €] — 1, 1] szereg geometryczny:

SE)=1+x+2>+2°+...

jest zbiezny, a dla |z| > 1 jest rozbiezny. Zatem przedzial zbieznosci szeregu geometrycznego
to | — 1, 1], a promieti zbieznosci R = 1

14



2.1 Rozwiniecia w szereg réznych funkcji

2.1.1 Funkcja wykladnicza

2 OO.ZUn

R TIPS
Mamy bowiem: f(™(z) = e, a stad f™(0) = 1. Oszacowanie reszty: Zauwazmy, ze w
przedziale [0, x] pochodne wszystkich rzedow sa wspdlnie ograniczone; jesli bowiem 0 < z,
to f(0z) < e®, zas gdy x < 0, to f™(0x) < 1. Szereg powyzszy jest zbiezny dla kazdego
x € R, czyli przedziatem zbieznos$ci funkcji wyktadniczej jest cata prosta rzeczywista R.

2.1.2 Funkcje trygonometryczne

2P

.
Slnm—i—y—i—g—f—

Bowiem mamy: f™(0) = sin 0 dla n parzystych, oraz f'(0) = 1, f”(0) = —1, f®(0) = +1

itd. Oszacowanie reszty: Pochodne wszystkich rzedow funkeji sin x sa wspoélnie ograniczone

dla dowolnego x przez 1.

Podobnie pokazujemy, ze

T
cosr=1——+—+...

Rozwiniecia w szereg funkcji sin i cos sa zbiezne dla dowolnego x € R.

Jak sie liczy sinusy czy exponensy w kalkulatorze lub komputerze.

2.1.3 (uogoblniony) dwumian Newtona dla dowolnych wykladnikow rzeczywistych
(nie naturalnych)

a—2)...(a—n+1)
n!

2" dla |z < 1.

(33)
Z uwagi na nieco odmienne techniki oszacowan, rozwazymy oddzielnie przypadki x > 0 i
r <0.

o ala—1) , _Ooa(a—
(1+x) —1+ax—|—Tg; +..._nz:‘;

1. Przypadek = > 0. Dla f(z) = (1 + )%, n—ta pochodna jest
fM2)=ala—1)(a—2)...(a—n+ 1)1 +z)*™"
co daje wyrazenie na reszte w postaci Lagrange’a

ala—1)(a—2)...(a—n+1)
n!

R,(z) = 2" (14 0,2)* ",
Mamy:
lim ala—1)(a—2)...(a—n+1)

n—00 n!

2" =0 dla |z| <1

Gdyby ktos zapomnial, jak takie granice sie liczy, to wezmy iloraz (n+1)—wszego i n—tego wyrazu
a(afl)(a72)...(a7n+1)xn

ciagu a, = - . Mamy:
an+1:a_n+1$ni>>00
an, (n+1)
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czyli wyrazy ciagu {a,} sa — co najmniej od pewnego miejsca — mniejsze od wyrazéw ciagu
geometrycznego o q < 1; za ¢ mozna wziaé jaka$ liczbe wieksza od x a mniejsza od 1. A to znaczy,
ze ciag {an} jest zbiezny do zera.

Aby wiec dowiesé, ze nh—{goRn(x) = 0, wystarczy pokazac, ze przy danym z ciag (1+

0,2)*™ jest ograniczony dla dowolnego n. Poniewaz = > 0, to zachodzi nier6wnosé:
1 <146,z <1+ =z, z czego wynika

I<(1+62)<(1+2)* dlaa>0, lub (1+2)*<(1+6,2)*<1 dlaa<0.

Zachodzi tez nierownos$¢ (1+6,x)~" < 1. Ostatecznie widzimy, ze ciag (1 +0,2)* "

jest ograniczony.
2. Przypadek = < 0. Zapisujac reszte w postaci Cauchy’ego, mamy

ala—1)(a—=2)...(a—n+1)
n!

R, (z) = (1 —0)" (1 +0 2) "

Mamy, podobnie jak poprzednio

hma(a—l)(a—Z)...(a—n—i—l)

s n!

" =0 dla |z] <1

Pokazmy — tez podobnie jak poporzednio — ze ciag (1 — 6)"71(1 + 0/ 2)*™™ jest
ograniczony. Pokazemy réwnowaznie, ze ciagi:

1— 9’:1 " / a—1
50 2 oraz (14 0,x) (34)

sa ograniczone. Podstawmy: y = —x. Mamy: y > 0 oraz 6/, > 0!y, zatem 1 — 0], <

1 -0y < 1. Tak wiec
10 \""
(1 _%y) <1

Mamy tez: 1 —y <1 -6y < 1, zatem

(1-y)* ' < (1-0y)* <1 dla a-1>0 lub 1< (10" < (1-y)* " dla a—1<0
Obydwa ciagi (34) sa wiec ograniczone. Znaczy to, ze T}LrgoRn(x) =0.

Rozwiniecia dla kilku wartoéci a

— 1 X X X ceey (35)

a za chwile sie nam przyda

1
1+x2:1—x2+x4—x6+..., (36)

16



° a:%.Mamy:
1 1-3

1
1 :1 - o 2 3
Vit +58 =54 +2‘4.6x+ (37)
Bo:

—(1 1. / _ 1 1 -1, " _ 1-1 1 -3, " _ 1-3 1 -3
f@) = (ha)ks f@) = 50ka)H f/@) =~ () d f) =45t (14a)
skad

1 1 1 1 1 1-3 1 1-3-5

_ Lo 7/ _ .o _ . - r@ _ .

i ogdlnie
1 1 (2n-=3)N
— r(n) _ (_1\n—1
n!f (0)=(=1) (2n)!

I jak to domnozymy przez z" i zsumujemy, to otrzymamy wzor (37).

® a= —%. Mamy:

Tu juz sprawdzenie tego wzoru pozostawiamy jako éwiczenie dla Czytelnika/Czytelniczki.

e Stad od razu wynika:

3.
4.

1 1 1-3 1 5 .
=14+ =2 4 64 . .
+ x+2.4x —|—2. 6x+ (38)

V1— 22 2
Zastosowanie ostatnieqgo wzoru. Energia kinetyczna w ruchu relatywistycznym jest

2

v2
V- &
gdzie mq jest masa spoczynkowa czastki, v — predko$é¢, ¢ — predkosé $wiatta. Gdy v
jest znacznie mniejsze od ¢, to mozna powyzsze wyrazenie rozwingé w szereg Taylora
w potegach © i pierwszych kilka wyrazow bedzie dobrym przyblizeniem ogélnego wzoru.
Mamy:

E =

2
E ~ myc® + ;mozﬂ + :ZQmOUQ + ...

pierwszy wyraz to energia odpowiadajaca masie spoczynkowej; drugi — to zwykla (nierelatywistyczna)

energia kinetyczna; i trzeci — to pierwsza poprawka relatywistyczna (znaczaca np. w

przypadku widm elektronowych ciezszych atomow).

2.2 Roézniczkowanie szeregdéw potegowych

Sumy szeregéw potegowych zachowujg sie bardzo przyzwoicie wewnatrz przedziatu zbieznosci.
Jako przyktad przytoczymy:

Tw. Suma szeregu potegowego jest wewnatrz przedziatu zbieznosci funkcja ciagla,
oraz rézniczkowalna dowolna ilo$¢ razy.

Przytoczymy jeszcze, majace sporo zastosowan, rozwiniecie drugiej czesci powyzszego
twierdzenia:
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Tw. Jezeli: f(x) = ap+aiz+asx®+. .., to dla kazdego x lezacego wewngtrz przedzialu
zbieznosci zachodzi
f'(x) = a1 + 2apx + 3azz® + ...,

przy czym przedziaty zbieznosci szeregow dla f i f' sa takie same.
Dow. Bez dowodu.
CNZO
Uwaga. Innymi stowy, szeregi potegowe mozna (wewnatrz przedziatu zbieznosei) rozniczkowaé
wyraz za wyrazem.
Przykl. Mamy dobrze znany wzor:

1
1—xa

l+z+a®+a°+. . =

Powyzsze twierdzenie mowi, ze pochodne obu stron sg réwne. Mamy zatem:

1

2 n—1 _

Wykorzystujac powyzsze twierdzenie, wypiszemy rozwiniecia w szereg kilku dalszych funkec;ji.

e Rozwazmy szereg:

2 3

Fle)=w =+ 5+ = X )

Zrozniczkujmy ten szereg wyraz za wyrazem; w mysl powyzszego twierdzenia,otrzymany
szereg to bedzie rozwiniecie w szereg pochodnej F'(z). Wida¢, ze pochodng szeregu
(39 jest szereg (35), ktory definiuje funkcje 1. Jaka funkcja F(x) spetnia: F'(z) =

717 Odpowiedz jest tatwa: Jest to funkcja: In(1 4 ) 4+ C. Musi zachodzi¢: F(0) =
0=Inl+C, codaje C'=0. Mamy zatem:

x2 1.3 o] "
In(1 =r—— 4+ — 4. = —1)nr 40
n(l+z)==x 5 + 3 + nzz:l( ) - (40)
e Teraz rozwazmy:
T
G =r——4+ == —=+4...; 41
() =2 3 + 3 - + ... (41)

wida¢, ze jego pochodna to szereg (36). Argumentujac jak w poprzednim przykladzie,
widzimy, ze G(z) = arctg(z), czyli rozwiniecie w szereg potegowy funkeji arctg(x)
dane jest wzorem (41). Przedzial zbieznosci tego szeregu to | — 1, 1].

e Wreszcie, biorac szereg:

1-3 1-3-5
H(z) = 3 5 T 42
(z) x—|—2'3:c —|—2_4.5x +2.4.6.7x+ (42)

widzimy, ze pochodna tego szeregu to funkcja \/72, zatem wzor (42) okresla rozwiniecie
w szereg funkeji arcsin(x).
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2.3 Zachowanie szeregéw potegowych na brzegu przedzialu zbieznoS$ci

Sformutowane wyzej twierdzenia dotyczyly zachowania funkcji, okreslanych przez szereg
potegowy, wewngtrz przedziatu zbieznosci.

Mozna zadaé pytanie, czy mozna co$ powiedzie¢ o zachowaniu tych funkeji (okreslanych
przez szereg potegowy) na brzegu przedziatu zbieznosci?

Scenariusze mogg tu by¢ rozmaite. WeZmy znéow szereg geometryczny, dla ktorego
mamy:

1
l4+ao+22+23+... = )
1—=x

Wstawiajac tu x = 1, po lewej stronie mamy szereg rozbiezny do nieskoriczonosci, a po
prawej wyrazenie nieokreslone. Podstawiajac z kolei x = —1, po prawej stronie znéw mamy
szereg rozbiezny (cho¢ ograniczony), a po lewej dobrze okreslone wyrazenie % Patrzac z
kolei na rozwiniecie logarytmu (40), widzimy, ze mamy po lewej stronie szereg zbiezny.
Kuszace byloby przypuscié, ze jego suma to [n2. Nie mamy jednak zadnego twierdzenia,
ktore by uzasadnialo takie przypuszczenie.

Okazuje sie, ze ma miejsce

Tw. (Abela). Jesli szereg potegowy na granicy przedzialu zbieznosci (powiedzmy,
prawej granicy) jest zbiezny, to funkcja, bedaca suma tego szeregu potegowego, jest
lewostronnie ciaggta na granicy przedzialu zbieznosci.

Mamy w ten sposéb réwnosé

1 1 1 1 n9

Majac twierdzenie Abela, mozna wypisa¢ jawne wyrazenia dla wielu szeregdéw. Tu pokazemy,

VA
) 1+1 1+ B
3 5 7 4

Dla dowodu, przypomnijmy sobie pokazany dopiero co wzor (41) na arcus tangens; wstawiajac
tam x = 1 i pamigtajac, ze arctgl = 7, dostajemy powyzsza rownosc.
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3 Calki niewlasciwe

3.1 Calki w granicach nieskonczonych

Wiemy, co to jest [ f(x)dx w przypadku skoniczonego przedziatu [a, b] i funkeji ograniczonej
f(z). Okazuje sie potrzebne uogoblnienie tego pojecia w roznych kierunkach (przedzial
nieskoriczony i/lub f nieograniczona). Tutaj bedziemy sie zajmowaé tylko funkcjami
ograniczonymi na przedziatach nieskoniczonych.

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale [a, o0 (tzn. dla dowolnego x > a) i
catkowalna na kazdym skoniczonym przedziale [a, A] (zakladamy, ze A > a). Dla dowolnego
A jest wiec dobrze okreglona catka [ f(x)dz.

Def. Catkq niewtasciwg z funkcji f po przedziale [a, 0o nazywamy granice

A 00
lim f(z)dz; oznaczamyj@/ f(z)dz. (43)

A—00 Jq

W przypadku gdy granica (43) jest skoriczona, mowimy ze caltka niewlasciwa jest zbiezna,
a funkcja f jest catkowalna. Jesli granica (43) jest rozbiezna do oo lub nie istnieje, méwimy,

ze catka niewladciwa jest rozbiezna.
Przykt.

1. Funkcja f(z) = H% jest catkowalna w dowolnym przedziale skonczonym [0, A] (A > 0) i mamy:
4
/0 mdm = arctgz|) = arctg(A).
Granica JEHOO arctg(A) istnieje i jest rowna 7, zatem

/°° 1 d T
——dr = —.
o 14 a2 2

2. Wazna calka niewlasciwa. Zapytajmy, dla jakich wartosci wykladnika « istnieje catka niewtasciwa

/OO xiadx (tu a>0). (44)

Niech «a # 1. Wowczas

A
1 1 1—a |A 1 11—« 11—«
/a ot sl S e w el € S

Dla A — oo, prawa strona ma granice oo, gdy 1 — a > 0, tzn. a < 1, badz ;;}H gdy a > 1. W
przypadku posrednim, tzn. gdy @ = 1, mamy

A
1 —
/ —dz=MInz[2=InA—-Ina Az 00,
:I:Ol
a
zatem w tym przypadku catka jest rozbiezna.
Ostatecznie otrzymujemy, ze catka niewlasciwa (44) jest rozbiezna, gdy « < 1, i zbiezna, gdy

a > 1; w tym przypadku jej warto$¢ wynosi a‘“l%i

Zauwazmy, iz mamy tu sytuacje identyczng jak z szeregiem
>
]
n=1 ne
szereg ten jest zbiezny dla o > 1 oraz rozbiezny dla v < 1. Nie jest to koincydencja przypadkowa.
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3. 2. predkosé kosmiczna. Wezmy dwa ciala o masach m oraz M. Przyciagaja sie one grawitacyjnie

sita F', rowna,
Mm

r2

F(r)y=G

(G — stala grawitacji). Zapytajmy, jaka prace W trzeba wykona¢, aby ciato przenies¢ od odlegtosci
wzajemnej 7o do nieskoniczonosci.

Mamy
W= / F(r)dr = GMm/ %dr — _GMm Y| = GMm
70 To r

r ro To

widaé, ze ta praca jest skonczona.

Druga predko$é¢ kosmiczna jest okre§lona jako minimalng predkosé, ktora nalezy nadaé ciatu na
Ziemi, aby ’ucieklto ono do nieskoriczonosci’, tzn. nigdy nie zaczeto spadaé. Liczymy ja przyréwnujac
energie potencjalng ciala w nieskoriczonosci (tzn. obliczona wyzej prace W) oraz energie kinetyczna
ciala na powierzchni Ziemi. Wstawiajac stale fizyczne, liczy sie, ze 2. predkosé¢ kosmiczna (dla
Ziemi) to 11.2 km/s.

Analogicznie jak w (43) definiujemy takze catke z funkeji f w przedziale | — oo, al:

/ f(x)dz = A / f(x)dz (tu A’ <a), (45)
— 00 /—>—oo A/
oraz catke po calej prostej rzeczywistej:
+o00 . ) A
/_ f@)de = Jim lim [ f(a)da. (46)

3.2 Zwiazek z podstawowym wzorem rachunku rézniczkowego i
calkowego

Zatozmy teraz, ze catkowana funkcja f posiada funkcje pierwotng F' w calym przedziale
la, 00 (pamietamy, ze bedzie tak np. wtedy, gdy f jest ciagta). Wtedy na podstawie
podstawowego tw. rach. rézniczkowego i catkowego mamy

[ Fa)de = F(4) ~ Fla) = P

Poréwnujac to z wz. (43) widzimy, ze calka niewlasciwa (43) istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje skoniczona granica
lim F'(A).

A—o0
Granice powyzsza oznaczamy czesto F'(co).Mozemy wtedy zapisa¢
[ fa)de = F(o0) = Fla) = F@)I,

Mamy tez analogicznie

/a = F(2)l, /+OO flz)dz = F(z)|=2.

—0o0 —0o0
Przykt.
L [ e ™dz, a>0. Mamy: F(z) = —1e7%", skad F(oc0) = Alim e~ =0, tak wiec
e x=F(x)|f = ~.
0 0 a



2. fooo sin zdz. Funkcja pierwotna jest tu — cosz,ale symbol cosx|3® jest bez sensu, bo nie istnieje
granica lim cosz.

T— 00

1

0o 11y o _
3. Jyr zsingda = cos ¢ |57, = 1.

3.3 Calki niewlasciwe a szeregi

Pomiedzy catkami niewlasciwymi a szeregami istnieje szereg podobienstw, ktore teraz
wyliczymy; wiele twierdzen o catkach niewtasciwych jest prostym przeniesieniem analogonow
z teorii szeregdw.

SZEREGI CALKI
Wyraz ogo6lny szeregu a,, Funkcja podcatkowa f(z)
Suma czeéciowa szeregu S0 a, Calka wlasciwa [ f(z)dz
Suma szeregu >_>° ; a, Catka niewlasciwa [;° f(x)dx
jako granica sumy czesciowej dla N — oo | jako granica catki wlasciwej dla A — oo
reszta szeregu Y .o> n. Uy Calka niewtasciwa [3° f(x)dx

Ponizszych twierdzen dowodzi sie albo przez niewielka modyfikacje twierdzen dla
szeregow, albo przez proste rozszerzenie twierdzen o catkach wtasciwych.

1. Jesli catka [ f(z)dx jest zbiezna, to zbiezna jest tez catka [7° f(z)dx i na odwrot.
Ponadto

/:o f(x)dx = /aA f(z)dx + /:O f(z)dz.

2. Gdy catka [}° f(x)dx jest zbiezna, to zachodzi

o

f}gr;o ) f(z)dx = 0.

3. Jesli zbiezna jest catka [ f(x)dx, to zbiezna jest tez calka [° ¢- f(x)dz (¢ = const.)
i zachodzi ~ o
/ c~f(x)dx:c/ f(z)dz
4. Jesli zbiezne sa catki [° f(z)dz i [;° g(z)dx, to zbiezna jest tez catka [°(f+g)(z)dz

i zachodzi
[T o= [ s+ [T

3.4 Zbiezno$¢ calki w przypadku funkcji nieujemnej

Jesli funkcja f(x) jest nieujemna, to caltka

F(A)= [ f)da (47)

jest funkcja niemalejgeq zmiennej A. Jesli ponadto funkcja F'(A) jest ograniczona, tzn.
AoV, F(x) < C, to F(X) posiada granice, gdy A — o0, a to znaczy, ze catka (47) jest
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zbiezna. W oczywisty sposob, warunek ten jest tez warunkiem koniecznym zbieznoéci; gdy
nie jest on spetiony, to calka (47) jest rozbiezna.

Wykorzystujac powyzszy fakt, dowodzi sie, ze ma miejsce nastepujace

Tw. Jesli dla wszystkich = € [a, co[ zachodzi nierownosé: f(z) < g(x), to ze zbieznosci
calki [ g(x)dx wynika zbieznos¢ catki [° f(z)dz; i na odwrét: z rozbieznosci catki
[ f(x)dz wynika rozbieznosé¢ catki [° g(x)dx.

Dow. jest analogiczny jak w przypadku tw. poréwnawczego dla szeregow — nalezy
tylko wszedzie zamieni¢ "sume" na "catke".

CBDO

Kryterium to jest ogolne/ogolnikowe: Skutecznosé w jego stosowaniu zalezy od tego,
czy uda sie w danym problemie znalez¢ dostatecznie dobry, a jednoczesnie wyliczalny
‘ogranicznik’, pozwalajacy oszacowaé¢ badana funkcje catkowana od gory lub od dotu.
Wybierajac konkretne funkcje do poréwnan, mozemy otrzymac bardziej szczegélowe kryteria
zbieznosci/rozbieznosci catek. Czesto do poréwnarn bierze sie funkCJQ (jak pamietamy,
Calka z tej funkcji jest zbiezna dla a > 1 i rozbiezna dla a < 1). Z poréwnania z funkcja
otrzymuje sie nastepujace kryteria Cauchy’ego:
Tw. Niech funkcja f(x) ma dla dostatecznie duzych x posta¢

a?

f =22 aso
xa
Wtedy:
1. Jesli @ > 11 ¢(z) jest ograniczona, tzn. JocooVs: ¢(z) < C, to catka [° f(x)dx jest
zbiezna;

2. jesli a <11 ¢(x) > c>0, to calka jest rozbiezna.

Dow.

1. Tu bierzemy do poréwnania funkcje g(z) = <; mamy: f(z) < g(z) i wiemy, ze g(x)

jest catkowalna dla a > 1, co dowodzi zbieznosci calki [;° f(z)dz.

2. Tu bierzemy do poréwnania g(r) = -%. Zachodzi: f(z) > g(z), calka z g(x) jest
rozbiezna, wiec tez rozbiezna jest calka fa f(x)dx

CBDO
Przykt.

1. Zbadajmy zbiezno§¢ calki

o g3
/ Ty
0 1"‘332

CZEGO SIE SPODZIEWAMY? Zbadajmy zachowanie funkcji podcatkowej dla duzych =x.

Licznik mamy gotowy: Zachowuje sie on jak 2% . Mianownik zas dla duzych z zachowuje sie jak 22

(tzn. granica lim 1‘;—?2 = 1). Zatem funkcja podcatkowa dla duzych z zachowuje sie jak z3 2 ~
T—00

x_%, a catka z takiej funkcji jest rozbiezna.
PotwierdZzmy te nasze spodziewania dokladniejszym oszacowaniem. Zamiast catki fooo zbadajmy
catke floo; taka zmiana przedzialu nie ma wpltywu na zbieznosé. Mamy:

a? (z)T _ (1+2?)1 1 dag>1 ] 1
2~ 3 2 2 T 2 I T =
1+22 14z l+z (1+22)7 (x2 +22)1 21z

a floo ﬁdx jest rozbiezna, wiec rozbiezna jest tez caltka wyjsciowa.
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2. Zbadajmy zbiezno$¢ catki

/ 221+ 33‘2
CZEGO SIE SPODZIEWAMY? W liczniku mamy 1. Spdéjrzmy na mianownik: Zacznijmy od
funkcji V1 + 22, ktora dla duzych x zachowuje si¢ jak x (znowu: lim 7%4""2 = 1. Zatem caly

r—00
. . . .. L, oo _ . ..
mianownik zachowuje sie jak x'72 ~ 23, za$ calka fa x73dx jest zbiezna.

Spodziewamy sie wiec zbieznosci i potwierdzmy to dokladniejszym oszacowaniem. Tu oszacujmy
w drugg strone, niz w poprzednim przyktadzie:
1 < 1
221 +22 o

i poniewaz floo %dx jest zbiezna, to zbiezna jest tez catka wyjsciwa.

3.5 Zbieznosé¢ bezwzgledna

Wroémy do badania zbieznosci catek w przypadku ogolnym (tzn. niekoniecznie dla nieujemnych
funkcji podcatkowych). Jak pamietamy, zagadnienie zbieznosci catki niewtasciwej [ f(z)dx
sprowadza sie do rozstrzygniecia, czy istnieje skoriczona granica funkcji ®(A) dla A — oo,
gdzie

B(A) = / * f@)da (48)

Przypomnijmy sobie najsampierw warunek Cauchy’ego® zbieznodci szeregu a; + as +
. Oznaczmy przez {s,} ciag jego sum czesciowych. Warunek B-C moéwi zbieznosci
szeregu moOwi, iz
Ve>0§|k€Nvm7m’€N : ’Sm - Sm/‘ <€,

Warunek ten ma swoj bezpos$redni odpowiednik w postaci warunku istnienia calek niewtasciwych.
Mozna go sformutowaé¢ nastepujaco:
Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieznosci catki [J° f(z)dx jest, aby

A/
Ves0Tag>aVa,ar54, : |P(A") — ®(A)| = !/ r)dz| <€,

gdzie ®(A) jest dane przez (48).
CBDO

Korzystajac z powyzszego warunku, tatwo udowodnimy twierdzenie (majace analog
dla szeregow: Jesli szereg jest bezwzglednie zbiezny to jest zbiezny):

Tw. Jezeli catka [°|f(z)|dx jest zbiezna, to jest zbiezna tez catka [° f(x)dx

Uwaga. W takim przypadku mowimy, ze catka [J° f(x)dz jest bezwzglednie zbiezna.
(Znow analogia z szeregamil)

Dow. Stosujac powyzsze kryterium do catki [ |f(x)|dz (o ktorej zakladamy, ze jest
zbiezna) mamy: Dla dowolnego € > 0 istnieje takie Ay > a, ze dla A’ > A > Ay zachodzi

.
/. 1f(@)lde < e

ale mamy tez:

Al

w
</A |f(x)|dz co znaczy, ze |/A f(z)dz

/A/ f(z)dz <€

A

3Zwany tez gdzieniegdzie warunkiem Bolzano-Cauchy’ego
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a to oznacza, ze zbiezna jest catka [7° f(x)dx.
CBDO
Tw. Jesli calka [ ° f(x)dx jest zbiezna bezwzglednie, a funkcja g(z) jest ograniczona
(tzn. dla dowolnego z: |g(z)| < C), to calka [;° f(x)-g(x)dx tez jest bezwzglednie zbiezna.
Dow. Wystarczy oszacowac:

[f(z) - g(2)] < C-|f ()]

i skorzystac¢ z kryterium poréwnawczego.

CBDO
Przykt. Rozwazmy calke:

> cosax
—d k#0.
/o it M7

Funkcja mﬁ jest catkowalna (catka z tej funkcji jest oczywiscie bezwzglednie zbiezna), zas funkcja

cos ax jest ograniczona; zatem powyzsza caltka jest bezwzglednie zbiezna.

3.6 Przyklady

Positkujac sie omoéwionymi wyzej kryteriami, badz jawnymi wyliczeniami, rozstrzygnijmy
teraz zbiezno$¢ nastepujacych catek:

1.

oo
/ ze “dx.
0

Odp. Calka jest zbiezna — wyliczalna — oblicza sie ja catkujac przez czesci. Jej
wartos¢ wynosi 1.

o0
/ z"e *dx.
0

Odp. j.w., tylko trzeba scatkowaé przez czesci n razy. Wartoé¢ catki wynosi n!.

3. Zdefiniujmy ponizej funkcje I'(s) (s € R) jako calke zalezna od parametru:

['(s) :/ ¥ le " dr, s> 1.
0

Odp. Catka jest zbiezna. Funkcje podcatkows szacuje sie z wykorzystaniem nieréwnosci

z° < ! 7z wykorzystaniem zbieznosci calki z poprzedniego punktu.

Uwaga. Funkcja ['(s) znana jest jako funkcja gamma Eulera; jest ona wazna funkcja
nieelementarng. Mozna ja zdefiniowa¢ dla dziedziny znacznie wiekszej niz powyze;j.
Zauwazmy, ze: I'(n + 1) = n! (por. poprzedni przyktad), mozna wiec funkcje I'(s)
uwazac jako rozszerzenie silni na argumenty niecatkowite.

o at+ a2+ 145z
/ dx.
1 242+ 7

Odp. Funkcja podcatkowa daje sie przedstawi¢ w postaci ¢(z) - 24372 = ¢(z) -
23, gdzie o(z) to funkcja ograniczona, ostro wieksza od zera. Zatem z kryt.
poréwnawczego w postaci Cauchy’ego catka jest rozbiezna.
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oo ]
/ 2
1 x
Odp. Rozb.
6. |
| Side, A€R A0
1
Odp. Zbiezna dla A > 1, rozbiezna dla A < 1.
7. .
% ar
[T e, AeR, A>0.
1 x
Odp. Zbiezna dla A > 1, rozbiezna dla A < 1.
3.7 Zadania

Positkujac sie roznymi kryteriami, badz jawnymi wyliczeniami (jesli nie bedzie to wymagato
duzego nakladu pracy), rozstrzygna¢ zbiezno$é nastepujacych calek:

1. N
/ xe “dx.
0
2. N
/ e “dx, a > 0.
0
3. Zdefiniujmy ponizej funkcje I'(s) (s € R) jako calke zalezna od parametru. Rozstrzygnaé

czy ponizsza definicja jest z sensem, tzn. czy calka jest zbiezna.

['(s) :/ ¥ e dr, s> 1.
0

4.
o Jat+ a2+ 14 bz
/ dz
J1 2+ 2 +7
d. 1
/ﬂdx.
1
6. -
| Side, AeR A0
1z
7.

00 t
/ T8 42, AeR, A>0.
1 s

Uwaga. Powyzsze calki byly robione na wykladzie.
/ (2% + 322 + T)e " dux.
0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

[
—dzx
o z2+x+1

o) 1 2 —T
/ n re dx
1 T+5

dz.

/00 Vad + a3+ 1le + 2+ 5z
1 3+ 120+ 7

[e%s) 1 3
/ o Id:c.
1 T
o In?
|

0012
/ P4 AeR, A>0.
1

A

/wmmgfvdx, AER, A>0.
1

A

o0 1
dz.
/10 In(ln x) v

/°°2x—|—m—|—sinm
——dzx.
o 3*+5xz2+7

oo k
/ COSMT  4r. keR.
o 3+x2+ax+1

0o % k
/ £ M e keR

0o 2+x+1
Mm) a>0'

0 Vz(a+ )
/ xte " cosxdr, p >0, a>0.
0

© 22 cosx
——dx.
0o ef+e®
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