
Matematyka I � lista zada« nr 7:
Ci¡ªo±¢ � cd. i ró»niczkowalno±¢.

1. Wyka» opieraj¡c si¦ na def. Cauchy'ego, »e f(x) = 1
x
jest ci¡gªa w punkcie x = 2.

2. Zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji: f(x) =
{
x sin 1

x
dla x 6= 0

0 dla x = 0

3. Ci¡gªo±¢ jednostajna: opieraj¡c si¦ na de�nicji ci¡gªo±ci jednostajnej pokaza¢, »e
funkcja f(x) = 1

x
jest ci¡gªa jednostajnie na przedziale [1,+∞[.

4. Opieraj¡c si¦ na de�nicji ci¡gªo±ci jednostajnej pokaza¢, »e funkcja f(x) = x2 jest
ci¡gªa jednostajnie na przedziale ]0, 2[.

5. Opieraj¡c si¦ na de�nicji ci¡gªo±ci jednostajnej pokaza¢, »e funkcja f(x) = 1
x
nie

jest ci¡gªa jednostajnie na przedziale ]0,+∞[.

6. Opieraj¡c si¦ na de�nicji ci¡gªo±ci jednostajnej pokaza¢, »e funkcja f(x) = x2 nie
jest ci¡gªa jednostajnie na przedziale ]0,+∞[.

7. Czy funkcja f(x) = sin 1
x
jest jednostajnie ci¡gªa w przedziale ]0, 1]?

8. � Czy funkcja f(x) =
√
x jest jednostajnie ci¡gªa w przedziale ]0,∞[?

9. Czy funkcja f(x) = ex jest jednostajnie ci¡gªa w przedziale ]0,∞[? A w przedziale
]−∞, 0]?

10. Pokaza¢, »e funkcja Dirichleta: fD(x) =
{
1 dla x ∈ Q
0 dla x 6∈ Q nie jest ci¡gªa w »adnym

punkcie.

11. Pokaza¢, »e funkcja Dirichleta jest granic¡ caªkiem przyzwoicie wygl¡daj¡cego ci¡gu:
fD(x) = lim

n→∞
lim
k→∞
[cos(n!πx)]2k (zwróci¢ uwag¦ na kolejno±¢ granic!)

12. Par¦ faktów nt. funkcji sinh i cosh De�nicje. Sprawdzi¢, »e speªniona jest
'jedynka hiperboliczna'. Która jest symetryczna a która antysymetryczna wzgl¦dem
zamiany x → −x? Wyrazic sinh 2x i cosh 2x przez sinh x i coshx. Naszkicowa¢
wykresy. Obliczyc funkcje odwrotne (pami¦taj¡c o dziedzinach). De�nicja tanh(x)
i szkic wykresu.

Pochodne

13. Niech � f(x) =
√
9x+ 2. Obliczy¢ z de�nicji f ′(3).

14. Niech � f(x) = 1
x+1 . Obliczy¢ z de�nicji f ′(2).

15. Niech � f(x) = 2x3 − 3x2 + 2. Obliczy¢ z de�nicji f ′(1).

16. Niech f(x) = 3
√
x+ 1. Obliczy¢ z de�nicji f ′(2).

17. Niech f(x) = ex−1. Obliczy¢ z de�nicji f ′(3).
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18. � Obliczy¢ (je±li istnieje) f ′(1) dla funkcji: f(x) =
{
−2x2 + 3x+ 1 dla x ¬ 1
x2 − 3x+ 4 dla x > 1

19. � Obliczy¢ (je±li istniej¡) f ′+(0), f
′
−(0), f

′(0) dla funkcji:

f(x) =
{

−x dla x < 0
x(1− x)(2− x) dla x  0

20. Obliczy¢ pochodne funkcji po skorzystaniu z odpowiednich twierdze« (� � 5 zada«)
:

(a)
1
x3 − 1

;

(b)
x2 + 2x+ 2
x2 − 1

;

(c)
1√

1 + x2 + x4
;

(d) cos5 x;

(e) sin(5x− 3);
(f) sin( 3

√
1− x3);

(g)
x2

4x
;

(h) arcsin
2
x
;

(i) ln sinx;

(j) arctg(x−
√
1 + x2);

(k) e
√
2+x2 ;

(l) cosh(x3 − 2x+ 1);

21. Obliczy¢ pochodne funkcji:

(a) � xx;

(b) (sinx)cosx;

(c) xsinx.

22. � Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji f(x) =
√
ln(1 + x2) w punkcie x = 0.

23. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji f(x) =
√
coshx− 1 w punkcie x = 0.

24. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji f(x) =
√
1− cosx w punkcie x = 0. (Funkcja f

jest okre±lona na [−π2 ,
π
2 ]).

25. Obliczy¢ pierwsze, drugie i trzecie pochodne funkcji:

(a) f(x) = e−x
2
;

(b) f(x) = tg x;
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(c) f(x) = thx.

26. Obliczy¢ n−te pochodne funkcji f(x) (� � 5 zada«):

(a) f(x) = sin x;

(b) f(x) = cosx;

(c) f(x) = sinhx;

(d) f(x) = coshx;

(e) f(x) = e2x;

(f) f(x) = e−3x;

(g) f(x) = sin2 x;Wsk.Wyrazi¢ sin2 x przez funkcj¦ trygonometryczn¡ podwojonego
k¡ta.

(h) f(x) = cos2 x;

(i) f(x) = lnx;

(j) f(x) = 1
(x+1)2 ;

(k) f(x) = 1
1−x2 ; Wsk. Rozªo»y¢ na uªamki proste.

(l) f(x) = 1
x2−3x+2 ;

(m) f(x) = sin4 x+ cos4 x.

27. Znale¹¢ styczne i prostopadªe do nast¦puj¡cych krzywych w nast¦puj¡cych punktach:

(a) � paraboli y = x2 w punkcie x = 3;

(b) � wykresu funkcji y = ex w punkcie x = 1;

(c) � wykresu funkcji y = ln x w punkcie x = e2;

(d) krzywej danej równaniem x2

4 +
y2

9 = 1 (jaka to krzywa?) w punkcie (2
√
2√
3
,
√
3);

(e) krzywej danej równaniem x2 + xy + y2 = 3 (jaka to krzywa?) w punkcie (1, 1).

28. Pokaza¢, »e funkcja f(x) =
{
e−

1
x2 dla x 6= 0
0 dla x = 0

jest niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalna

w punkcie x = 0.
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