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Matematyka I, zadania domowe seria 1

1. Sprawdz, czy nastepujace wyrazenia sa tautologiami:

a)pV~p, b)[~p=@ ~ql=p, ¢ lpve=rle(p=r)A(g=>r)

a) Zdefiniowaé alternatywe za pomoca koniunkcji i negacji.

b) Zdefiniowa¢ alternatywe za pomoca implikacji i negacji.

Prawdziwe jest zdanie: , Nieprawda, ze jezeli Platon zatozyt Akademie, to jesli Arystoteles

byl uczniem Platona, to Arystoteles nie uczeszczal do Akademii". Czy informacja ta
wystarcza, by udzieli¢ odpowiedzi na kazde z podanych nizej pytani? Jesli tak, to jakie sa
te odpowiedzi?

2.

3.
(a)
(b)
()

4.

Czy Platon byt zalozycielem Akademii?
Czy Arystoteles byt uczniem Platona?
Czy Arystoteles uczeszczal do Akademii?

(R. Smullyan) Zadanie to dzieje sie na wyspie, ktorej mieszkancy w pewne dni tygodnia

mowig tylko prawde, a w pozostale dni tygodnia - kltamig.

(a)

(b)

(e)

Stefan ktamie tylko w poniedzialki, a w pozostate dni méwi prawde. Pewnego dnia
Stefan powiedzial: ,Dzi§ jest poniedziatek, a ja jestem zonaty”. Czy byl wtedy
poniedziatek? Czy Stefan jest zonaty?

Wedlug innej wersji tej historii, Stefan nie powiedzial: ,Dzi$ jest poniedzialek, a ja
jestem zonaty” ale ,,Dzi§ jest poniedziatek lub ja jestem zonaty” Jedli ta wersja jest
prawdziwa, to czy Stefan jest zonaty i czy byl wtedy poniedziatek?

Istnieje jeszcze jedna wersja tej historii, nieco podobna do pierwszej, ale réznigca sie
w pewnym subtelnym szczegole. Wedtug niej Stefan najpierw powiedziat: "Dzi$ jest
poniedziatek", a nieco pdzniej tego samego dnia powiedziat: "Jestem zonaty". Czy
powinnismy wierzy¢ tej wersji?

Stefan ma brata o imieniu Marceli, ktory ktamie tylko w czwartki. Pewnego dnia je-
den z braci (nie wiadomo niestety ktory) powiedzial: "Jutro bedzie wtorek". Doktad-
nie tydzieri pézniej ten sam brat powiedzial: "Jutro bede ktamal”. Ktérego dnia
tygodnia to sie wydarzyto?

Zgodnie z inng wersja tydzienn po tym jak jeden z braci powiedzial: "Jutro bedzie
wtorek", drugi brat stwierdzil "Jutro bede ktamal”. Jesli ta wersja jest prawdziwa,
to ktorego dnia tygodnia sie to zdarzylo?

5. Niech A bedzie zbiorem punktéow (z,y), dla ktorych 22 + y? < 1, B bedzie zbiorem
punktow, dla ktorych 22 +y? < 4, C bedzie zbiorem punktow, dla ktorych (z—1)2+y2 < 1.
Zmnalez¢ i naszkicowaé zbiory AUB, AUC, AUBUC, AnC, A\ B, AnBNC.

6. Wiedzac, ze f(x) := -%5 oraz g(x) == f (%‘2), uprosci¢ g(x) i poda¢ dziedzine g(x).

T+2

7. Znajdz zbior wartosci funkcji f. Czy funkcja f jest surjekcja? Czy jest injekcja? Czy jest
bijekcja? W przypadku pozytywnej odpowiedzi na ostatnie pytanie znajdz f _1(1').

a) f R—R, z— f(z) = 52

242

b) f:Ry =] = L1[ o~ f(z) = 573

242

c) f:[l,oo[= R\R_, z+ f(z)=a—222+1



10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Niech f(x) = 3. Znalezé takie g(z), ze: a) (fog)(z) =2+ 1,b) (go f)(x) =z +1
Dane sa funkcje

flz)y=2*+3, z€R

g(l’): £L‘—1, LS [1700)

Znalez¢ wzor funkeji ztozonej f(g(z)) i g(f(z)) oraz podaé¢ dziedzine i zbiér wartosci
kazdej z tych funkcji.
Rozwiaz réwnania
a)lr+1+]z+2/=7 b)llllz+1—-2|+3]+4] =7,
c) |z — 16|+ |22 =9 =7, d) 2> —|br+6|=0

Rozwiaza¢ nierownosé: a) |23 — z| + 2z > 2, b) |$| < %]

Zaznacz na plaszezyznie R? nastepujace zbiory a) {(z,y) € R?| |z+1|+|y+2| <4}, b)
{(z,y) eR®*| y=lz+ 1|+ |z +2|+|z+3|}

Rozwiaz réwnania

a)cosz =1, b)cosz=%, c¢)cosz=0, d)sinz=0, e)sinz="2L,

f) tgr =3, g) ctgr = —/3.
Rozwiaz nieréwnosci

a) 2sinz < —1, b) 3ctg?z > 1.

Zredukuj nastepujace wyrazenia

a) cos(m—x), b) cos(3+x), ¢)sin(z—mx), d)sin(ir+z), e ctg(5+x), f)tg(Er—z).

Znajdz warto$¢ cos § (wynik moze zawiera¢ jedynie operacje dodawania, odejmowania,
mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania liczb).

Rozwiaz réwnanie
. m 1
sin(x 4 ) cos(z + E)ctg (x —m) = 5

Udowodnij, ze
a)Va g {kr|keZ}: tg¢ =122 D)sing+ /17(:20504‘

Pokaz, ze
T+ T —
COS T 4 cosy = 2cos 2ycos 2y

Wskazowka: skorzystaj z dobrze Ci znanych wzorow cos(a+ 3) = cos a cos § — sin arsin 3,
cos(a — ) = cos acos 3 + sin arsin 3.

Wyprowadz wzory

. otg z 1_to2z oto =
a) sinx = %, b) cosz = %, c) tgx = 1—tgg§g‘
Rozwigz rownania w zbiorze | — 7, 7|
a) 4sin®f + 2cos?f — 2sinf —1 =0, b)tgr —tgwr — 3+ 3ctga = 0.

Niech f(z) = 28"® — 1. Znalez¢ dziedzing i zbior wartosci f(z). Zbada¢ injektywnosé i
surjektywnosé f : R — R, znalez¢ maksymalny przedzial, dla ktorego f(z) jest injekcja,
znalezé f~1(x) i podac jej dziedzine.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.

Dla jakich x zachodzi

a) sinarcsinz = x, b) arcsinsinz = x.

Rozwiaz
s : 2 s : : _ T
a) —{= < arcsin(z®) < ¥, b) arcsin2xr + arcsinz = %,
¢) arcsin % — arcsiny/1 — x = arcsin %, d) arccosz < arccos 2.

Znajdz wszystkie rozwiazania calkowite rownania 2% + 323 — ;xQ + 5%~ 2=0.

Dla funkcji f(x) = 2% + (2 — k)z + k? znalezé zbiér wartosci k, dla ktérego Vo € R
f(z) > 0.

Rozwiaz nieréwnosé

o) (x—1)5(2? — x4+ 1)(2? — 2)(x + 1)° -0

2 —2r—1 -
Znajdz wielomian bedacy wynikiem dzielenia oraz reszte z dzielenia wielomianu
2 + 23 + 222 + 2 przez wielomian 23 + 1.

b) 2% + 2% —2 > 0.

a) Znajdz reszte z dzielenia wielomianu z2°%® + 2% 4+ x + 1 przez wielomian 22 — 1.
b) Znajdz reszte z dzielenia wielomianu 20% + 2% + 22 + 1 przez wielomian x? + 1.

Dla jakich warto$ci parametru a réwnanie kwadratowe (na z) 22% + ax + iaQ —a =0 ma
dwa pierwiastki ujemne.

Wielomian 4a* — 423 — 1322 + 122 + 3 ma cztery pierwiastki rzeczywiste z1, To, 231 24.
Znajdz wartosci nastepujacych wyrazen:

a) T1+ To + 3+ x4, D) T1Tox3T4,  €) T1Ty + T1T3 + X174 + ToTz + ToTy + T324.

Czy nastepujace liczby sa catkowite?

log3 7 __ r7logs 5 logy7 81 1 1 1
a) 5 7 ’ b) log\/g 729 ’ C) log1 7 + log1 7 + logy7 7°
3 9

Dla jakich wartoéci parametru a réwnanie 9% — 37! + ¢ = 0 ma dwa rézne rozwigzania.

Rozwiaz
a) logy(9 —2%) =3+, b)logi(log:x) > 1, c¢)logi(xr —2)+2logi(z+2)>5,
1 1
d) > :
1+logyz  —2+42logyx
Jaka liczba jest wspotczynnikiem przy 297 w rozwinieciu (1 + z)100?

Pokaz, ze dla dowolnego naturalnego n: Z(—l)k (n> =0
k=0

Pokazaz, ze dla dowolnego naturalnego n:
n(n+1)

a) IP4+28 4 4n® = (14+2+---+n)? Wskazowka: Skorzystajz 14+2+---+n = 5

1)(4n?
b) 12432452+ +(2n+1)% = (n+1)( n3+8n+3)'



38.

39.

Wykazaé, ze dla dowolnego naturalnego n:
a) liczba 4™ + 15n — 1 jest podzielna przez 9,
b) liczba 10™ + 4™ — 2 jest podzielna przez 3,
c) liczba n® + 2n jest podzielna przez 3,
d) liczba 5" + 2. 3" 4 1 jest podzielna przez 8,
e) liczba n” — n jest podzielna przez 7.
) n+2

f) wielomian (n + 1)z"™ — (n + 2)z"™ + 1, jest podzielny przez trojmian z* — 2z + 1.

Wyprowadz wzor na sume .S, = Z ¢". Wskazowka pokaz najpierw, ze Spq = Sp+¢"

k=0
i Sn_;’_l - 1 + an

Podpowiedzi i odpowiedzi

1.
2.

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.
18.

Sa.
a) ~ (~pA~gq)b) ~p=gq
3 x tak

a) Kawaler Stefan powiedziat to w poniedziatek, b) Stefan jest zonaty, to nie byl poniedzi-
alek, c¢) nie, d) czwartek, e) poniedziatek

9(x) = 53 D=R\ {~4}
a) f(R) = [—1,1], nie jest surjekcjg bo [—1,1[# R, nie jest injekcja bo f(1) = f(—1),
b) /(@) = ¢2? Q) S w) = Va1

a) g(r) = Vo +1, b)glr)=r+1

(9(@) =2 +2, 2 € [1,00] , f(x) € 3,00 ; g(f(x)) = Va2, 2 € R, f(x) € [V/2,00]
a)ve{=52}, b)ze{l,-3}, ¢ ze{-4,-334}, d) ze{-3-2-1,6

f\,.;

—

a) kwadrat o wierzchotkach (1, 2), (3,—2), (1,—6), (5, —2),
b) Rozwaz przypadki x €] — 00, —3], z €] — 3, -2, x €] — 2, —1], z €] — 1, 00|
a) ] 00, _Q[U]lv OO[ ) b) Z E] — 00, _5[U] -1, OO[

a) {2kn |k € Z}, b) {6+2k7r\/——+2k:7r|k:€Z} ){Z+kr|lkeZ}, d){kr|keZ},
e) {54+2knr VvV Z 4 2%kn|kelZ}, f){f+knlkelZ}, g) {3 +kn|kel}.

a)U]%T—I—Qk: o +2]€7T|: b)U]kﬂ,g—l—lm]U{Qg%—k‘ﬁ,w—I—kw

k€EZ keZ

a) —cosx, b) —sinz, c¢) —sinz, d) —cosz, e)—tgz, f)ctgz.

V242

2
{Z+kr|keZ)

Uzyj znanych Ci wzoréw cos a = cos? % — sin? % 1sina = 2sin % cos %



19.
20.

21.

23.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.

32.
33.

34.
35.
36.
37.
38.

Dodaj stronami wzory podane we wskazowece.
Sprobuj sam(a).

a) Podstaw t = sin 6 (uprzednio uzywajac jedynki trygonometrycznej) a nastepnie poszukaj
pierwiastkow wymiernych rownania na t. Odpowiedz: 6 € {—
b)re{}, 5 —5}

3

T T
404061

a)xe€[-1,1, b)zel-Z,

vy
NTE]

a) —\/7§<m<\/7§, b) %\/g, )2, d)o<z<l

r=1Vzr=-4

k €] — 00, —2[U]2, 00|

a) T € [—v2,1 —V2[U[1,V2]U]1 +v2,00[, b)z € [~00, —v/2[U]1, 0]
wynik 22 + 1, reszta 22 + 1

a) z +3, b) Podstaw ¢t = 2°. Reszta to 2.

a €)4, 8]

Jak wyprowadzi¢ wzory Viete’a nie zagladajac do wikipedii? Odpowiedzi: a) 1, b)
—13
4

0o
@
~

a) tak 0,  b) tak 16,  ¢) tak 0.

a)x =0, b)zel; 1 c ze€)2,\/E d) el 2[U]8 00
161700

Przyjrzyj sie uwaznie wzorowi na dwumian Newtona.
Porozmawiaj z prowadzacym ¢wiczenia.

Jak wyzej



