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Matematyka I, zadania domowe seria I

1. Sprawd¹, 
zy nastepuj¡
e wyra»enia s¡ tautologiami:

a) p∨ ∼ p, b) [∼ p ⇒ (q∧ ∼ q)] ⇒ p , 
) [(p ∨ q) ⇒ r] ⇔ [(p ⇒ r) ∧ (q ⇒ r)]

2. a) Zde�niowa¢ alternatyw� za pomo
¡ koniunk
ji i nega
ji.

b) Zde�niowa¢ alternatyw� za pomo
¡ implika
ji i nega
ji.

3. Prawdziwe jest zdanie: �Nieprawda, »e je»eli Platon zaªo»yª Akademi�, to je±li Arystoteles

byª u
zniem Platona, to Arystoteles nie u
z�sz
zaª do Akademii". Czy informa
ja ta

wystar
za, by udzieli¢ odpowiedzi na ka»de z podany
h ni»ej pyta«? Je±li tak, to jakie s¡

te odpowiedzi?

(a) Czy Platon byª zaªo»y
ielem Akademii?

(b) Czy Arystoteles byª u
zniem Platona?

(
) Czy Arystoteles u
z�sz
zaª do Akademii?

4. (R. Smullyan) Zadanie to dzieje si� na wyspie, której mieszka«
y w pewne dni tygodnia

mówi¡ tylko prawd�, a w pozostaªe dni tygodnia - kªami¡.

(a) Stefan kªamie tylko w poniedziaªki, a w pozostaªe dni mówi prawd�. Pewnego dnia

Stefan powiedziaª: �Dzi± jest poniedziaªek, a ja jestem »onaty�. Czy byª wtedy

poniedziaªek? Czy Stefan jest »onaty?

(b) Wedªug innej wersji tej historii, Stefan nie powiedziaª: �Dzi± jest poniedziaªek, a ja

jestem »onaty� ale �Dzi± jest poniedziaªek lub ja jestem »onaty� Je±li ta wersja jest

prawdziwa, to 
zy Stefan jest »onaty i 
zy byª wtedy poniedziaªek?

(
) Istnieje jesz
ze jedna wersja tej historii, nie
o podobna do pierwszej, ale ró»ni¡
a si�

w pewnym subtelnym sz
zególe. Wedªug niej Stefan najpierw powiedziaª: "Dzi± jest

poniedziaªek", a nie
o pó¹niej tego samego dnia powiedziaª: "Jestem »onaty". Czy

powinni±my wierzy¢ tej wersji?

(d) Stefan ma brata o imieniu Mar
eli, który kªamie tylko w 
zwartki. Pewnego dnia je-

den z bra
i (nie wiadomo niestety który) powiedziaª: "Jutro b�dzie wtorek". Dokªad-

nie tydzie« pó¹niej ten sam brat powiedziaª: "Jutro b�d� kªamaª�. Którego dnia

tygodnia to si� wydarzyªo?

(e) Zgodnie z inn¡ wersj¡ tydzie« po tym jak jeden z bra
i powiedziaª: "Jutro b�dzie

wtorek", drugi brat stwierdziª "Jutro b�d� kªamaª�. Je±li ta wersja jest prawdziwa,

to którego dnia tygodnia si� to zdarzyªo?

5. Nie
h A b�dzie zbiorem punktów (x, y), dla który
h x2 + y2 < 1, B b�dzie zbiorem

punktów, dla który
h x2+y2 < 4, C b�dzie zbiorem punktów, dla który
h (x−1)2+y2 < 1.
Znale¹¢ i naszki
owa¢ zbiory A ∪ B, A ∪ C, A ∪ B ∪ C, A ∩ C, A \ B, A ∩ B ∩ C.

6. Wiedz¡
, »e f(x) := x

x+2
oraz g(x) := f

(

x−2
3

)

, upro±
i¢ g(x) i poda¢ dziedzin� g(x).

7. Znajd¹ zbiór warto±
i funk
ji f . Czy funk
ja f jest surjek
j¡? Czy jest injek
j¡? Czy jest

bijek
j¡? W przypadku pozytywnej odpowiedzi na ostatnie pytanie znajd¹ f−1(x).

a) f : R → R, x 7→ f(x) = x
2−2

x2+2

b) f : R+ →] − 1, 1[, x 7→ f(x) = x
2−2

x2+2


) f : [1,∞[→ R \ R−, x 7→ f(x) = x4 − 2x2 + 1
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8. Nie
h f(x) = x3. Znale¹¢ takie g(x), »e: a) (f ◦ g)(x) = x + 1, b) (g ◦ f)(x) = x + 1

9. Dane s¡ funk
je

f(x) = x2 + 3, x ∈ R

g(x) =
√

x − 1, x ∈ [1,∞)

Znale¹¢ wzór funk
ji zªo»onej f(g(x)) i g(f(x)) oraz poda¢ dziedzin� i zbiór warto±
i

ka»dej z ty
h funk
ji.

10. Rozwi¡» równania

a) |x + 1| + |x + 2| = 7, b) ||||x + 1| − 2| + 3| + 4| = 7,


) |x2 − 16| + |x2 − 9| = 7, d) x2 − |5x + 6| = 0

11. Rozwi¡za¢ nierówno±¢: a) |x3 − x| + 2x > 2, b) | 1
x+2

| < | 2
x−1

|

12. Zazna
z na pªasz
zy¹nie R2 nast�puj¡
e zbiory a) {(x, y) ∈ R
2| |x+1|+ |y+2| ≤ 4}, b)

{(x, y) ∈ R
2| y = |x + 1| + |x + 2| + |x + 3|}

13. Rozwi¡» równania

a) cos x = 1, b) cos x =
√

3

2
, 
) cos x = 0, d) sin x = 0, e) sin x =

√
3

2
,

f) tgx =
√

3, g) 
tgx = −
√

3.

14. Rozwi¡» nierówno±
i

a) 2 sin x < −1, b) 3
tg 2x ≥ 1.

15. Zredukuj nast�puj¡
e wyra»enia

a) cos(π−x), b) cos(π

2
+x), 
) sin(x−π), d) sin(3

2
π +x), e) 
tg (π

2
+x), f) tg (3

2
π−x).

16. Znajd¹ warto±¢ cos π

8
(wynik mo»e zawiera¢ jedynie opera
je dodawania, odejmowania,

mno»enia, dzielenia i pierwiastkowania li
zb).

17. Rozwi¡» równanie

sin(x + π) cos(x +
π

2
)
tg (x − π) =

1

2
.

18. Udowodnij, »e

a) ∀α 6∈ {kπ | k ∈ Z} : tg
α

2
= 1−cos α

sin α
, b) sin α

2
±

√

1−cos α

2
.

19. Poka», »e

cos x + cos y = 2 cos
x + y

2
cos

x − y

2

Wskazówka: skorzystaj z dobrze Ci znany
h wzorów cos(α+β) = cos α cos β− sin α sin β,

cos(α − β) = cos α cos β + sin α sin β.

20. Wyprowad¹ wzory

a) sin x =
2tg x

2

1+tg 2 x

2

, b) cos x =
1−tg 2 x

2

1+tg 2 x

2

, 
) tgx =
2tg x

2

1−tg 2 x

2

.

21. Rozwi¡» równania w zbiorze ] − π

2
, π

2
[

a) 4 sin3 θ + 2 cos2 θ − 2 sin θ − 1 = 0, b) tg 2x − tgx − 3 + 3
tgx = 0.

22. Nie
h f(x) = 2sin x − 1. Znale¹¢ dziedzin� i zbiór warto±
i f(x). Zbada¢ injektywno±¢ i

surjektywno±¢ f : R → R, znale¹¢ maksymalny przedziaª, dla którego f(x) jest injek
j¡,

znale¹¢ f−1(x) i poda¢ jej dziedzin�.
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23. Dla jaki
h x za
hodzi

a) sin arcsin x = x, b) arcsin sin x = x.

24. Rozwi¡»

a) − π

17
< arcsin(x2) < π

6
, b) arcsin 2x + arcsin x = π

3
,


) arcsin 2

3
√

x
− arcsin

√
1 − x = arcsin 1

3
, d) arccos x < arccos x2.

25. Znajd¹ wszystkie rozwi¡zania 
aªkowite równania x4 + 3x3 − 7

2
x2 +

3

2
x − 2 = 0.

26. Dla funk
ji f(x) = x2 + (2 − k)x + k2 znale¹¢ zbiór warto±
i k, dla którego ∀x ∈ R :
f(x) > 0.

27. Rozwi¡» nierówno±¢

a)
(x − 1)5(x2 − x + 1)(x2 − 2)(x + 1)6

x2 − 2x − 1
≥ 0, b) x6 + x3 − 2 > 0.

28. Znajd¹ wielomian b�d¡
y wynikiem dzielenia oraz reszt� z dzielenia wielomianu

x5 + x3 + 2x2 + 2 przez wielomian x3 + 1.

29. a) Znajd¹ reszt� z dzielenia wielomianu x2008 + x8 + x + 1 przez wielomian x2 − 1.

b) Znajd¹ reszt� z dzielenia wielomianu x2008 + x8 + x2 + 1 przez wielomian x2 + 1.

30. Dla jaki
h warto±
i parametru a równanie kwadratowe (na x) 2x2 + ax + 1
4
a2 − a = 0 ma

dwa pierwiastki ujemne.

31. Wielomian 4x4 − 4x3 − 13x2 + 12x + 3 ma 
ztery pierwiastki rze
zywiste x1, x2, x3 i x4.

Znajd¹ warto±
i nast�puj¡
y
h wyra»e«:

a) x1 + x2 + x3 + x4, b) x1x2x3x4, 
) x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4.

32. Czy nast�puj¡
e li
zby s¡ 
aªkowite?

a) 5log3 7 − 7log3 5, b) log√
3 729log27 81, 
)

1
log 1

3

7
+ 1

log 1
9

7
+ 1

log27 7
.

33. Dla jaki
h warto±
i parametru a równanie 9x − 3x+1 + a = 0 ma dwa ró»ne rozwi¡zania.

34. Rozwi¡»

a) log2(9 − 2x) = 3 + x, b) log 1

2

(log 1

4

x) ≥ 1, 
) log 1

2

(x − 2) + 2 log 1

4

(x + 2) > 5,

d)
1

1 + log2 x
>

1

−2 + 2 log2 x
.

35. Jaka li
zba jest wspóª
zynnikiem przy x97 w rozwini�
iu (1 + x)100?

36. Poka», »e dla dowolnego naturalnego n:

n
∑

k=0

(−1)k

(

n

k

)

= 0

37. Pokaza», »e dla dowolnego naturalnego n:

a) 13+23+ · · ·+n3 = (1+2+ · · ·+n)2
,Wskazówka: Skorzystaj z 1+2+ · · ·+n =

n(n + 1)

2

b) 12 + 32 + 52 + · · · + (2n + 1)2 =
(n + 1)(4n2 + 8n + 3)

3
.
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38. Wykaza¢, »e dla dowolnego naturalnego n:

a) li
zba 4n + 15n − 1 jest podzielna przez 9,

b) li
zba 10n + 4n − 2 jest podzielna przez 3,


) li
zba n3 + 2n jest podzielna przez 3,

d) li
zba 5n+1 + 2 · 3n + 1 jest podzielna przez 8,

e) li
zba n7 − n jest podzielna przez 7.

f) wielomian (n + 1)xn+2 − (n + 2)xn+1 + 1, jest podzielny przez trójmian x2 − 2x + 1.

39. Wyprowad¹ wzór na sum� Sn =
n

∑

k=0

qk
. Wskazówka poka» najpierw, »e Sn+1 = Sn+qn+1

i Sn+1 = 1 + qSn.

Podpowiedzi i odpowiedzi

1. S¡.

2. a) ∼ (∼ p∧ ∼ q) b) ∼ p ⇒ q

3. 3 x tak

4. a) Kawaler Stefan powiedziaª to w poniedziaªek, b) Stefan jest »onaty, to nie byª poniedzi-

aªek, 
) nie, d) 
zwartek, e) poniedziaªek

6. g(x) = x−2
x+4

, D = R \ {−4}

7. a) f(R) = [−1, 1[, nie jest surjek
j¡ bo [−1, 1[6= R, nie jest injek
j¡ bo f(1) = f(−1),

b) f−1(x) =
√

21+x

1−x
, 
) f−1(x) =

√√
x + 1

8. a) g(x) = 3
√

x + 1, b) g(x) = 3
√

x + 1

9. f(g(x)) = x + 2, x ∈ [1,∞[ , f(x) ∈ [3,∞[ ; g(f(x)) =
√

x2 + 2, x ∈ R, f(x) ∈ [
√

2,∞[.

10. a) x ∈ {−5, 2}, b) x ∈ {1,−3}, 
) x ∈ {−4,−3, 3, 4}, d) x ∈ {−3,−2,−1, 6}

11. a) kwadrat o wierz
hoªka
h (1, 2), (3,−2), (1,−6), (5,−2),

b) Rozwa» przypadki x ∈] −∞,−3], x ∈] − 3,−2], x ∈] − 2,−1], x ∈] − 1,∞[

12. a) x ∈] −∞,−2[∪]1,∞[ , b) x ∈] −∞,−5[∪] − 1,∞[

13. a) {2kπ | k ∈ Z}, b)
{

π

6
+ 2kπ ∨ −π

6
+ 2kπ | k ∈ Z

}

, 
)
{

π

2
+ kπ | k ∈ Z

}

, d) {kπ | k ∈ Z},
e)

{

π

3
+ 2kπ ∨ 2π

3
+ 2kπ | k ∈ Z

}

, f)
{

π

3
+ kπ | k ∈ Z

}

, g)
{

5π

6
+ kπ | k ∈ Z

}

.

14. a)

⋃

k∈Z

]

7π

6
+ 2kπ,

11π

6
+ 2kπ

[

, b)

⋃

k∈Z

]

kπ,
π

3
+ kπ

]

∪
[

2π

3
+ kπ, π + kπ

[

15. a) − cos x, b) − sin x, 
) − sin x, d) − cos x, e) −tgx, f) 
tgx.

16.

√
2+

√
2

2

17.
{

π

4
+ kπ | k ∈ Z

}

18. U»yj znany
h Ci wzorów cos α = cos2 α

2
− sin2 α

2
i sin α = 2 sin α

2
cos α

2
.
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19. Dodaj stronami wzory podane we wskazów
e.

20. Spróbuj sam(a).

21. a) Podstaw t = sin θ (uprzednio u»ywaj¡
 jedynki trygonometry
znej) a nast�pnie poszukaj

pierwiastków wymierny
h równania na t. Odpowied¹: θ ∈ {−π

4
, π

4
, π

6
},

b) x ∈ {π

4
, π

3
,−π

3
}.

23. a) x ∈ [−1, 1], b) x ∈ [−π

2
, π

2
].

24. a) −
√

2
2

< x <
√

2
2
, b)

1
2

√

3
7
, 
)

2
3
, d) 0 < x < 1.

25. x = 1 ∨ x = −4

26. k ∈] −∞,−2[∪ ]2
3
,∞[

27. a) x ∈ [−
√

2, 1 −
√

2[∪ [1,
√

2]∪ ]1 +
√

2,∞[, b) x ∈ [−∞,− 3
√

2[∪ ]1,∞[

28. wynik x2 + 1, reszta x2 + 1

29. a) x + 3, b) Podstaw t = x2. Reszta to 2.

30. a ∈]4, 8]

31. Jak wyprowadzi¢ wzory Viete'a nie zagl¡daj¡
 do wikipedii? Odpowiedzi: a) 1, b)
3
4
, 
)

−13
4

32. a) tak 0, b) tak 16, 
) tak 0.

33. a ∈]0, 9
4
[

34. a) x = 0, b) x ∈ [1
2
, 1[, 
) x ∈]2,

√

129
32

[, d) x ∈]1
2
, 2[∪ ]8,∞[

35. 161700

36. Przyjrzyj si� uwa»nie wzorowi na dwumian Newtona.

37. Porozmawiaj z prowadz¡
ym ¢wi
zenia.

38. Jak wy»ej
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