1 Twierdzenie o lokalnej odwracalnosci

1.1 Wstep motywacyjny

Dla funkcji jednej zmiennej mieliSmy twierdzenie o funkcji odwrotnej, ktore dla wygody
tutaj przypomnimy.

Niech f : R Dla, b[— R; przyjmijmy, ze f jest klasy C.

Jesli f'(xg) # 0, to wtedy f'(z) # 0 na pewnym przedziale |zg — €,z + €] i wtedy
f jest bijekcjg odcinka Ja, b na |f(a), f(b)[ (dla f'(z¢) > 0; w przypadku gdy f'(z) < 0
bijekcja jest na odcinek |f(b), f(a)[). Innymi stowy, w kazdym punkcie x €]zg — €, 2o + €]
istnieje funkcja odwrotna 1.

Zastanowmy sie teraz, czy i jak mozna to twierdzenie rozszerzy¢ na przypadek odwzo-
rowan [ : R"™ — R™ klasy C'.

Przyktady z zakresu odwzorowan liniowych pokazuja, kiedy na pewno nie jest mozliwe
znalezienie odwzorowania odwrotnego. I tak, dla odwzorowania R? — R, pytanie o ist-
nienie odwz. odwrotnego jest réwnowazne pytaniu o istnienie jednoznacznego rozwiazania
uktadu rownan liniowych. I tak np. uktad rownan ax+by = A nie ma jednoznacznego roz-
wiazania (gdy b # 0, to rozwiazaniem jest: (z,y = 45%) dla dowolnego z; a gdy b = 0, to
jest rozwiazaniem jest (z = f,y)—dowolne; w obu wiec przypadkach nie ma jednoznacz-
nosci rozwiazania). Podobnie mozna sie przekonaé¢, ze dla n < m zadne odwzorowanie
liniowe nie moze by¢ wzajemnie jednoznaczne.

Przyjmijmy wiec, ze n = m, i sprobujmy odgadna¢ kryteria na odwracalnos¢ odwzo-
rowania.

Analogonem pochodnej funkeji jest pochodna odwzorowania, tzn. macierz Jacobiego.
Mozna przypuscié, ze gdy macierz Jacobiego bedzie nieosobliwa (tzn. rzad macierzy Ja-
cobiego bedzie rowny n), to odwzorowanie da sie odwrocié. Okazuje sie jednak, ze jest to
warunek konieczny, ale niewystarczajgcy.

Przykt. Rozpatrzmy: R? > (z,y) — (e® cosy, e*siny) € R%. Mamy:

x T o1
T'(x) = Z’” Z?r?g?j ei C(s)lsnyy ,  detT'(x,y) =¢e" #0
zatem jakobian odwzorowania wszedzie jest r6zny od zera i macierz Jacobiego jest wszedzie
nieosobliwa. Ale: T'(x, y+27) = T'(z,y), tzn. odwzorowanie nie jest globalnie odwracalne.
Okazuje sie, ze jest nielatwo podaé¢ warunki na globalng odwracalnosé odwzorowan.
Da sie to jednak zrobi¢ zadowalajac sie odwracalno$cia lokalng, tzn. jesli odwracalno$é
zachodzi na matym otoczeniu punktu zo w przeciwobrazie i T'(xy) w obrazie. Do takiej
lokalnej odwracalnosci wystarczy, aby macierz Jacobiego w punkcie zy byta nieosobliwa.
Przyjrzyjmy sie, ’jak to dziala’, gdy mamy do czynienia z odwzorowaniem liniowym
A :R"™ — R"™ Niech y = Az. Wtedy pytanie, czy odwzorowanie A jest odwracalne (tzn.
czy istnieje A7!, jest réwnowazne pytaniu, czy ukfad réwnan liniowych Az = y posiada
jednoznaczne rozwigzanie. Wiemy z algebry, ze odpowied?Z jest pozytywna w przypadku,
gdy macierz A jest odwracalna, co jest rownowazne temu, ze det A # 0.
Doktadniejsze sformutowanie podamy po6zniej, a na razie zdefiniujemy pojecia, ktore
beda potrzebne dalej przy dowodzie.

1.2 Norma na przestrzeni macierzy

Wtlasnoéci normy na przestrzeni wektorowej. Pamictamy, ze jezeli v,y € RY —



wektory (tzn. x = (2%, 22,...,2Y), a A — liczba, i okredliliémy norme ||z|| wzorem
N .
2]l = | >_(2%)?
k=1

to norma posiada wlasnosci:
1. |[Mz|| = |\ - ||=|| dla dowolnego o € Ri x € RY.
2. ||z|| = 0, a rownos¢ ||z|| = 0 zachodzi tylko dla wektora zerowego x = 0.
3. |z +yll <l +lyll

W przestrzeni RY mozemy tez wprowadzi¢ iloczyn skalarny'. Iloczynem skalarnym wek-
torow z,y € RY nazywamy liczbe (z|y) okreslona jako

N
(zly) = >_ 'y’ (1)
k=1
Dla tak zdefiniowanego iloczynu skalarnego zachodzi nierdwnosé Schwarza:

< ] - Tyl

N . .
Z xlyl
k=1

Jak pamietamy z wyktadu z algebry (a jesli nie pamietamy to niniejszym wprowadzamy),
zbiér macierzy ustalonego rozmiaru jest przestrzeniq wektorowq. Zalozmy, ze mamy do
czynienia z macierzami rozmiaru m X n, tzn. o m wierszach i n kolumnach. Taka macierz
A zapisujemy jako: A = (a;;), gdzie 1 < i < m, 1 < j < n. Gdy chcemy z macierzy A
'wyja¢’ element macierzowy a;;, to zapisujemy to jako: (A);; (element na skrzyzowaniu
i-tego wiersza i j-tej kolumny). Macierze mozna dodawaé: Jesli A, B — macierze m X n, to
ich suma C' = A + B jest macierza m X n o elementach

Cij = Qij + bij;

macierz mozna takze pomnozyé przez liczbe: Jesli A — macierz, A — liczba, to iloczynem
AA nazywamy macierz o elementach

()\A)l] = )\Clij .

Te dwie operacje (dodawanie macierzy oraz mnozenie macierzy przez liczbe) czynia ze
zbioru macierzy przestrzen wektorowa.

Przypomnijmy jeszcze, jak macierz A dziata na wektor x € R": Wynikiem jest wektor
y=Ax = (Y1, ..,Ym) € R™ o sktadowych

y; = (Az); = zi: a;jx’! (2)

Do zdefiniowania normy na przestrzeni macierzy bedzie nam potrzebny nastepujacy

! Na razie jest to jedynie definicja i nazwa; iloczyn skalarny ma kilka wtasnoéci, ktére beda wymienione
pozZniej



Lemat. Niech A = (a;;) — macierz m x n. Istnieje wtedy taka stala C' > 0, ze dla
1

dowolnego wektora z = (x', ..., 2") € R" zachodzi nier6wnosé¢
|Az|]] < C- ] (3)
—— ~—~—
liczona w R™ liczona w R™

Dow. Niech y = Az liczone jak w (2). Liczymy kwadrat normy wektora Ax:

1Az[[* = [lyl]* = > (i ZZ% =

i=1 =1 j=1

Potraktujmy teraz macierz A jako kolekcje m wektorow (wierszowych) o dtugosci n. Tzn.
taki -ty wektor a; ma sktadowe (a;); = a;;. W ten sposob, druga sume w powyzszej po-
dwdjnej sumie mozna potraktowac jako iloczyn skalarny wektoréow a; oraz x. Korzystajac
z nieréwnosci Schwarza w R", mamy:

m m n
<D el - |xH2_Hx|yZ(Z ij) ) = [l2l1>_> (ay)*
=1 i=1 \j=1 i=1j=1

Wyciagajac pierwiastek (obie strony sa nieujemne), mamy

1Az]| < | > > _(ay)? - ||
i=1j=1

za liczbe C' w sformutowaniu Lematu mozemy wiec wziaé np.
m n
Z Z a;)?

i=175=1

CBDO
Def. Normg macierzy A nazywamy kres dolny zbioru I' C R, U {0}, gdzie

L= {CeRU{0}: Yy |lAsl] < Cllall)

Uwaga. Definicja jest z sensem, bo z pokazanego dopiero co Lematu wynika, ze zbior I'
jest niepusty. Stad tez mamy nieujemno$é normy:

1Al >0

dla dowolnej macierzy A.
Stw. Norma macierzy posiada nastepujace wlasnosci:

0. || Az[[ < [[A][ - [[«]]
LA < AT (1]
2. [[A+ Bl < [[A]| +[|B]|.

3. ||A|| = 0, przy czym ||A|| =0<= A =0.



4.
Dow.

0.

1.

1.3

|A- Bl|| < ||A]|l-]|B|| dla A, B — takich, ze iloczyn A - B jest okreslony.

Wynika z definicji normy.
Oczywiste.

Policzmy ||(A + B)z||:

v.S.i. wl. 0.
= =~
|(A+B)z|| = || Az + Ba|| < [|Az||+|[Bz|| < [[A[|-[|=|+[IBl|[lz|] = (|Al+]B[])]=]
—_——

norma wektora

Pokazalismy wiec, ze dla dowolnego wektora x zachodzi |[(A+ B)x|| < (||A||+]|B||)-
||z||. Porownajmy to z definicja normy: Norma (A4 B) to kres dolny liczb C' takich,
ze ||(A+ B)zx|| < C - ||z||, zatem

1A+ B[ < [[All + [[B]]

Byto, ze A =0 = ||A|| = 0. Pokazemy, ze tez: ||A =0|| = A = 0.

Dow. bedzie niewprost: Pokazemy, ze jezeli A # 0 = ||A|| > 0. Najsampierw
zauwazmy, ze jesli A # 0, to istnieje wektor x taki, ze Ax # 0. Mozemy zalozy¢, ze
||z|| = 1. Niech ||Az|| = k& > 0. Poniewaz ||Az|| < ||A|| dla kazdego = takiego, ze
l|z|]| = 1, to znaczy, ze ||A]| > k > 0. CBDO w p. 3.

Mamy:
(A B)x|| = [[A(Bx)|| < |[A[| - [[Be|| < [|A[l - B[ - l|]];

argumentujac analogicznie jak pod koniec p. 2. mamy, ze ||A - B|| < ||4]| - || B||.

Zasada Banacha

Niech D —zbiér domkniety w R™. Niech T": K — K, T' — ciagte.
Def. Mowimy, ze T jest zwezajgce, jesli istnieje stata C' < taka, ze

v d(T(z), T(y)) < Cd(z,y)

z,yeK

Tw. Niech T" — zwezajace. Wtedy istnieje dokladnie jeden punkt staly dla 7', tzn. £ € K
taki, ze T'(z) = Z, przy czym

= lim T"(zo) dla dowolnego =g € K

n—oo

Uwaga 1. Innymi stowy, mozemy znalez¢ punkt staly przez kolejne iteracje odwzorowania
T jako granice ciagu: o, T'(xg), T(T (o)), - - - )

Uwaga 2. Zasada Banacha jest bardzo poteznym narzedziem: W tym wykladzie uzy-
jemy jej do dowodu tw. o lokalnej odwracalnosci, a potem do istnienia i jednoznaczno$ci
rozwigzania rOwnania rézniczkowego. Dow. Zaldézmy najsampierw, ze istniejg dwa punk-
ty state x1, xo, tzn. zachodzi: T'(x1) = 1, T(x2) = xo. Wtedy jednak, poniewaz T jest
zwezajace, mamy:

d(T([Eﬂ, T(Ig)) < Cd(l’l, x2)7
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i poniewaz x1, o sg punktami stalymi, to
d(ﬂjly 1'2) < Cd(xh l'Q)v

co moze mie¢ miejsce tylko w przypadku, gdy d(x,z2) = 0, co implikuje, ze z; = z.
Jesli wiec istnieje punkt staty, to co najwyzej jeden.
Dla wykazania, ze punkt staly istnieje, pokazemy najsampierw, ze ciag x, = T"(x),
xo € K, jest zbiezny. A jezeli jest zbiezny, to jego granica T = JLngoxn nalezy do K, bo K
jest domkniety. Ta granica Z jest tez punktem statym 7', bo

T(z) = lim T(x,) = dim 2,40 = 2.

n—oo

Bedziemy wykazywac, ze ciag {x,} jest ciagiem Cauchy’ego, tzn. ze

VYV 3V VY d@pgg,xn) <€

>0 NeNn>N keN
Mamy:

ATy, ) = d(T" (o), T (20)) = d(T" (1), T"(20)) < C"d(x, o) (4)
Potrzebujemy oszacowania na d(xy, o) niezaleznego od k. Najsampierw wezmy:

d(xe,x0) < d(xe,x1) + d(21,20) = d(T (1), T(20)) + d(21,20) < d(271,70)(1 + C);
i og6lniej mamy:
d(xy, 1) < d(Tp, Tno1) + d(Tp_1,70) < C" (21, 20) + d(2p_1, T0)
< d(z1,20)C"  +d(Tp_1, Tno) +d(Tp_o, 7o) < (C" 1 +C"2)d(21,70) +d(7y_2,70) < ...
< (CP 4 C" 2 4o+ O 4 Dd(zy, 70)

1 sumujac szereg geometryczny, otrzymamy ostatecznie, ze

1
d(z,,, 70) < d(x1,20)(C" 1+ C" ) + -+ + C + 1)d(x1, 70) = ﬁd(%, o).

Wstawiajac to do (4), otrzymamy ostatecznie, ze

Cn
1-C

ATy, Tn) < d(z1, o)
Zatem ciag {x,} jest ciagiem Cauchy’ego i, poniewaz K jest domkniety, posiada granice
nalezaca do K.
CBDO
Mamy nastepujacy prosty fakt dotyczacy funkcji rzeczywistych.
Niech f :]a,b]— R — rézniczkowalna. Dla dowolnych z,y €la,b] istnieje taki punkt
§ Ela,yl, ze



Niech pochodna f’(z) bedzie ograniczona na odcinku |a,b[: |f'(z)| < C dla dowolnego
x €la, b]. Wtedy dla dowolnych z,y €la, b] mamy

[f (@) = fWl =11 |z —y[ < Cle —yl.

Bedziemy potrzebowali rozszerzenia tego faktu na odwzorowania. Okazuje sie, ze zachodzi
Stw. Niech O C R" — otwarty i wypukly. Niech 7' : O — U C R™. Niech norma z
pochodnej T' bedzie ograniczona, tzn. dla kazdego x € O niech ||T"(x)|| < C. Wtedy

d(T(x),T(y)) < Cd(z,y)

dla dowolnych x,y € O.

Uzupetnienie Zbior X C RY nazywamy wypuklym, gdy dla dowolnych jego punktow
x,y, takze punkt z = ax + (1 — o)y nalezy do X dla dowolnego a € [0,1]. RYS.

Dow. Wezmy h € R™ na tyle male, aby y = = + h nalezalo do O. (RYS.). Niech
R™ > k=T(x+ h) —T(x); nadowezas ||k|| = d(T(z + h), T (z).

Zdefiniujmy funkcje zmiennej rzeczywistej A, A € [0, 1]:

m

fO) =Y K(T'(x 4+ Ah) — T'(2)).

i=1
Policzmy pochodna f(A):

df & &L O
M:;k;@ﬂ(ﬁm)h (5)

Mamy: f(0) = 0 oraz f(1) = [|k||*>. Wobec tego, z tw. Lagrange’a o wartosci Sredniej
wnosimy, iz istnieje £ €]0, 1] t. ze f(1) — f(0) = f'(£). Piszac jawnie wyrazenie (5) na
f(\) uzyskane wyzej, mamy

7 wilasnosci 4. dla normy macierzy, mamy, iz lewa strona jest nie wieksza niz

2'

~(a+ ER | = ||k

K[| ||T"(z + ER)A|
zatem
EIP < IEI] - 1T (2 4 €R)AI| < |[EI - T (2 4 ER)I| - [[R]| < [[E]] - C - IR,
zatem
|[k[| < C - |n]],

€O Znaczy, ze
d(T(z+h),T(z)) < C-d(x+h,z)
czyli
d(T(x), T(y)) < C-d(z,y)

CBDO
Morat: Jesli C' < 1, to T jest zblizajace.
Teraz juz jestesmy gotowi, aby sformutowaé
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1.4 Twierdzenie o lokalnej odwracalno$ci

Twierdzenie o lokalnej odwracalnosci. RYS.

Niech F' : O — R, gdzie O C R". Zaktadamy, ze F jest klasy C'. Niech 2y € O i
niech F'(zy) bedzie odwracalne, tzn. det F'(x) # 0.

Wtedy istnieje otoczenie punktu xy (a wiec i K(xg,r), r > 0) i istnieje otoczenie U
punktu F(zo) takie, ze odwzorowanie I obcigte do K (zo,7): F[ : K(xo,7) — U jest
odwracalne. Odwzorowanie odwrotne do niego jest tez klasy C*.

Oznaczmy: Fl(, ) = F. Wtedy wyrazenie na pochodna (F~') odwzorowania od-
wrotnego jest dane przez

x0,T)

(F7Y/(F(x)) = (F'(2))~". (6)
Dow. Jak pamietamy, odwzorowanie odwrotne jest zdefiniowane przez: =1 o I = Id
lub, jawnie wypisujac argument(-y),

(FHF@) == (7)

Jesli F oraz F~! sa klasy C, to obliczajac pochodne obu stron wyrazenia (7) i korzystajac
z wzoru na pochodna odwzorowania zlozonego mamy

(FY (F(2)) - (F'(2) = 1,

(I — macierz jednostkowa) czyli

czyli mamy wzor (6). Pozostaje wykazac cala reszte tezy.
Oznaczmy: F'(zo) = A i wybierzmy \ € R, tak, aby 4\||A7!|| = 1. Poniewaz F jest
klasy C*, to istnieje kula otwarta U o érodku w punkcie z, taka, ze
||F'(x) — A|| <2\ dla wszystkich x € U. (8)
Zatozmy, ze x € U, v + h € U i zdefiniujmy & : [0,1] — R™
O(t)=F(x+th)— F(x) —tAh 0<t<1.
Poniewaz kula U jest zbiorem wypuklym? to z +th € U dla 0 < ¢ < 11z (8) wynika, ze

1
1D = [1F"(z+th)h—AR|| = [|(F" (z+-th) = || < ||F"(w+th)=Al|-|[R]] < 2Al[R]] < F[[AR]]
(9)

(w przedostatniej nierownosci skorzystalismy z (8)). Ostatnia nieréwnos$é¢ wynika z naste-
pujacej argumentacji:

. . 1
2[[R]] = 2A|| AT AR|| < 2X[[AT]] - [|AR]] = S[|Ah]|. (10)

Przypomnijmy sobie teraz Stw. ze str. 6 moéwiace, ze jezeli odwzorowanie 7' : R™ — R”
ma pochodng ograniczona przez C', to dla dowolnych z,y € Rdb™ zachodzi nieréwnosé

2To chyba nie byto dowodzone; wydaje sie, ze warto



d(T(x),T(y)) < Cd(z,y). Zastosujmy go do funkcji ® : R — R™: Jezeli jest spelnione
oszacowanie (9) na norme ®, to biorac x = 1,y = 0 dostajemy

1
2(1) — 2(0) < 5[ 4h),
co mozna przepisac jako
1
||F(z+h)— F(x) — Ah|| < §||Ah|| (11)
Oznaczmy na chwile F(z + h) — F(z) = A. Mamy wige: [|A — Ah|| < 1[|Ah|| lub
1
—[lA = AR|| > =5 || A][; (12)

Ponadto:
[|AR|| = [|A — Ah — A[| < |[A — AR[] + [[A]],

czyli
1Al > [[AR[| = [[A — Ahl]

za$ uwzgledniajac (12) mamy:
1 1
1Al > [[AR[| = S[[|AR]] = || A]],
2 2
czyli, uwzgledniajac jeszcze (10), dostajemy
1
|1E(@+h) = ()| > 5| AR]] > 2A]|R]] (13)

Nierownosci (11) i (13) zachodza dla dowolnych x i h takich, ze x € Uiz + h € U.
Tak wiec nieréwnos¢ (13) mowi, ze F jest wzajemnie jednoznaczna na U (bowiem nie ma
takich punktow z,z + h aby zachodzito F(z) = F(z + h)).

Pozostaje pokazac¢ ciggtosé i rozniczkowalnosé odwzorowania odwrotnego. Oznaczmy

odwzorowanie odwrotne do F przez G.
Niech V = F(U), niech y € V, y + k € V i niech x = G(y). Niech

h=G(y+k)—G(y).

Pamietamy, ze na U pochodna F’(z) ma operator odwrotny, ktory oznaczymy przez B.
Odwzorowanie F' jest rézniczkowalne, wiec mozemy zapisa¢:

k=F(z+h) - F(z) = F'(x)h + r(h),

gdzie r(h) jest resztq, tzn. zachodzi: % — 0 dla h — 0. Na obie strony powyzszej
rownosci zadzialajmy operatorem B. Otrzymamy: Bk = h + Br(h) lub
9(y + k) — g(y) = Bk — B(r(h)). (14)

Na mocy (13), 2M||A|| < ||k||. Zatem h — 0, jesli £ — 0 (co dowodzi ciagtosci G w punkcie
y) oraz

[B(r(h) _ [IBIl [Ir(h)

|
X — 0
[1&1]

, gdy k—0. (15)
21 [[A]l
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Z poréwnania (14) i (15) wynika, ze G jest rozniczkowalna w punkcie y oraz ze ¢'(y) = B.
Mozna to przeformutowaé¢ moéwiac, ze dla y € V' zachodzi

G'(y) = [F'(G(y) (16)
o czym juz wiedzieliSmy z formalnego rachunku tuz przed dowodem (ale dopiero teraz
uzasadnili$my poprawnos¢ tego rachunku).
CBDO
Przykt: Dla F : R? 5 (r,¢) — (z,y) € R? okreslonego jako: x(r, ¢) = rcos @, y(r, ¢) =
rsin ¢ pokazujemy bezposrednim rachunkiem, ze (F~!) = (F')~1.

2 Tw. o funkcji uwiklanej

Aby wyrobi¢ intuicje, rozpatrzmy najsampierw uktady réwnan lintowych. Taki uktad to
m réwnani na N zmiennych, gdzie zalozymy, ze N > m. 3 W takiej sytuacji, jesli jest
spetiony okreslony warunek, ktory zaraz wypiszemy, mozemy wyrazi¢ m zmiennych jako
funkcje pozostalych N — m.

Przyktady.

1. N =3, m = 1. Wezmy réwnanie:

3r+2y+z2z=1
(Geometrycznie, powyzsze rownanie opisuje ptaszczyzne w R3 — wiec obiekt dwuwymiarowy.) Jedna

ze zmiennych (np. z) mozna wyrazi¢ jako funkcje od pozostatych dwoch x, y:

z=1-3x—2y

2. N =3, m = 2. Wezmy uklad 2 réwnan na 3 niewiadome:

r+y+z =1
r4+2y—z = 1

(Geometrycznie, powyzszy uktad dwoch rownan opisuje przeciecie dwoch plaszezyzn, a wiec pro-
stg). Wybierzmy dwie zmienne, np. z,y i wyrazmy je jako funkcje pozostalej zmiennej z. Mamy:

1 1 1—2z 1 1 1—=z2
W-’l 2‘—1, W, = 142 2’—1—3,27 Wy—‘l 142 =2z
. . . . r = 1-3z
czyli rozwigzaniem jest: B 9

3. W ogdélnym przypadku m réwnan na N zmiennych, wybieramy m zmiennych ktoére chcemy wyrazié
jako funkcje N — m pozostalych. Zmienne zalezne przenosimy na lewg strone ukladu, a zmienne
niezalezne — na prawg, traktujac je jako parametry. Uklad da sie rozwigzac, jesli gtéwny wyznacznik

jest rozny od zera.

Wréoémy teraz do sytuacji, ktora bedziemy chcieli analizowa¢: Bedzie to uktad m réwnan
na N zmiennych, ale réwnan na og6t nieliniowych.

W ogo6lnym przypadku rozwiazywanie takich uktadow jest bardzo trudne (podobnie
jak przy konstrukeji odwzorowania odwrotnego). Jezeli jednak ograniczymy sie do sytuacji
lokalnych, tzn. malego otoczenia jakiego$ punktu z RY, to sytuacja pod wieloma wzgleda-
mi przypomina to, z czym mamy do czynienia w przypadku uktadow réwnan liniowych.
Zanim sformutujemy odpowiednie twierdzenie, podeprzemy sie znéw dwoma przyktadami.

3Dlaczego zakladamy, ze ilo§¢ rownan jest mniejsza od iloéci niewiadomych? Bo gdy jest wieksza, tzn.
N < m, to — jesli réwnania sa liniowo niezalezne — to uktad nie ma rozwigzan, a gdy N = m, to mamy
sytuacje z tw. o lokalnej odwracalnosci.



1. N=2,m=1.
22 4y% =2
co mozemy zapisa¢ jako: H(x,y) = 0, gdzie H(z,y) = x? + y*> — 2. Wezmy punkt p = (1,1) na
plaszczyznie; wida¢, ze w otoczeniu tego punktu mozna wyrazi¢ jedng ze zmiennych, np. y jako
funkcje pozostatej (tu z). RYS. (Rozwiazanie mozna tu napisa¢ jawnie, tzn. y = +v2 — x2).
Inna jest sytuacja w otoczeniu punktu p* = (2,0). W zadnym otoczeniu tego punktu nie mozna
jednoznacznie wyrazi¢ y jako funkcji x.

2. N=3,m=2.

W= 2+ +22-1 = 0
o T+ 2y + 3z =0

Co opisuje ten uktad rownan? Pierwsze réwnanie to rownanie sfery, a drugie — ptaszczyzny, zatem
powyzszy uklad to przeciecie sfery z plaszczyzna, czyli okrgg (tatwo sie przekonaé, ze nie jest to
zbiér pusty ani punkt). Rozwigzaniem powyzszego uktadu bylaby para zmiennych, np. z i y jako

= :E(Z),

funkcja pozostalej trzeciej: 5 — y(z) czyli opis parametryczny okregu. Jest to mozliwe dla

prawie wszystkich punktéw okregu, z wyjatkiem jednak niektérych z nich. Ponizej zobaczymy, jak
rozpoznaé, kiedy w otoczeniu danego punktu jest mozliwy taki jednoznaczny opis parametryczny,
a kiedy nie jest mozliwy.

3. Przyklad z innej beczki — termodynamika. Rownanie stanu, np. F(p, V,T) = 0 i koniecznosé
policzenia stad np. p(V,T)

4. Przyklad z jeszcze innej beczki — mechanika. Uklady z wiezami (np. punkt uwieziony na
powierzchni i §lizgajacy sie tylko po niej).

Rozpatrzmy teraz przypadek og6lny. Zmienimy najpierw troche oznaczenia: Poniewaz
N > m, bedziemy pisa¢: N = n+m (gdzie n > 0). Mamy zatem uklad m réwnan na n+m
zmiennych. Bedziemy ten uktad (lokalnie) rozwiazywaé, tzn. wyznaczaé¢ m zmiennych jako
funkcje n pozostatych. Zmienne niezalezne oznaczaé¢ bedziemy jako x = (x1,...,x,), zas
zmienne zalezne jako y = (y1,. .., Ym)-

Zalozmy wiec, ze mamy odwzorowanie H : R xR™ D O — R™ (O jest zb. otwartym)
klasy C'. H(x,y) jest wigc wektorem o m sktadowych:

H'(z,y)
H?(z
H(z,y) = (. 9)

H™(z,y)

za$ rownosé: H(x,y) = 0 mozemy przepisa¢ jako m rownari:

H'(z,y) = 0

H?(z = 0
Hir.y) = (z,9) ;

H™(z,y) = 0

Popatrzmy jeszcze na macierz pochodnej H'. Jest to macierz rozmiaru m x (n + m):

oH* ot oH! oH*!
ozl T oz oyl " oym
oH? 0H?  9H? oH?
H — Ox! T ox™ oyl T oy™ (17)
OH™ OH™ OH™ oOH™
ozl T ozn oyl " oym
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Sa tam pochodne po zmiennych z oraz y. Macierz pochodnych H po zmiennych z ozna-
czymy jako H (jest to macierz m X n), za§ po zmiennych y jako H, (jest to macierz
m x m). Mozemy wiec napisa¢
H' = (H;, H,)

Tw. (o funkcji uwiklanej). Niech H : R" xR™ D O — R™ (O jest zb. otwartym) bedzie
odwzorowaniem klasy C'. Niech H(zo,yo) = 0. Niech H} (o, o) bedzie odwracalna.

Wtedy istnieje otoczenie U punktu zo: U C R" oraz odwzorowanie ¢ klasy C': ¢ :
U — R™ takie, ze

H(z,¢(x))=0 dla x €U (18)

oraz pochodna ¢'(z) jest rowna
¢'(x) = —(Hy(z, d(x))) ™" - (Hy(w, ¢(2))). (19)
Dow. Zdefiniujmy odwzorowanie ¥ nastepujaco:
U:05(z,y) — (x,H(z,y)) € R" x R™,

czyli jawnie, w sktadowych:

| 21
" T x" . , I, 0

co daje W'(zo, =
y' - Hl(x,y) ! (z0, %0) ( H (x0,0) H;(ﬂUovyo) )
y" H™ (2, y)

gdzie I,, jest macierza jednostkowa rozmiaru n x n, 0 jest macierza rozmiaru n X m ztozona
z samych zer.
Mamy:
det (V' (o, y0)) = det(H,(zo,y0) # 0 2z zalozenia.

zatem — z twierdzenia o lokalnej odwracalnosdci — istnieje otoczenie V punktu (g, 0) oraz
otoczenie W punktu (g, yo) oraz istnieje odwzorowanie W1 okreslone na V: =1 : YV — W
takie, ze

Uz, 2) = (x,0(z,2)) €W

Odwzorowanie ¢ jest klasy C'. Oznaczmy teraz:

¢(x) = o(x,0);

mamy:

U(z, ¢(x,2)) = (x,2)
i 7z definicji odwzorowania ¥

V(z, ¢(x, 2)) = (2, H(z, ¢(x, 2))) = (2, 2)

1 patrzac na drugie sktadowe powyzszej rownosci dla z = 0 mamy

H(z,¢(z)) = H(z,¢(x,0)) = 0
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Znalezlizmy wiec odwzorowanie ¢ o wlasnosciach danych przez (18).
Co do wzoru (19) na pochodna, to rozwazmy nastepujace odwzorowanie F' : R" — R™:

F(x) = H(z, ¢(x)).

F' jest odwzorowaniem tozsamo$ciowo réwnym zeru, wiec jego pochodna tez jest tozsa-
mosciowo réwna zeru (i wyzsze pochodne tez). Policzmy pochodna F':
77 Bardziej szczeg6towa kalkulacja??

F'(z) = Hy (2, ¢(x) + Hy (2, ¢(x)) - ¢/ ()

0,

co daje
—H(z, 0(x) = Hy(z, ¢(x)) - ¢'(x)

i po pomnozeniu (lewostronnym) przez macierz (H,(x,¢(z)))~" (a pomnozy¢ mozna, bo
w dostatecznie matym otoczeniu xg macierz H, (z, ¢()) jest odwracalna) dostajemy wzor
(19).
CBDO
Przykt. H :R?® — R; czylim = 1,n = 2; czyli mamy tu jedno réwnanie na 3 zmienne: H(z,y, z) = 0
i chcemy stad wyrazi¢ z jako funkcje od pozostalych zmiennych z,y: z = z(z,y) w otoczeniu jakiego$
danego punktu (zo,yo, 20). Udowodnione dopiero co twierdzenie o funkcji uwiktanej mowi, ze jest to
mozliwe, gdy pochodna %—Ij(xmyo,zo) # 0. Gdyby$my jeszcze chcieli policzyé pochodne z po swoich
argumentach, to sa one nastepujace:

OH OH

0z _ G 9z _ oy
- OH "’ - OH
Oz 5 9 £
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