
1 Twierdzenie o lokalnej odwracalno±ci

1.1 Wst¦p motywacyjny

Dla funkcji jednej zmiennej mieli±my twierdzenie o funkcji odwrotnej, które dla wygody
tutaj przypomnimy.

Niech f : R ⊃]a, b[→ R; przyjmijmy, »e f jest klasy C1.
Je±li f ′(x0) 6= 0, to wtedy f ′(x) 6= 0 na pewnym przedziale ]x0 − ε, x0 + ε[ i wtedy

f jest bijekcj¡ odcinka ]a, b[ na ]f(a), f(b)[ (dla f ′(x0) > 0; w przypadku gdy f ′(x0) < 0
bijekcja jest na odcinek ]f(b), f(a)[). Innymi sªowy, w ka»dym punkcie x ∈]x0 − ε, x0 + ε[
istnieje funkcja odwrotna f−1.

Zastanówmy si¦ teraz, czy i jak mo»na to twierdzenie rozszerzy¢ na przypadek odwzo-

rowa« f : Rn → Rm klasy C1.
Przykªady z zakresu odwzorowa« liniowych pokazuj¡, kiedy na pewno nie jest mo»liwe

znalezienie odwzorowania odwrotnego. I tak, dla odwzorowania R2 → R, pytanie o ist-
nienie odwz. odwrotnego jest równowa»ne pytaniu o istnienie jednoznacznego rozwi¡zania
ukªadu równa« liniowych. I tak np. ukªad równa« ax+by = A nie ma jednoznacznego roz-
wi¡zania (gdy b 6= 0, to rozwi¡zaniem jest: (x, y = A−ax

b
) dla dowolnego x; a gdy b = 0, to

jest rozwi¡zaniem jest (x = A
a
, y)-dowolne; w obu wi¦c przypadkach nie ma jednoznacz-

no±ci rozwi¡zania). Podobnie mo»na si¦ przekona¢, »e dla n < m »adne odwzorowanie
liniowe nie mo»e by¢ wzajemnie jednoznaczne.

Przyjmijmy wi¦c, »e n = m, i spróbujmy odgadn¡¢ kryteria na odwracalno±¢ odwzo-
rowania.

Analogonem pochodnej funkcji jest pochodna odwzorowania, tzn. macierz Jacobiego.
Mo»na przypu±ci¢, »e gdy macierz Jacobiego b¦dzie nieosobliwa (tzn. rz¡d macierzy Ja-
cobiego b¦dzie równy n), to odwzorowanie da si¦ odwróci¢. Okazuje si¦ jednak, »e jest to
warunek konieczny, ale niewystarczaj¡cy.

Przykª. Rozpatrzmy: R2 3 (x, y)→ (ex cos y, ex sin y) ∈ R2. Mamy:

T ′(x) =
[
ex cos y −ex sin y
ex sin y ex cos y

]
, detT ′(x, y) = ex 6= 0

zatem jakobian odwzorowania wsz¦dzie jest ró»ny od zera i macierz Jacobiego jest wsz¦dzie
nieosobliwa. Ale: T (x, y+2π) = T (x, y), tzn. odwzorowanie nie jest globalnie odwracalne.

Okazuje si¦, »e jest nieªatwo poda¢ warunki na globaln¡ odwracalno±¢ odwzorowa«.
Da si¦ to jednak zrobi¢ zadowalaj¡c si¦ odwracalno±ci¡ lokaln¡, tzn. je±li odwracalno±¢
zachodzi na maªym otoczeniu punktu x0 w przeciwobrazie i T (x0) w obrazie. Do takiej
lokalnej odwracalno±ci wystarczy, aby macierz Jacobiego w punkcie x0 byªa nieosobliwa.

Przyjrzyjmy si¦, 'jak to dziaªa', gdy mamy do czynienia z odwzorowaniem liniowym

A : Rn → Rn. Niech y = Ax. Wtedy pytanie, czy odwzorowanie A jest odwracalne (tzn.
czy istnieje A−1, jest równowa»ne pytaniu, czy ukªad równa« liniowych Ax = y posiada
jednoznaczne rozwi¡zanie. Wiemy z algebry, »e odpowied¹ jest pozytywna w przypadku,
gdy macierz A jest odwracalna, co jest równowa»ne temu, »e detA 6= 0.

Dokªadniejsze sformuªowanie podamy pó¹niej, a na razie zde�niujemy poj¦cia, które
b¦d¡ potrzebne dalej przy dowodzie.

1.2 Norma na przestrzeni macierzy

Wªasno±ci normy na przestrzeni wektorowej. Pami¦tamy, »e je»eli x, y ∈ RN �
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wektory (tzn. x = (x1, x2, . . . , xN), a λ � liczba, i okre±lili±my norm¦ ||x|| wzorem

||x|| =

√√√√ N∑
k=1

(xi)2

to norma posiada wªasno±ci:

1. ||λx|| = |λ| · ||x|| dla dowolnego α ∈ R i x ∈ RN .

2. ||x|| ­ 0, a równo±¢ ||x|| = 0 zachodzi tylko dla wektora zerowego x = 0.

3. ||x+ y|| ¬ ||x||+ ||y||

W przestrzeni RN mo»emy te» wprowadzi¢ iloczyn skalarny1. Iloczynem skalarnym wek-
torów x, y ∈ RN nazywamy liczb¦ (x|y) okre±lon¡ jako

(x|y) =
N∑
k=1

xiyi (1)

Dla tak zde�niowanego iloczynu skalarnego zachodzi nierówno±¢ Schwarza:∣∣∣∣∣
N∑
k=1

xiyi
∣∣∣∣∣ ¬ ||x|| · ||y||.

Jak pami¦tamy z wykªadu z algebry (a je±li nie pami¦tamy to niniejszym wprowadzamy),
zbiór macierzy ustalonego rozmiaru jest przestrzeni¡ wektorow¡. Zaªó»my, »e mamy do
czynienia z macierzami rozmiaru m× n, tzn. o m wierszach i n kolumnach. Tak¡ macierz
A zapisujemy jako: A = (aij), gdzie 1 ¬ i ¬ m, 1 ¬ j ¬ n. Gdy chcemy z macierzy A
'wyj¡¢' element macierzowy aij, to zapisujemy to jako: (A)ij (element na skrzy»owaniu
i-tego wiersza i j-tej kolumny). Macierze mo»na dodawa¢: Je±li A,B � macierze m×n, to
ich suma C = A+B jest macierz¡ m× n o elementach

cij = aij + bij;

macierz mo»na tak»e pomno»y¢ przez liczb¦: Je±li A � macierz, λ � liczba, to iloczynem
λA nazywamy macierz o elementach

(λA)ij = λaij.

Te dwie operacje (dodawanie macierzy oraz mno»enie macierzy przez liczb¦) czyni¡ ze
zbioru macierzy przestrze« wektorow¡.

Przypomnijmy jeszcze, jak macierz A dziaªa na wektor x ∈ Rn: Wynikiem jest wektor
y = Ax = (y1, . . . , ym) ∈ Rm o skªadowych

yi = (Ax)i =
n∑
k=1

aijx
j (2)

Do zde�niowania normy na przestrzeni macierzy b¦dzie nam potrzebny nast¦puja¢y

1Na razie jest to jedynie de�nicja i nazwa; iloczyn skalarny ma kilka wªasno±ci, które b¦d¡ wymienione
pó¹niej
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Lemat. Niech A = (aij) � macierz m × n. Istnieje wtedy taka staªa C ­ 0, »e dla
dowolnego wektora x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn zachodzi nierówno±¢

||Ax||︸ ︷︷ ︸
liczona w Rm

¬ C · ||x||︸︷︷︸
liczona w Rm

(3)

Dow. Niech y = Ax liczone jak w (2). Liczymy kwadrat normy wektora Ax:

||Ax||2 = ||y||2 =
m∑
i=1

(yi)2 =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

aijx
j)2 = ♠

Potraktujmy teraz macierz A jako kolekcj¦ m wektorów (wierszowych) o dªugo±ci n. Tzn.
taki i-ty wektor ai ma skªadowe (ai)j = aij. W ten sposób, drug¡ sum¦ w powy»szej po-
dwójnej sumie mo»na potraktowa¢ jako iloczyn skalarny wektorów ai oraz x. Korzystaj¡c
z nierówno±ci Schwarza w Rn, mamy:

♠ ¬
m∑
i=1

||ai||2 · ||x||2 = ||x||
m∑
i=1

 n∑
j=1

(aij)2

 = ||x||
m∑
i=1

n∑
j=1

(aij)2.

Wyci¡gaj¡c pierwiastek (obie strony s¡ nieujemne), mamy

||Ax|| ¬
√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

(aij)2 · ||x||;

za liczb¦ C w sformuªowaniu Lematu mo»emy wi¦c wzi¡¢ np.

C =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

(aij)2.

CBDO

Def. Norm¡ macierzy A nazywamy kres dolny zbioru Γ ⊂ R+ ∪ {0}, gdzie

Γ = {C ∈ R+ ∪ {0} : ∀
x∈Rn
||Ax|| ¬ C||x||}

Uwaga. De�nicja jest z sensem, bo z pokazanego dopiero co Lematu wynika, »e zbiór Γ
jest niepusty. St¡d te» mamy nieujemno±¢ normy:

||A|| ­ 0

dla dowolnej macierzy A.
Stw. Norma macierzy posiada nast¦puj¡ce wªasno±ci:

0. ∀
x
||Ax|| ¬ ||A|| · ||x||.

1. ||λA|| ¬ |λ| · ||A||.

2. ||A+B|| ¬ ||A||+ ||B||.

3. ||A|| ­ 0, przy czym ||A|| = 0⇐⇒ A = 0.

3



4. ||A ·B|| ¬ ||A|| · ||B|| dla A,B � takich, »e iloczyn A ·B jest okre±lony.

Dow.

0. Wynika z de�nicji normy.

1. Oczywiste.

2. Policzmy ||(A+B)x||:

||(A+B)x|| = ||Ax+Bx||︸ ︷︷ ︸
norma wektora

v.S.i.︷︸︸︷
¬ ||Ax||+||Bx||

wl. 0.︷︸︸︷
¬ ||A||·||x||+||B||·||x|| = (||A||+||B||)||x||

Pokazali±my wi¦c, »e dla dowolnego wektora x zachodzi ||(A+B)x|| ¬ (||A||+||B||)·
||x||. Porównajmy to z de�nicj¡ normy: Norma (A+B) to kres dolny liczb C takich,
»e ||(A+B)x|| ¬ C · ||x||, zatem

||A+B|| ¬ ||A||+ ||B||.

3. Byªo, »e A = 0 =⇒ ||A|| = 0. Poka»emy, »e te»: ||A = 0|| =⇒ A = 0.

Dow. b¦dzie niewprost: Poka»emy, »e je»eli A 6= 0 =⇒ ||A|| > 0. Najsampierw
zauwa»my, »e je±li A 6= 0, to istnieje wektor x taki, »e Ax 6= 0. Mo»emy zaªo»y¢, »e
||x|| = 1. Niech ||Ax|| = k > 0. Poniewa» ||Ax|| ¬ ||A|| dla ka»dego x takiego, »e
||x|| = 1, to znaczy, »e ||A|| ­ k > 0. CBDO w p. 3.

4. Mamy:
(A ·B)x|| = ||A(Bx)|| ¬ ||A|| · ||Bx|| ¬ ||A|| · ||B|| · ||x||;

argumentuj¡c analogicznie jak pod koniec p. 2. mamy, »e ||A ·B|| ¬ ||A|| · ||B||.

1.3 Zasada Banacha

Niech D �zbiór domkni¦ty w Rn. Niech T : K → K, T � ci¡gªe.
Def. Mówimy, »e T jest zw¦»aj¡ce, je±li istnieje staªa C < taka, »e

∀
x,y∈K

d(T (x), T (y)) ¬ Cd(x, y)

Tw. Niech T � zw¦»aj¡ce. Wtedy istnieje dokªadnie jeden punkt staªy dla T , tzn. x̂ ∈ K
taki, »e T (x̂) = x̂, przy czym

x̂ = lim
n→∞

T n(x0) dla dowolnego x0 ∈ K

Uwaga 1. Innymi sªowy, mo»emy znale¹¢ punkt staªy przez kolejne iteracje odwzorowania
T jako granic¦ ci¡gu: x0, T (x0), T (T (x0)), . . . ).

Uwaga 2. Zasada Banacha jest bardzo pot¦»nym narz¦dziem: W tym wykªadzie u»y-
jemy jej do dowodu tw. o lokalnej odwracalno±ci, a potem do istnienia i jednoznaczno±ci
rozwi¡zania równania ró»niczkowego. Dow. Zaªó»my najsampierw, »e istniej¡ dwa punk-
ty staªe x1, x2, tzn. zachodzi: T (x1) = x1, T (x2) = x2. Wtedy jednak, poniewa» T jest
zw¦»aj¡ce, mamy:

d(T (x1), T (x2)) ¬ Cd(x1, x2),
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i poniewa» x1, x2 s¡ punktami staªymi, to

d(x1, x2) ¬ Cd(x1, x2),

co mo»e mie¢ miejsce tylko w przypadku, gdy d(x1, x2) = 0, co implikuje, »e x1 = x2.
Je±li wi¦c istnieje punkt staªy, to co najwy»ej jeden.
Dla wykazania, »e punkt staªy istnieje, poka»emy najsampierw, »e ci¡g xn = T n(x0),

x0 ∈ K, jest zbie»ny. A je»eli jest zbie»ny, to jego granica x̂ = lim
n→∞

xn nale»y do K, bo K

jest domkni¦ty. Ta granica x̂ jest te» punktem staªym T , bo

T (x̂) = lim
n→∞

T (xn) = lim
n→∞

xn+1 = x̂.

B¦dziemy wykazywa¢, »e ci¡g {xn} jest ci¡giem Cauchy'ego, tzn. »e

∀
ε>0
∃

N∈N
∀

n>N
∀
k∈N

d(xn+k, xn) ¬ ε.

Mamy:

d(xn+k, xn) = d(T n+k(x0), T n(x0)) = d(T n(xk), T n(x0)) ¬ Cnd(xk, x0) (4)

Potrzebujemy oszacowania na d(xk, x0) niezale»nego od k. Najsampierw we¹my:

d(x2, x0) ¬ d(x2, x1) + d(x1, x0) = d(T (x1), T (x0)) + d(x1, x0) ¬ d(x1, x0)(1 + C);

i ogólniej mamy:

d(xn, x0) ¬ d(xn, xn−1) + d(xn−1, x0) ¬ Cn−1d(x1, x0) + d(xn−1, x0)

¬ d(x1, x0)Cn−1 +d(xn−1, xn−2)+d(xn−2, x0) ¬ (Cn−1 +Cn−2)d(x1, x0)+d(xn−2, x0) ¬ . . .

¬ (Cn−1 + Cn−2 + · · ·+ C + 1)d(x1, x0)

i sumuj¡c szereg geometryczny, otrzymamy ostatecznie, »e

d(xn, x0) ¬ d(x1, x0)(Cn−1 + Cn−2) + · · ·+ C + 1)d(x1, x0) =
1

1− C
d(x1, x0).

Wstawiaj¡c to do (4), otrzymamy ostatecznie, »e

d(xn+k, xn) ¬ Cn

1− C
d(x1, x0)

Zatem ci¡g {xn} jest ci¡giem Cauchy'ego i, poniewa» K jest domkni¦ty, posiada granic¦
nale»¡c¡ do K.

CBDO

Mamy nast¦puj¡cy prosty fakt dotycz¡cy funkcji rzeczywistych.
Niech f :]a, b[→ R � ró»niczkowalna. Dla dowolnych x, y ∈]a, b[ istnieje taki punkt

ξ ∈]x, y[, »e
f(x)− f(y)

x− y
= f ′(ξ).
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Niech pochodna f ′(x) b¦dzie ograniczona na odcinku ]a, b[: |f ′(x)| < C dla dowolnego
x ∈]a, b[. Wtedy dla dowolnych x, y ∈]a, b[ mamy

|f(x)− f(y)| = |f ′(ξ)| · |x− y| ¬ C|x− y|.

B¦dziemy potrzebowali rozszerzenia tego faktu na odwzorowania. Okazuje si¦, »e zachodzi
Stw. Niech O ⊂ Rn � otwarty i wypukªy. Niech T : O → U ⊂ Rm. Niech norma z

pochodnej T b¦dzie ograniczona, tzn. dla ka»dego x ∈ O niech ||T ′(x)|| ¬ C. Wtedy

d(T (x), T (y)) ¬ Cd(x, y)

dla dowolnych x, y ∈ O.
Uzupeªnienie Zbiór X ⊂ RN nazywamy wypukªym, gdy dla dowolnych jego punktów

x, y, tak»e punkt z = αx+ (1− α)y nale»y do X dla dowolnego α ∈ [0, 1]. RYS.
Dow. We¹my h ∈ Rn na tyle maªe, aby y = x + h nale»aªo do O. (RYS.). Niech

Rm 3 k = T (x+ h)− T (x); naówczas ||k|| = d(T (x+ h), T (x).
Zde�niujmy funkcj¦ zmiennej rzeczywistej λ, λ ∈ [0, 1]:

f(λ) =
m∑
i=1

ki(T i(x+ λh)− T i(x)).

Policzmy pochodn¡ f(λ):

df
dλ

=
m∑
i=1

ki
n∑
j=1

∂T i

∂xj
(x+ λh)hj (5)

Mamy: f(0) = 0 oraz f(1) = ||k||2. Wobec tego, z tw. Lagrange'a o warto±ci ±redniej
wnosimy, i» istnieje ξ ∈]0, 1[ t. »e f(1) − f(0) = f ′(ξ). Pisz¡c jawnie wyra»enie (5) na
f ′(λ) uzyskane wy»ej, mamy∣∣∣∣∣∣

m∑
i=1

ki
n∑
j=1

∂T i

∂xj
(x+ ξh)hj

∣∣∣∣∣∣ = ||k||2

Z wªasno±ci 4. dla normy macierzy, mamy, i» lewa strona jest nie wi¦ksza ni»

||k|| · ||T ′(x+ ξh)h||

zatem

||k||2 ¬ ||k|| · ||T ′(x+ ξh)h|| ¬ ||k|| · ||T ′(x+ ξh)|| · ||h|| ¬ ||k|| · C · ||h||,

zatem
||k|| ¬ C · ||h||,

co znaczy, »e
d(T (x+ h), T (x)) ¬ C · d(x+ h, x)

czyli
d(T (x), T (y)) ¬ C · d(x, y)

CBDO

Moraª: Je±li C < 1, to T jest zbli»aj¡ce.
Teraz ju» jeste±my gotowi, aby sformuªowa¢
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1.4 Twierdzenie o lokalnej odwracalno±ci

Twierdzenie o lokalnej odwracalno±ci. RYS.
Niech F : O → Rn, gdzie O ⊂ Rn. Zakªadamy, »e F jest klasy C1. Niech x0 ∈ O i

niech F ′(x0) b¦dzie odwracalne, tzn. detF ′(x0) 6= 0.
Wtedy istnieje otoczenie punktu x0 (a wi¦c i K(x0, r), r > 0) i istnieje otoczenie U

punktu F (x0) takie, »e odwzorowanie F obci¦te do K(x0, r): F |K(x0,r) : K(x0, r)→ U jest

odwracalne. Odwzorowanie odwrotne do niego jest te» klasy C1.
Oznaczmy: F |K(x0,r) = F̃ . Wtedy wyra»enie na pochodn¡ (F̃−1)′ odwzorowania od-

wrotnego jest dane przez
(F̃−1)′(F̃ (x)) = (F̃ ′(x))−1. (6)

Dow. Jak pami¦tamy, odwzorowanie odwrotne jest zde�niowane przez: F̃−1 ◦ F̃ = Id
lub, jawnie wypisuj¡c argument(-y),

(F̃−1)(F̃ (x)) = x (7)

Je±li F̃ oraz F̃−1 s¡ klasy C1, to obliczaj¡c pochodne obu stron wyra»enia (7) i korzystaj¡c
z wzoru na pochodn¡ odwzorowania zªo»onego mamy

(F̃−1)′(F̃ (x)) · (F̃ ′(x)) = I,

(I � macierz jednostkowa) czyli

(F̃−1)′(F̃ (x)) = (F̃ ′(x))−1.

czyli mamy wzór (6). Pozostaje wykaza¢ caª¡ reszt¦ tezy.
Oznaczmy: F ′(x0) = A i wybierzmy λ ∈ R+ tak, aby 4λ||A−1|| = 1. Poniewa» F jest

klasy C1, to istnieje kula otwarta U o ±rodku w punkcie x0 taka, »e

||F ′(x)− A|| < 2λ dla wszystkich x ∈ U. (8)

Zaªó»my, »e x ∈ U , x+ h ∈ U i zde�niujmy Φ : [0, 1]→ Rn:

Φ(t) = F (x+ th)− F (x)− tAh 0 ¬ t ¬ 1.

Poniewa» kula U jest zbiorem wypukªym2, to x+ th ∈ U dla 0 ¬ t ¬ 1 i z (8) wynika, »e

||Φ′(t)|| = ||F ′(x+th)h−Ah|| = ||(F ′(x+th)−A)h|| ¬ ||F ′(x+th)−A||·||h|| ¬ 2λ||h|| ¬ 1
2
||Ah||

(9)
(w przedostatniej nierówno±ci skorzystali±my z (8)). Ostatnia nierówno±¢ wynika z nast¦-
puj¡cej argumentacji:

2λ||h|| = 2λ||A−1Ah|| ¬ 2λ||A−1|| · ||Ah|| = 1
2
||Ah||. (10)

Przypomnijmy sobie teraz Stw. ze str. 6 mówi¡ce, »e je»eli odwzorowanie T : Rm → Rn

ma pochodn¡ ograniczon¡ przez C, to dla dowolnych x, y ∈ Rdbm zachodzi nierówno±¢

2To chyba nie byªo dowodzone; wydaje si¦, z¦ warto
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d(T (x), T (y)) ¬ Cd(x, y). Zastosujmy go do funkcji Φ : R → Rn: Je»eli jest speªnione
oszacowanie (9) na norm¦ Φ, to bior¡c x = 1, y = 0 dostajemy

Φ(1)− Φ(0) ¬ 1
2
||Ah||,

co mo»na przepisa¢ jako

||F (x+ h)− F (x)− Ah|| ¬ 1
2
||Ah||. (11)

Oznaczmy na chwil¦ F (x+ h)− F (x) = ∆. Mamy wi¦c: ||∆− Ah|| ¬ 1
2 ||Ah|| lub

−||∆− Ah|| ­ −1
2
||Ah||; (12)

Ponadto:
||Ah|| = ||∆− Ah−∆|| ¬ ||∆− Ah||+ ||∆||,

czyli
||∆|| ­ ||Ah|| − ||∆− Ah||

za± uwzgl¦dniaj¡c (12) mamy:

||∆|| ­ ||Ah|| − 1
2
||Ah|| = 1

2
||Ah||,

czyli, uwzgl¦dniaj¡c jeszcze (10), dostajemy

||F (x+ h)− F (x)|| ­ 1
2
||Ah|| ­ 2λ||h||. (13)

Nierówno±ci (11) i (13) zachodz¡ dla dowolnych x i h takich, »e x ∈ U i x + h ∈ U .
Tak wi¦c nierówno±¢ (13) mówi, »e F jest wzajemnie jednoznaczna na U (bowiem nie ma
takich punktów x, x+ h aby zachodziªo F (x) = F (x+ h)).

Pozostaje pokaza¢ ci¡gªo±¢ i ró»niczkowalno±¢ odwzorowania odwrotnego. Oznaczmy
odwzorowanie odwrotne do F przez G.

Niech V = F (U), niech y ∈ V , y + k ∈ V i niech x = G(y). Niech

h = G(y + k)−G(y).

Pami¦tamy, »e na U pochodna F ′(x) ma operator odwrotny, który oznaczymy przez B.
Odwzorowanie F jest ró»niczkowalne, wi¦c mo»emy zapisa¢:

k = F (x+ h)− F (x) = F ′(x)h+ r(h),

gdzie r(h) jest reszt¡, tzn. zachodzi: ||r(h)||
||h|| → 0 dla h → 0. Na obie strony powy»szej

równo±ci zadziaªajmy operatorem B. Otrzymamy: Bk = h+Br(h) lub

g(y + k)− g(y) = Bk −B(r(h)). (14)

Na mocy (13), 2λ||h|| ¬ ||k||. Zatem h→ 0, je±li k → 0 (co dowodzi ci¡gªo±ci G w punkcie
y) oraz

||B(r(h))
||k||

¬ ||B||
2λ
· ||r(h)||
||h||

→ 0, gdy k → 0. (15)
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Z porównania (14) i (15) wynika, »e G jest ró»niczkowalna w punkcie y oraz »e g′(y) = B.
Mo»na to przeformuªowa¢ mówi¡c, »e dla y ∈ V zachodzi

G′(y) = [F ′(G(y))]−1. (16)

o czym ju» wiedzieli±my z formalnego rachunku tu» przed dowodem (ale dopiero teraz
uzasadnili±my poprawno±¢ tego rachunku).

CBDO

Przykª: Dla F : R2 3 (r, φ)→ (x, y) ∈ R2 okre±lonego jako: x(r, φ) = r cosφ, y(r, φ) =
r sinφ pokazujemy bezpo±rednim rachunkiem, »e (F−1)′ = (F ′)−1.

2 Tw. o funkcji uwikªanej

Aby wyrobi¢ intuicj¦, rozpatrzmy najsampierw ukªady równa« liniowych. Taki ukªad to
m równa« na N zmiennych, gdzie zaªo»ymy, »e N > m. 3 W takiej sytuacji, je±li jest
speªniony okre±lony warunek, który zaraz wypiszemy, mo»emy wyrazi¢ m zmiennych jako
funkcj¦ pozostaªych N −m.

Przykªady.

1. N = 3, m = 1. We¹my równanie:
3x+ 2y + z = 1

(Geometrycznie, powy»sze równanie opisuje pªaszczyzn¦ w R3 � wi¦c obiekt dwuwymiarowy.) Jedn¡
ze zmiennych (np. z) mo»na wyrazi¢ jako funkcj¦ od pozostaªych dwóch x, y:

z = 1− 3x− 2y

2. N = 3, m = 2. We¹my ukªad 2 równa« na 3 niewiadome:{
x+ y + z = 1
x+ 2y − z = 1

(Geometrycznie, powy»szy ukªad dwóch równa« opisuje przeci¦cie dwóch pªaszczyzn, a wi¦c pro-

st¡). Wybierzmy dwie zmienne, np. x, y i wyra¹my je jako funkcje pozostaªej zmiennej z. Mamy:

W =
∣∣∣∣ 1 11 2

∣∣∣∣ = 1, Wx =
∣∣∣∣ 1− z 11 + z 2

∣∣∣∣ = 1− 3z, Wy =
∣∣∣∣ 1 1− z1 1 + z

∣∣∣∣ = 2z
czyli rozwi¡zaniem jest:

{
x = 1− 3z
y = 2z

3. W ogólnym przypadkum równa« na N zmiennych, wybieramym zmiennych które chcemy wyrazi¢

jako funkcje N −m pozostaªych. Zmienne zalezne przenosimy na lew¡ stron¦ ukªadu, a zmienne

niezale»ne � na praw¡, traktuj¡c je jako parametry. Ukªad da si¦ rozwi¡za¢, je±li gªówny wyznacznik

jest ró»ny od zera.

Wró¢my teraz do sytuacji, któr¡ b¦dziemy chcieli analizowa¢: B¦dzie to ukªad m równa«
na N zmiennych, ale równa« na ogóª nieliniowych.

W ogólnym przypadku rozwi¡zywanie takich ukªadów jest bardzo trudne (podobnie
jak przy konstrukcji odwzorowania odwrotnego). Je»eli jednak ograniczymy si¦ do sytuacji
lokalnych, tzn. maªego otoczenia jakiego± punktu z RN , to sytuacja pod wieloma wzgl¦da-
mi przypomina to, z czym mamy do czynienia w przypadku ukªadów równa« liniowych.
Zanim sformuªujemy odpowiednie twierdzenie, podeprzemy si¦ znów dwoma przykªadami.

3Dlaczego zakªadamy, »e ilo±¢ równa« jest mniejsza od ilo±ci niewiadomych? Bo gdy jest wi¦ksza, tzn.
N < m, to � je±li równania s¡ liniowo niezale»ne � to ukªad nie ma rozwi¡za«, a gdy N = m, to mamy
sytuacj¦ z tw. o lokalnej odwracalno±ci.
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1. N = 2, m = 1.
x2 + y2 = 2

co mo»emy zapisa¢ jako: H(x, y) = 0, gdzie H(x, y) = x2 + y2 − 2. We»my punkt p = (1, 1) na
pªaszczy¹nie; wida¢, »e w otoczeniu tego punktu mo»na wyrazi¢ jedn¡ ze zmiennych, np. y jako
funkcj¦ pozostaªej (tu x). RYS. (Rozwi¡zanie mo»na tu napisa¢ jawnie, tzn. y = +

√
2− x2).

Inna jest sytuacja w otoczeniu punktu p∗ = (2, 0). W »adnym otoczeniu tego punktu nie mo»na
jednoznacznie wyrazi¢ y jako funkcji x.

2. N = 3, m = 2.

W =
{
x2 + y2 + z2 − 1 = 0
x+ 2y + 3z = 0

Co opisuje ten ukªad równa«? Pierwsze równanie to równanie sfery, a drugie � pªaszczyzny, zatem
powy»szy ukªad to przeci¦cie sfery z pªaszczyzn¡, czyli okr¡g (ªatwo si¦ przekona¢, »e nie jest to
zbiór pusty ani punkt). Rozwi¡zaniem powy»szego ukªadu byªaby para zmiennych, np. x i y jako

funkcja pozostaªej trzeciej:

{
x = x(z),
y = y(z)

, czyli opis parametryczny okr¦gu. Jest to mo»liwe dla

prawie wszystkich punktów okr¦gu, z wyj¡tkiem jednak niektórych z nich. Poni»ej zobaczymy, jak
rozpozna¢, kiedy w otoczeniu danego punktu jest mo»liwy taki jednoznaczny opis parametryczny,
a kiedy nie jest mo»liwy.

3. Przykªad z innej beczki � termodynamika. Równanie stanu, np. F (p, V, T ) = 0 i konieczno±¢
policzenia st¡d np. p(V, T )

4. Przykªad z jeszcze innej beczki � mechanika. Ukªady z wi¦zami (np. punkt uwi¦ziony na

powierzchni i ±lizgaj¡cy si¦ tylko po niej).

Rozpatrzmy teraz przypadek ogólny. Zmienimy najpierw troch¦ oznaczenia: Poniewa»
N > m, b¦dziemy pisa¢: N = n+m (gdzie n > 0). Mamy zatem ukªadm równa« na n+m
zmiennych. B¦dziemy ten ukªad (lokalnie) rozwi¡zywa¢, tzn. wyznacza¢m zmiennych jako
funkcje n pozostaªych. Zmienne niezale»ne oznacza¢ b¦dziemy jako x = (x1, . . . , xn), za±
zmienne zale»ne jako y = (y1, . . . , ym).

Zaªó»my wi¦c, »e mamy odwzorowanie H : Rn×Rm ⊃ O → Rm (O jest zb. otwartym)
klasy C1. H(x, y) jest wi¦c wektorem o m skªadowych:

H(x, y) =


H1(x, y)
H2(x, y)

...
Hm(x, y)


za± równo±¢: H(x, y) = 0 mo»emy przepisa¢ jako m równa«:

H(x, y) =


H1(x, y) = 0
H2(x, y) = 0

...
Hm(x, y) = 0

Popatrzmy jeszcze na macierz pochodnej H ′. Jest to macierz rozmiaru m× (n+m):

H ′ =


∂H1

∂x1
. . . ∂H1

∂xn
∂H1

∂y1
. . . ∂H1

∂ym

∂H2

∂x1
. . . ∂H2

∂xn
∂H2

∂y1
. . . ∂H2

∂ym

...
...

...
...

...
...

∂Hm

∂x1
. . . ∂Hm

∂xn
∂Hm

∂y1
. . . ∂Hm

∂ym

 (17)
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S¡ tam pochodne po zmiennych x oraz y. Macierz pochodnych H po zmiennych x ozna-
czymy jako H ′x (jest to macierz m × n), za± po zmiennych y jako H ′y (jest to macierz
m×m). Mo»emy wi¦c napisa¢

H ′ = (H ′x, H
′
y)

Tw. (o funkcji uwikªanej). Niech H : Rn×Rm ⊃ O → Rm (O jest zb. otwartym) b¦dzie
odwzorowaniem klasy C1. Niech H(x0, y0) = 0. Niech H ′y(x0, y0) b¦dzie odwracalna.

Wtedy istnieje otoczenie U punktu x0: U ⊂ Rn oraz odwzorowanie φ klasy C1: φ :
U → Rm takie, »e

H(x, φ(x)) ≡ 0 dla x ∈ U (18)

oraz pochodna φ′(x) jest równa

φ′(x) = −(H ′y(x, φ(x)))−1 · (H ′x(x, φ(x))). (19)

Dow. Zde�niujmy odwzorowanie Ψ nast¦puj¡co:

Ψ : O 3 (x, y)→ (x,H(x, y)) ∈ Rn × Rm,

czyli jawnie, w skªadowych:

x1

...
xn

y1

...
ym


Ψ→



x1

...
xn

H1(x, y)
...

Hm(x, y)


co daje Ψ′(x0, y0) =

(
In 0

H ′x(x0, y0) H ′y(x0, y0)

)

gdzie In jest macierz¡ jednostkow¡ rozmiaru n×n, 0 jest macierz¡ rozmiaru n×m zªo»on¡
z samych zer.

Mamy:
det(Ψ′(x0, y0)) = det(H ′y(x0, y0) 6= 0 z zaªo»enia.

zatem � z twierdzenia o lokalnej odwracalno±ci � istnieje otoczenie V punktu (x0, 0) oraz
otoczenieW punktu (x0, y0) oraz istnieje odwzorowanie Ψ−1 okre±lone na V : Ψ−1 : V → W
takie, »e

Ψ−1(x, z) = (x, φ̃(x, z)) ∈ W

Odwzorowanie φ̃ jest klasy C1. Oznaczmy teraz:

φ(x) = φ̃(x, 0);

mamy:
Ψ(x, φ̃(x, z)) = (x, z)

i z de�nicji odwzorowania Ψ

Ψ(x, φ̃(x, z)) = (x,H(x, φ̃(x, z))) = (x, z)

i patrz¡c na drugie skªadowe powy»szej równo±ci dla z = 0 mamy

H(x, φ(x)) = H(x, φ̃(x, 0)) = 0
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Znale¹li¹my wi¦c odwzorowanie φ o wªasno±ciach danych przez (18).
Co do wzoru (19) na pochodn¡, to rozwa»my nast¦puj¡ce odwzorowanie F : Rn → Rm:

F (x) = H(x, φ(x)).

F jest odwzorowaniem to»samo±ciowo równym zeru, wi¦c jego pochodna te» jest to»sa-
mo±ciowo równa zeru (i wy»sze pochodne te»). Policzmy pochodn¡ F ′:

?? Bardziej szczegóªowa kalkulacja??

F ′(x) = H ′x(x, φ(x) +H ′y(x, φ(x)) · φ′(x) ≡ 0,

co daje
−H ′x(x, φ(x) = H ′y(x, φ(x)) · φ′(x)

i po pomno»eniu (lewostronnym) przez macierz (H ′y(x, φ(x)))−1 (a pomno»y¢ mo»na, bo
w dostatecznie maªym otoczeniu x0 macierz H ′y(x, φ(x)) jest odwracalna) dostajemy wzór
(19).

CBDO

Przykª. H : R3 → R; czyli m = 1, n = 2; czyli mamy tu jedno równanie na 3 zmienne: H(x, y, z) = 0
i chcemy st¡d wyrazi¢ z jako funkcj¦ od pozostaªych zmiennych x, y: z = z(x, y) w otoczeniu jakiego±
danego punktu (x0, y0, z0). Udowodnione dopiero co twierdzenie o funkcji uwikªanej mówi, »e jest to
mo»liwe, gdy pochodna ∂H∂z (x0, y0, z0) 6= 0. Gdyby±my jeszcze chcieli policzy¢ pochodne z po swoich
argumentach, to s¡ one nast¦puj¡ce:

∂z

∂x
= −

∂H
∂x
∂H
∂z

,
∂z

∂y
= −

∂H
∂y

∂H
∂z

.
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