1 Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne

Sa rézne rodzaje nieskoniczonosci, mimo iz nieskonczonosé oznacza sie jednym symbolem.
Ale nieskoriczono$¢ nieskoriczono$ci nieréwna. Uzasadnimy to zaraz; ale najsampierw kilka
definicji.

Def. Mowimy, ze dwa zbiory X, Y sa réwnoliczne, jesli istnieje bijekcja a zbioru X
na zbior Y.

Przykt. Dwa zbiory skoriczone sa rownoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te sama
ilos¢ elementow.

Def. Zbior X nazywamy przeliczalnym, jesli jest rownoliczny ze zbiorem liczb natu-
ralnych N.

Obrazowo méwimy, ze X jest przeliczalny, jesli wszystkie jego elementy mozna ustawié
w ciag, albo tez, jesli wszystkie jego elementy mozna ponumerowaé liczbami naturalnymi.

Przykt. Zbior X = N U {0} jest przeliczalny. Latwo bowiem skonstruowa¢ bijekcje a
zbioru X na N:

a(0)=1, a(l)=2, «(2)=3,...,a(k)=k+1,...
RYS. Mozna powyzsza bijekcje zapisa¢ symbolicznie jako
14+ 00=00

Przykt. Zbior liczb parzystych N, = {2,4,6,8, ...} jest przeliczalny. Bijekcje o : N, — N
mozna skonstruowaé tak:

a2) =1, a(d)=2; a(6)=3;...,a(2k)=Fk,...

RYS. Bardzo podobnie pokazuje sie, ze zbior liczb nieparzystych tez jest przeliczalny.
Sytuacje te mozna zobrazowaé piszac

00 + 00 = 0
Przykl. Zbior liczb catkowitych jest przeliczalny. Bijekcja o : Z — N:
a(0)=1; a(l)=2; a(-1)=3; a2)=4; a(-2)=5;...,a(k) =2k a(-k) = 2k+1,...
Prazykt. Zbior N2 = N x N jest przeliczalny. Ustawmy bowiem jego elementy w cigg:
{(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1),(1,4),(2,3),... }
RYS. Aby da¢ upust pedantycznosci, zapiszmy te bijekcje wzorkiem (-ami):

Parze (a,b) przyporzadkowujemy numer 3[(a+b)* —a—3b]+ 1. Troche jest gimnastyki
przy sprawdzaniu, ale sprawdza si¢, ze odwzorowanie N> — N: (a,b) — [(a +b)* —a —
3b] + 1 jest bijekcja.

Znéw to symbolicznie podsumowujemy piszac

o0 -0 = Q.

Przykl. Z powyzszego przykladu tatwo wynika, ze zbior liczb wymiernych (na razie, po-
wiedzmy, dodatnich) jest przeliczalny. Bowiem kazda liczbe wymierna § mozna zakodowaé
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jako pare liczb naturalnych (p, q), gdzie p i ¢ sa nieskracalne; a zbior takich par stanowi
podzbiér N x N.

Przykt. Zbior liczb rzeczywistych na odcinku [0, 1] NIE jest przeliczalny.

W celu udowodnienia tego stwierdzenia postuzmy sie uktadem dwéjkowym zapisu
liczby, i zauwazmy, ze kazda liczbe rzeczywista z przedziatu [0, 1] mozna zapisaé jako
pewien ciag zer i jedynek (cyfr po przecinku rozwiniecia dwéjkowego liczby). Przypusémy,
ze liczby rzeczywiste z przedziatu [0, 1] sa przeliczalne, tzn. dadza sie ustawi¢ w pewien
ciag {a',a?, ...}. Pokazemy, ze istnieje liczba rzeczywista x, ktora nie jest elementem
powyzszego ciagu.

W tym celu zapiszmy rozwiniecia dziesietne wszystkich liczb:

at = (af , ab , @ , ...)
a> = (a2 , a3 , ai , ...)
a* = (af , af , & . ...)

(tu aé- jest j—ta cyfra rozwinigcia dwojkowego liczby a’). Liczbe z konstruujemy nastepu-
jaco:

Jesli na pierwszym miejscu rozwiniecia dziesietnego liczby a' jest 0, to jako pierwsza
cyfre rozwinigcia dziesietnego x bierzemy 1; i na odwr6t. (tzn. jesli al = 0, to x1 = 1; oraz
jesli ai = 1, to =} = 0). Liczba z zatem nie jest rowna a'.

jesli a2 = 0, to 23 = 1; oraz jesli a2 = 1, to 22 = 0). Liczba x zatem nie jest rowna a'
ani a?.

Itd.; ogdlnie:

jesli af = 0, to 2§ = 1; oraz jesli af = 1, to 2§ = 0). Liczba z zatem nie jest réwna a!
s CL2, e Q.

W ten sposob znalezliémy liczbe z, ktora nie jest réwna zZadnemu wyrazowi ciggu
{a',a?,...}, co $wiadczy, ze ciag ten nie zawiera wszystkich liczb rzeczywistych z prze-
dziatu [0, 1]. A zatem zbior tych liczb nie jest przeliczalny.

CBDO

2 Calka podw6jna w prostokacie

2.1 Prostokaty, ich podziaty, objeto$¢ dwuwymiarowa

Niech f(z,y) bedzie ograniczona funkcjg okreslona na prostokacie domknietym P, gdzie
P jest dany nieréwnosciami a < x < b, ¢ < y < d.
Def. Objetoscig (dwuwymiarowa) |P| prostokata nazywamy iloczyn jego bokow:

[Pl = (b—a)(d—c)
Def. Wnetrzem prostokata P nazywamy zbioér okreslony nieréwnosciami ostrymi:
IntP={(zr,y):a<zx<b c<y<d}

Podzielmy prostokat P na n dowolnych prostokatow domknietych py,ps, ..., p,. Tzn.
mamy:
P=U"p;, Intp;NIntp; =0 dlai#j.
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Def. Powyzsze rozbicie prostokata na mniejsze nazywamy podziatem 7, tzn..

T =A{p1,p2, - Pn} (1)

Zachodzi:

[Pl = |pa + |p2l + - - [pnl-

Niech 7 — podzial P oraz m = {q1,...,qx} — inny podzial P. Méwimy, ze m; jest drob-
niejszy niz w, jezeli

Pi=q¢,Yq,U...q,, t=12...n

Niech prostokat p; ma boki a;, b;. Definiujemy $rednice podziatu 7 (1 jako

2.2

Or = maX1<¢<n{az‘7 bz‘}-

Zbiory o zerowej objetosci

Def. Niech X C R?. Méwimy, ze X ma miare Lebesgue’a rowng zeru (lub, ze X jest
miary zero), jezeli dla kazdego e > 0 istnieje taki cigg prostokatow P, Py, ..., Py, ..., 7e

XCUP, oraz > |P|<e

i

Przykt.

1.
2.

3.

2.3

Punkt z € R? jest zbiorem miary zero.
Skoticzony zbiér punktéw w R? jest zbiorem miary zero.

Odcinek o skoriczonej dtugosci «v jest zbiorem miary 0. (mozna go zawrze¢ w pro-
stokacie o dtugosci « i dowolnie matej wysokosci).

Kazdy przeliczalny zbior punktow D C R? jest zbiorem miary zero. dow. Ponu-
merujmy elementy D: D = d; Udy U ..., a nastepnie pokryjmy kazdy element
d kwadracikiem o bokach ¢7*; suma po6l powierzchni tych kwadracikow jest dana
szeregiem geometrycznym Y, € 2K = iQ, jest wiec skoriczona i mozna ja uczynié¢

1
dowolnie mata.

. Wezmy R'; zbior liczb wymiernych jest miary zero (jako ze jest przeliczalny).

Definicja catki

Niech M i m bedg kresami goérnymi i dolnymi odpowiednio funkcji f w prostokacie P,
za§ M; oraz m; — kresami gornymi i dolnymi funkcji f w prostokacie p;. Niech &}, &2
bedzie dowolnym punktem prostokata p;. Zbior wszystkich punktow {1, &2},i=1,...,n
nazwijmy wypunktowaniem podzialu 7 i nazwijmy &. Utworzmy — analogicznie jak w
przypadku funkcji jednej zmiennej — trzy sumy:

S(f,m) = ma|p1| + malp2| + -+ + my|pn| = Zmi’pi|; (2)
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(suma dolna),

o(f,m €)= f(&,&) (3)

i=1

(suma wypunktowana), oraz

S(f,m) = Mi|pi| + Ma|ps| + - - 4+ Ma|pa| = > M;|p;] (4)

=1

(suma gorna).
Analogicznie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, spetniaja one nieréwnosci

m|P| < S(f,m) < o(f, 7 & < S(f,n) < M|P|. (5)

Rowniez analogicznie, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, definiujemy catke gorng
oraz dolng:

Def. Catkq gorng z funkcji f nazywamy infimum z S(f, 7) po wszystkich mozliwych
podziatach:

[ 1=t 5(f,7)
P
i analogicznie catkq dolng z funkcji f nazywamy

1 =suw s(f.7)
F ™

i takoz podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej, definiujemy funkcje catkowalne:
Def. Mowimy, ze funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna, jezeli calki: gorna i

dolna sa réwne: B
[1=]r
P P

W takim przypadku te wspdlna granice oznaczamy jako / I
P

Maja miejsce nastepujace twierdzenia (dowodzi sie ich analogicznie jak dla funkcji
jednej zmiennej):

Tw. Niech f — funkcja ograniczona na prostokacie P. Jezeli f jest calkowalna na P w
sensie Riemanna, to dla dowolnego ciagu {7} podziatow P takiego, ze 0, Fge 0, ciag

wypunktowanych sum Riemanna jest zbiezny do [ f niezaleznie od sposobu wypunkto-

. P
wania.

Zachodzi tez twierdzenie (prawie) odwrotne:

Tw. Niech f — funkcja rzeczywista na prostokacie P. (Uwaga. Nie zaktadamy, ze f
musi by¢ ograniczona). Jezeli dla dowolnego ciggu {7} podzialow P takiego, ze 6, “=5°
0 ciag wypunktowanych sum Riemanna jest zbiezny do granicy niezaleznej od sposobu
wypunktowania, to f jest ograniczona i catkowalna w sensie Riemanna.

Oczywiste jest



Tw. Jesli P jest suma (mnogosciowa) dwu prostokatow Py, Ps o rozlacznych wnetrzach,
a f jest funkcja catkowalna na P, to

[r=]1+]s
P P, P

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, dowodzi sie
Tw. Niech f, g — funkcje catkowalne na P oraz A € R. Wtedy catkowalne na P sa tez
funkcje f + g oraz Af, przy czym zachodza rownosci

Ju+o=[r+]s (6)
/Af:)\/f. (7)

Zapytajmy teraz:

2.4 Jakie funkcje na pewno sa calkowalne?

Analogicznie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, dowodzimy, ze sa catkowalne funk-
cje ciggle:
Tw. Jezeli f jest ciagla na prostokacie P, to jest catkowalna (tzn. istnieje /f)

Roéwniez niektore nieciggle funkcje sa catkowalne. Doktadniej, ma miejsce

Tw. Jezeli funkcja f na prostokacie P jest ograniczona i posiada zbiér punktow nie-
ciaggtosci miary 0, to jest catkowalna.

Dow. Niech N bedzie zbiorem punktow nieciggtosci funkeji f. Wezmy cigg rodzin
{11} prostokatow pokrywajacych N. Zakladamy, ze kazdy element rodziny (tzn. zbior
prostokatow) jest skoniczony. Oznaczmy przez Il ; j—ty prostokat k—tej rodziny oraz
przez €, — pole powierzchni zbioru prostokatow Iy, tzn. e, = 5, |II;;|. Zakladamy, ze
hm L€, = 0, poniewaz z zalozenia N jest zbiorem miary zero. Kazdy zbior Il uzupetniamy

do podz1a1u T prostokata P tak, by byl spelniony warunek hm 5@ =0.
Niech M = sup f, m = infp f. Zdefiniujmy funkcje f+, f ft: Jesli x € Ty, to
P

fr(x) = M, ajesli « & Iy, to fT(x) = f(x). Analogicznie dla f~: Jesli x € I, to
f(x) = M, ajeslixz € I, to f~(z) = f(x). Zauwazmy, ze f* 1 f~ sa calkowalne. Wezmy
jakie§ wypunktowanie & podziatu 7. Mamy: S(f~, 7, &) < S(f, 7, &) < S(fF, mr, &);
roznica pomiedzy dwoma skrajnymi wyrazami jest rowna € - (M — m) i dazy do zera,
gdy k — o0, bo wtedy ¢, — 0. Zatem oba skrajne wyrazy daza do wspoélnej wartosci
niezaleznej od podziatu &. Tak wiec granica wyrazu srodkowego istnieje 1 jest niezalezna
od wypunktowania, czyli f jest catkowalna.
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2.5 Interpretacja geometryczna calki

Wiele calek posiada wyrazisty sens geometryczny lub fizyczny!'. Aby bardziej to sprecy-
zowa¢, wprowadzimy pojecie miary Jordana podzbioréw R™; zacznijmy od R2.

INic dziwnego, bo pojecie calki bylo odpowiedzig na zapotrzebowania ze strony fizyki badz matema-
tyki, a w szczegdlnodci geometrii...



Niech D bedzie obszarem lub dowolnym zbiorem ptaskim ograniczonym. Zawrzyjmy
go w pewnym kwadracie Q). Wezmy jaki$ podzial @ = {p1,ps,...,pn} prostokata Q.
Oznaczmy:

1. Niech S, bedzie suma po6l tych prostokatow, ktore zawieraja jakis punkt zbioru D;

2. Niech s, bedzie suma pdl tych prostokatow, ktore sg zawarte w zbiorze D. Jesli
takich prostokatow naleza¢ych do podziatu nie ma, to przyjmujemy s, = 0.

RYS. Mamy oczywiste nieréwnosci:
0< s, <8, <|Ql.

Zbior wszystkich sum Sy, odpowiadajacych réznym podziatom kwadratu @), ma kres dolny
(jako zb. ograniczony z dotu). Ten kres dolny oznaczmy Sp i nazywamy miarg zewnetrzng
zbioru D:

Sp =sup S;

Analogicznie zbior wszystkich sum s, ma kres dolny (jako zb. ograniczony z gory), ktory
oznaczamy sp i nazywamy miarg wewnetrzng zbioru D:

sp = Inf s,
™
Oczywiscie zachodzi: sp < Sp. Jezeli zachodzi réwnosé:
Sp = SD;

to zbior D nazywamy mierzalnym powierzchniowo w sensie Jordana, a wspo6lna wartosé
obu miar nazywamy miarg ptaskq Jordana (lub po prostu polem powierzchni) zbioru D.

Analogicznie definiuje sie miare Jordana w innych wymiarach (w jednym wymiarze
wpisuje sie w zbidér i opisuje na nim odcinki; w trzech wymiarach — prostopadlosciany
itd.)

Miara Jordana jest bardzo intuicyjnym pojeciem, ale ma te wade, ze moze nie istnie¢
juz w przypadku nieco 'udziwnionych’ zbioréw; i tak np. nie istnieje miara Jordana zbioru
liczb wymiernych na odcinku [0, 1] (miara wewnetrzna jest tu 0, a zewnetrzna 1). Ale do
celéw catkowania funkcji, z ktérymi bedziemy mieé¢ do czynienia, pojecie miary Jordana
nam wystarczy?>.

Bedac uzbrojeni w pojecie miary Jordana, tatwo zobaczymy interpretacje geometrycz-
na catki:

Niech f = equivf(z,y) bedzie funkcja catkowalng i dodatniag w prostokacie P. Wow-
czas zbior V € R3, okredlony nieréwno$ciami:

a<z<b c<y<d 0<z<f(z,y)

2Do mierzenia takich ’dziwniejszych’ zbioréw wprowadza sie miare Lebesgue’a. Jest ona skuteczniejsza
niz miara Jordana: Gdy zbior jest mierzalny w sensie Jordana, to jest tez mierzalny wg Lebesgue’a (np.
miara Lebesgue’a zb. liczb wymiernych na [0, 1] jest 0). Miara Lebesgue’a obejmuje znakomita wiekszosc
przypadkow, z ktorymi przychodzi zetknaé sie w fizyce (aczkolwiek sa zbiory niemierzalne réwniez w
sensie Lebesgue’al) ale wymaga nieco zahartowania w abstrakcji. Definicje mozna znalezé np. w ksiazce
F. Lei, 'Rachunek rézniczkowy i catkowy’.



ma dobrze okreslona objetosé, bo catka gorna rowna jest mierze zewnetrznej zbioru V', zas
catka dolna — mierze wewnetrznej, a poniewaz f jest catkowalna, to miary te sa réwne.
Oznaczajac objetos¢ (trojwymiarowa miare Jordana) zbioru V' jako V, mamy wiec

vi=/+. ®)

2.6 Calki iterowane

Niech f = f(z,y) tedzie funkcja okreslona i ograniczona w prostokacie P, gdzie a < z < b,
¢ < y < d. Niech przy kazdym ustalonym z istnieje calka pojedyncza

o(z) = /Cd f(z,y)dy. (9)

Calka ta jest funkcja zmiennej x i jest okreslona w przedziale a < = < b; oznaczamy ja
jako ¢(x). Jezeli ¢(z) jest catkowalna na [a, b], to calke

/abd)(x)dx - /ab Vcdf(m’y)dy] da " /abdx /Cddy f(z.y) (10)

nazywamy catkq iterowang funkcji f(x,y) (liczona w kolejnosci: najpierw po y a potem

po x).
Analogicznie okreslamy calke iterowana, liczona w drugiej mozliwej kolejnosci (naj-
pierw po x a potem po y): Okreslamy funkcje ¢(y) przez

o) = [ fw.p)r

przy zalozeniu, ze przy kazdym y € [c, d] ta calka istnieje, a nastepnie

[ vwa=[ M I <xvy>dx] ay == [Cay [ dr fa,) (1)

Przykt.

2.7 Zamiana calki podwdjnej na iterowana (tw. Fubiniego)
Oproécz oznaczenia /f na catke z funkcji f po prostokacie P, czesto zachodzi potrzeba
P

jawnego wypisania argumentéw funkcji, i wtedy postugujemy sie réwnowaznym oznacze-

o [ 1= ] f@.y)dady.
P P

W poprzednim przykladzie obie catki iterowane okazaly sie by¢ rowne. Ten fakt jest
nieprzypadkowy. Ma bowiem miejsce

Tw. Jesli funkcja f(z,y) jest ciagla w prostokacie P, to obie catki iterowane (10) i
(11) istnieja i sa rowne calce podwojnej:

/abda:/cddyf(:my) :/f(x,y)dxdyz/Cddy/abdxf(x,y) (12)
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Dow. Podzielmy prostokat P na m x n prostokatow, dzielac przedzial [a,b] (m + 1)
punktami a = 29 < x; < -+ < @, = b na m przedzialow p? = [x;_,z;] i analogicz-
nie, przedziat [c,d] dzielimy (n + 1) punktami ¢ = yo < y3 < - < y, = d nan
przedziatow pjy = [z;_1,x;], 1 rysujac odcinki réwnoleglte do osi z,y przechodzace przez
punkty podziatu. RYS.. Przez Ax; oznaczmy dlugos¢ przedziatu pf oraz przez Ay —
dtugos¢ przedziatu p}. Zakladamy przy tym, ze lim,, . (sup1<icmAz;) — 0 i analogicz-
nie lim, o (sup 1<k<nAyr) — 0. Dla prostokata Py = [r;_1,%;] X [yk—1, k], niech my
(odpowiednio M;;) oznaczaja kres dolny ( odp. gorny) funkcji f na Py. Niech &; oznacza
dowolny punkt przedzialu Ax;, oraz niech ¢(x) bedzie zdefiniowana przez (9). Naowczas
mamy:

Y2

d
f(&,y)dy + -+ / f(&,y)dy

Yn—1

(&) = /cd f(&,y)dy = /Cy1 f(&,y)dva/y

1
Mamy tez: mg < f(&,y) < My, dla y € [yr_1,yx], co prowadzi do ciagu nieréwnosci:

"Y1

ma Ay < / f(&,y)dy < M Ay,

c

d

Yn—1
Dodajac te nieréwnosci stronami, a nastepnie mnozac przez Ax; i sumujac po ¢, otrzyma-
my

m

Yo malypAx; <Y o(6) AT <Y Y My Ay A, (13)
i=1 k=1 i=1 i=1 k=1
Pierwsza (lewa) z tych sum jest suma dolna, a ostatnia (prawa) — suma gorna dla funkcji f
w prostokacie P; srodkowa za$ jest suma wypunktowana funkcji ¢(x) w przedziale |a, b].
Wezmy teraz granice m — 0o, n — o0; wtedy najdtuzszy z odcinkow Az;, Ay, dazy
do zera, a sumy skrajne z nier6wnosci (13) daza do wspdlnej granicy — caltki podwojnej
z funkeji f. Suma Srodkowa dazy wiec do tej samej granicy, przy czym ta granica jest
calka iterowana (10). W ten sposob pokazaliémy pierwsza z rownosci (12). Dowod drugiej
rownoéci jest analogiczny.

CBDO

Uwagi.

1. W powyzszym dowodzie korzystaliémy jedynie z zatozen, ze

e Istnieje catka podwojna //f(:c,y)dxdy, oraz
P

e istnieje catka pojedyncza ¢(x) = [¢ f(z,y)dy dla kazdego z € [a, b];

dlatego tez teza twierdzenia pozostaje stuszna réwniez przy tych stabszych zatoze-
niach — jesli sa one spelnione, to np. f nie musi by¢ ciagta.



2. Gdy f jest ciagla, to powyzsze tw. mowi, ze wszystkie trzy calki (podwojna i obie
iterowane) sa rowne. Gdy f nie jest ciagla, to moga sie zdarzy¢ rézne sytuacje; np.
jedna z catek istnieje, a inne nie; albo gdy istnieja, to nie sa rowne. Przyktady sa w
ITT tomie Fichtenholza.

Twierdzenie Fubiniego odgrywa wazna role przy efektywnym wyliczaniu catek (nie tylko
zreszta tam), poniewaz sprowadza obliczanie calki podwojnej do obliczenia dwoch calek
pojedynczych.

Przypadek szczegdlny: Gdy f(x,y) jest iloczynem dwu funkeji, z ktorych kazda zalezy
od jednej zmiennej: f(x,y) = u(z)v(y), to mamy

/P/f(%y)d%dy = </abu(x) dx) : </Cd'(j(;[;> dy) ’ (14)
[ [ steanasy = ["ae | [*ayatontn)] = [ oo o) [“aoin)]

a to jest iloczyn calek wystepujacy po prawej stronie rownosci (14).

2.8 Calka podwéjna w zbiorze dowolnym

Niech f bedzie funkcja okreélong i ograniczona w pewnym zbiorze ograniczonym D C R?
(RYS.) Zawrzyjmy D w pewnym prostokacie P i funkcje f, okreslona na D, rozszerzmy
do funkcji fy okreslonej na caltym prostokacie P w ten sposob, ze

Def. Méwimy, ze f jest catkowalna na zbiorze D, jesli istnieje caltka / /fo(x, y) dzdy. W
P

takim przypadku, catke z funkcji f na zbiorze D oznaczamy
[ [ 1.y dedy (16)
D
i, zgodnie z powyzsza definicjg, mamy

//f(x,y) dxdy://fg(x,y) dzdy. (17)

Latwo zobaczy¢, ze okreslenie to nie zalezy od wyboru prostokata P.
Niech f(z,y) bedzie funkcja nieujemna na zbiorze D. Oznaczmy przez V zbior punktow
(z,y,2) € R? okreslony nieréwnosciami

0<z< f(x,y) dla (x,y) € D. (18)

Suma gorna dla catki (17) jest suma objetosci prostopadtoscianow zawierajacych zbior
V', za$ suma dolna — suma objetosci prostopadto$cianow zawartych w V. Jesli wiec catka
(20) istnieje, to zbior V' jest mierzalny objetosciowo i jego objetosé¢ wyraza sie catka

V] ://f(x,y)dxdy (19)
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Przypadek szczegolny: Zauwazmy, ze objeto$é¢ prostopadlo$cianu o wysokoscei 1 rowna jest
polu podstawy. Biorac teraz f(z,y) = 1 w calym zbiorze D, widzimy, ze suma gorna dla
catki (20) jest suma pol prostokatow zawierajacych zbior D, a suma dolna — sumie pol
prostokatow zawartych w D. Stad otrzymujemy

Stw. Jesli f(x,y) = 1, to calka (20) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy zbior plaski jest
mierzalny powierzchniowo. Pole obszaru D wyraza sie woéwczas catka

// dady. (20)

D

Wiemy, ze sg zbiory niemierzalne; i w zwigzku z tym na pewno nie po kazdym obszarze
bedziemy mogli catkowaé. Nasuwa sie wobec tego pytanie, catke po jakich obszarach bedzie
istniata?

Znakomita wiekszosé obszaréw, z ktérymi mamy do czynienia w fizyce, sa to obszary
ograniczone przez krzywe ciggte. Bedziemy sie zajmowa¢ krzywymi, ktore mozna zadaé
rownaniem y = f(z), gdzie f jest funkcja ciagla. Najsampierw pokazmy:

Stw. Krzywa o rownaniu y = f(z), gdzie f — ciagta oraz = € [a, b], ma dwuwymiarowa
miare Jordana réwna zeru.

Dow. Wiemy, ze funkcja f(x) na odcinku domknietym jest tam jednostajnie ciagta.
Skoro tak, to przedzial mozna podzieli¢ na skonczong ilos¢ odcinkow takich, ze na kaz-
dym z nich wahanie funkeji (tzn. roznica miedzy wartoscia najmniejsza i najwieksza) jest
dowolnie mata; wezmy np. =, gdzie € jest zadang dowolnie malg nieujemng liczbg. Cala
krzywa na przedziale [a,b] mozna wiec pokry¢ prostokatami o tacznej podstawie b — a i
wysokosci =, wigc o tacznym polu € dowolnie matym. RYS.

CBDO

Zdefiniujmy jeszcze:

Def. Obszar regularny to taki, ktory jest ograniczony skonczong iloscig krzywych o
rownaniu y = f(x) lub x = g(y), gdzie f, g — ciagle.

Ze Stw. pokazanego wyzej wyciagamy wniosek:

Whniosek Obszar regularny D jest mierzalny.

Dow.

Jesli S, jest suma pol prostokatow pokrywajacych obszar D, a s, — suma pol prostoka-
tow zawartych w D, to S, — s, jest sumg pol prostokatow pokrywajacych brzeg obszaru,
tzn. krzywa ograniczajaca obszar. Z dowodu poprzedniego stw. widzimy, ze ta réznica jest
dowolnie mata — tak wiec obszar jest mierzalny.

CBDO

2.9 Calka podwéjna w obszarze regularnym

7 faktow pokazanych wyzej tatwo wynika
Stw. Funkcja f(x,y) ograniczona i ciagta w obszarze regularnym D jest catkowalna.
Dow. Zawrzyjmy obszar D w jakim$ prostokacie P i rozszerzmy funkcje f do funkcji
fo na P w standardowy sposob dany przez (15). Wtedy fy jest nieciggla co najwyzej
na brzegu obszaru D, tak wiec w mysl tw. CO BYLO 2 STRONY WCZESNIEJ jest
calkowalna na P, a to znaczy, ze f jest catkowalna na D.
CBDO
Podzielmy obszar D jaka$ krzywa v na dwa obszary regularne D, i D,; mamy wiec
D = D;UD, (RYS.). Niech f(z,y) bedzie funkcja ograniczona i ciagta na D. Zawrzyjmy
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D w pewnym prostokacie P i niech:
fU(l'uy):f(‘ruy) na D,fo(x,y):() na P\D7
fi(z,y) = f(x,y) na Dy, fi(z,y) =0 na P\ Dy

folz,y) = f(z,y) na Do\, fo(z,y) =0 na (P\Dy)Ur.
Wtedy: fo = fi+ fo w calym prostokacie P, zatem z wzoru (6) dla obszaréw prostokatnych

mamy
/foz/fl‘i‘/fz
P P P

co jest rownowazne — biorac pod uwage definicje funkcji f; i fo — réwnosci
[ir=]r+]r (21)
D D1 Dy

2.10 Obszar normalny i calki iterowane tamze

Def. Obszar regularny D okreslony nieréwnosciami
a<z<b o) <y<Y(x) (22)

gdzie ¢(x) i ¥(z) sa funkcjami ciaglymi w przedziale [a, b] oraz zachodzi: ¢(z) < ¢ (z) dla
kazdego = € [a, b, nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi x. RYS.

Okaze sie zaraz, ze ma miejsce

Stw. Calke z funkeji f(z,y) ograniczonej i ciagtej w obszarze normalnym (22) mozna
zamieni¢ na calke iterowang wedhug wzoru

[ [ saar= [ [ e (23)

Dow. Zawrzyjmy obszar D w prostokacie P, gdzie a < x < b, ¢ < y < d. Rozszerzmy
funkcje f na D do funkcji (tez nazwijmy ja f) na P, ktadac f(x,y) = 0 w punktach
prostokata P nie nalezacych do obszaru D. Calka po lewej stronie wzoru (23) jest rowna

//f(:z:, y)dxdy. Do tej catki mozna stosowa¢ tw. Fubiniego dla obszaréw prostokatnych;
P
mamy wiec:

[ [ stardy= ["ar ["aysien) 24

Caltke wewnetrzng roztozmy teraz, przy jakims$ ustalonym z, na trzy calki:

d (x) P(x) d
[ fewdy= [ fandyt [ fndy+ [ Fudy

Pierwsza i trzecia z powyzszych calek sa rowne zeru, bo dla y w przedziatach y € [c, ()]
oraz y € [p(x), d] funkcja podcatkowa jest rowna zeru. Uwzgledniajac to we wzorze (24),
otrzymujemy to co mieliSmy pokazaé, czyli wzor (23).

CBDO

Przykl.
Uwaga. Jezeli obszar regularny D daje sie podzieli¢ na skoniczong ilo$¢ obszaréw nor-
malnych Dy, Ds, ..., D,, to calka w obszarze D réwna si¢ sumie calek po poszczeg6lnych

obszarach D; (na mocy wzoru (21).
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2.11 Odwzorowania R?> — R? i przeksztalcenia osiowe

Podrozdzial ten w istotny sposéb korzysta z definicji i twierdzen dotyczacych odwzorowan, wiec dla
Czytelnika wygodne bedzie przypomnienie sobie tresci rozdzialu temu poswieconego. Tu w wolnej chwili
zostang przytoczone twierdzenia, z ktérych bedzie korzystane.

77?7 Gdzies tu: Def. obszaru n—wym. jako domkniecia zbioru otwartego; i brzeg
sktada sie ze skoniczonej sumy wykresoéw funkcji n—1 zm.; moze to gdzies przy catkowaniu
po obszarach nieprostokatnych ?777?

Def. Odwzorowanie ® : R? D A 3 (u,v) — (x,y) € R?, okreslone wzorem:

(== o )

y = v

gdzie ¢ jest rozniczkowalna w sposoéb ciggly, nazywamy przeksztatceniem osiowym.
Uwaga. Z bezposredniego rachunku wynika, ze pochodna (macierz Jacobiego) odwzo-

rowania P jest:
I
Dd = l 0 1

a jakobian, czyli wyznacznik tejze macierzy, jest
[ DO| = ¢, (26)

Dla tych, co znaja definicje permutacji:

Def. Ogolniej, przeksztatceniem osiowym obszaru n—wymiarowego A nazywamy dwzorowanie ¢ :
R*” > A > (ul,u?,...,u") — (21,22 ...,2") € R", nazywamy odwzorowanie okre§lone tak: z¢ =
d(ut,u?, ... um) dlapewnegoi € {1,2,...,n} (tu ¢(ul,...,u") jest funkcja n zmiennych klasy C*), a dla
pozostatych zmiennych z',...,z" (oprocz x*) odwzorowanie jest okreslone przez: 7/ = v™), 7 — pewna
permutacja zbioru (n — 1)—elementowego, zas j = 1,2,...,n (oprocz jednej liczby k € {1,2,...,n}).

A ci, co nie znaja def. permutacji, niech poznaja, a jesli nie, to niech sie zadowola
ponizszym przykladem.

Przykt. Odwzorowania @, T : R3 3 (u,v,w) — (z,y,2) € R3, okreslone rownaniami

r = ¢(u,v,w) r = w
d: ¢y = v czy tez : F:qy = ¢(uovw)
z = w z = u

(gdzie ¢, sa funkcjami klasy C') sy przeksztalceniami osiowymi.
Wykazemy teraz
Stw. Odwzorowanie F : R? D A 5 (u,v) — (z,y) € R?, okreslone jako:

T
Yy
daje sie w otoczeniu kazdego punktu (ug,vg), gdzie |DF(ug,vo)| # 0, przedstawi¢ jako

ztozenie dwu przeksztatcen osiowych.
Dow. Pochodna (tzn. macierz Jacobiego) odwzorowania F' jest rowna

_ | Pu P
pr=| 0 o]

I
ot
2t
ISR
~— —
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wiec aby wyznacznik |DF| byl rozny od zera, musi by¢ ¢, # 0 lub ¢, # 0. Zalozmy, ze
wiec ¢y (ug, v9) # 0. Skoro tak, to (z tw. o funkeji uwiklanej) mozna w otoczeniu punktu
(up,v9) jednoznacznie rozwiazaé rownanie z = ¢(u,v) wzgledem w, tzn. wyrazi¢ u jako
funkcje od x, v:

u=g(x,v).

Funkcja g(z,v) spelnia:
9(¢(u,v),v) =u (27)

Niech teraz odwzorowania T : (u,v) — (£,n) oraz S : (£,1) — (z,y) (oba wiec R? — R?)
beda okreslone nastepujaco:

e = b o= ¢
r {n — 9 {y = blglemn) = W(En) (28)

gdzie w odwzorowaniu S funkcja g jest okreslona przez (27).
Oba odwzorowania S i T' sa odwzorowaniami osiowymi. Zachodzi tez:

F=S5o0T (29)
bowiem z bezposredniego rachunku wynika, ze:

r=¢§= ¢(U’U>; Yy = 1/’(9(5777)777) = ¢(g(¢(uvv)’v>7v) = ¢(u7v)

(w ostatniej rownosci skorzystalismy z wlasnosci (27) funkeji g). ZnalezliSmy wiec szukane
przedstawienie odwzorowania F' jako zlozenia dwu przeksztalcen osiowych.
CBDO

Uwaga. Analogiczna sytuacja ma miejsce w wyzszych wymiarach: Odwzorowanie R” —
R"™ w otoczeniu punktu, gdzie jego macierz Jacobiego jest nieosobliwa, daje sie przedstawic
jako zlozenie n przeksztatcen osiowych.

Naszkicujemy sposob postepowania dla n = 3. Zapiszmy G : R? — R? w sktadowych
jako:

r = ¢(u,v,w)
y = Y(u,v,w) (30)
z = x(u,v,w)

Zakladamy, ze w punkcie (ug, vy, wo) macierz Jacobiego DG (ug, vy, wp) jest nieosobliwa.
Skoro tak, to przynajmniej jedna z pochodnych czastkowych sktadowej ¢ jest rozna od
zera; przyjmijmy, ze ¢, # 0. Wobec tego mozemy rownanie x = ¢(u,v,w) rozwiazac
wzgledem w; oznaczmy: u = g(z,v,w). Odwzorowanie G mozna wtedy zapisa¢ w postaci
zlozenia dwoch przeksztatcen:

5 - ¢(U,U,W) r = 5
n o= v oraz ¢y = ¥(9(&n,¢),n,C)
¢ = w z = x(9(&n,¢),n0)

Pierwsze z nich jest przeksztatceniem osiowym, a drugie daje sie znowu roztozy¢ na iloczyn
dwoch przeksztalcen osiowych.

Rozktad dowolnego odwzorowania na iloczyn przeksztalcenn osiowych jest wazne, bo
tego rozkladu uzywa sie¢ w dowodzie wzoru na zamiane zmiennych w catkach wielokrot-
nych.
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2.12 Tw. o zamianie zmiennych w calkach podwéjnych

Niech F: R? D A 3 (u,v) — (z,y) € R? bedzie okreslone wzorem:

r = o¢(u,v)
{y = ¢(U,U) (31)

gdzie A oraz D sg obszarami regularnymi.
Niech w obszarze D bedzie okreslona funkcja f(x,y), ograniczona i ciagta. Zachodzi:
Tw. Jezeli:

1. Odwzorowanie F jest klasy C! w obszarze zawierajacym obszar A i jego brzeg I';
2. I odwzorowuje A na D bijektywnie;
3. jakobian DF wewnatrz obszaru A jest rézny od zera,

to zachodzi wzor

| [ e pdady = [ [ #o(,0).n(u0)| DF|dudv (32)

gdzie (aby wszystko mie¢ pod reka)

Yu Yo |~ O(u,v)

Uwaga. Wzor ten jest odpowiednikiem wzoru na zamiane zmiennych w catkach z funkeji
jednej zmiennej, ktore tez tu dla wygody przypomnimy:

Niech funkcja ¢ klasy C! bedzie bijekcja odcinka [c,d] na [a, b]; niech x = (), oraz
o(c) =aip(d) =b. Wtedy dla dowolnej funkeji f ciagtej na [a, b] zachodzi:

[ e = [* ooy |4 o )

Wzér ten zaraz bedziemy wykorzystywaé, bo dowod wzoru (32) sprowadzimy, za pomoca
przeksztalcen osiowych, do dwukrotnego uzycia wzoru (33).

Dow. Z tw. udowodnionego w poprzednim podrozdziale, odwzorowanie F' okreslone
przez (31) daje sie roztozy¢ na iloczyn dwu odwzorowan osiowych; zalézmy, iz realizujemy
to za pomoca wzorow (28) i (29). Niech T': A — G, zas S : G — D RYS.. Z tw. o
wyznaczniku iloczynu macierzy, oraz z wzoru (26) na jakobian przeksztalcenia osiowego,
mamy wyrazenie na jakobian odwzorowania F: |DF| = ¢,V,,.

Niech Dy, Do, ..., D, beda prostokatami zawartymi w D, przecinajacymi sie co naj-
wyzej na brzegach. Zalozmy, ze réznica pol |D| — > | | D;| jest mniejsza niz € — dowolnie
zadana liczba. Niech prostokat D; bedzie okreslony nieréwnosciami a < z < b,c < y < d.
Oznaczmy:

[ [ s wardy, 1= [ dr [dyie);
D

mamy: [ — Y | ;| < Me, gdzie M = sup |f(z,y)|.

(z,y)eD
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Zauwazmy, ze przeksztatcenie S odwzorowuje na prostokat D; pewien obszar G;, ogra-
niczony prostymi & = a, £ = b oraz krzywymi n = v(§), n = §(§), RYS. gdzie v(£) 1 6(&)
sa rozwiazaniami rownania W(&,n) = c oraz V(&,n) = d wzgledem 1 dla a < £ < b. Przy
tym zachodzi: v(§) < 6(§), gdy ¥, > 0, oraz y(§) > 6(¢), gdy ¥, <O.

Zastosujmy teraz do calki I; zamiane zmiennych okreslong przez odwzorowanie S. Po-
niewaz, bedac osiowym, jest ono identyczno$ciowe w zmiennej x, otrzymujemy, uzywajac
wzoru (33) na zamiane zmiennych w calce z funkeji jednej zmiennej:

L= [lae [ st vwdn = [ [ e wy,dean
G

Gdy ma miejsce sytuacja W, < 0, to przed ostatnig calkg nalezy dopisa¢ minus. Obie
sytuacje mozna objaé¢ jednym wzorem:

1= [ [ (e w)w,ldgdn.
Gi

Gdy teraz wezmiemy ciag wypelnien prostokatami obszaru D tak, ze Y7, |D;| — | D], to
zachodzi: Y1 | |G| — |G| oraz Y7 | I; — I; otrzymujemy stad:

1= [ [ £e w)lw,ldedn, (34)
G

A teraz! Do otrzymanej powyzej calki zastosujmy pierwsze przeksztalcenie, tzn. T, prze-
ksztalcajace obszar A na obszar G. Postepujemy w sposob analogiczny jak wyzej, bo T
tez jest przeksztalceniem osiowym; otrzymujemy:

1= [ [ 1(6,0),(u,0)9,6] dudv.
A

A poniewaz ¥, ¢, jest iloczynem jakobianéw obu przeksztatcen S i T', to mamy ¥, ¢, =
|DF|. OtrzymalisSmy wiec wzor (32).
CBDO

Uwaga. W trzech (i wiecej) wymiarach postepujemy analogicznie: Korzystamy z roz-
ktadu odwzorowania na iloczyn trzech (n) przeksztalcenn osiowych, i postepujemy jak
wyzej — tylko nie dwa, a trzy (n) razy.

Przykt.

Przykt. [° e dz.

2.13
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3 Calki — zadania

3.1 Calki po obszarach prostokatnych

1. Obliczy¢ catke z funkcji f po prostokacie P:
fx,y) = iy P =34 x [1,2]. Odp. In 5}
flz,y) = 591: y— 2y3 P =[2,5] x [1,3]. Odp. 660.
flz,y) = = [0,1] x [0,1]. Odp. f.

flz,y) = g = [0,1] x [0,1]. Wsk. W jakiej kolejnosci wygodniej

catkowaé? Odp. In ﬁg.
f(z,y) = e, P =0,1] x [0,1]. Odp.
f(z,y) =2 sin(zx +y), P=[0,7] x [0, 7]. Odp.
flz,y) = a*ye, P =[0,1] x [0,2]. Odp.

(a
(b
(c
(d

1+y27

) f
)
) f
) f

(e
(f

g

a

)
)
(g)
(a) Znalez¢ objetos¢ bryty ograniczonej z dotu plaszczyzna xy, z bokéw — plasz-
czyznami x =0, z = a, y = 0, y = b, a od gbéry paraboloidg eliptyczna:
72 2
_ Ly
2p 2q
(wszystkie parametry a, b, ¢, d sa dodatnie). Odp. %b (%2 - %)
(b) To samo dla bryly ograniczonej plaszczyzna zy, powierzchnig z° + 2% = R? dla
z > 01 ptaszczyznami y = 01 y = H. Wsk. Bardziej naturalne jest liczenie
w ukl. wsp. biegunowych, ale 'nie uprzedzajmy wypadkow’ i liczmy we wsp.
kartezjanskich. Odp. (kazdy powinien wiedzie¢, ze) sTR*H.

(c) To samo dla bryly ograniczonej plaszczyznami z = 0, z = a, x = b, y = ¢,
y=d (b>a>0,d>c>0)iparaboloida hiperboliczng

zy
= = > 0).
2= (m>0)

Odp. |V| = E=C)=a?)

4m
1
//(xy)xydxdy:/ z*dz.
0
P

Uwaga. Funkcja podcatkowa wprawdzie nie jest okreslona w punkcie (0,0), ale moz-
na ja tam dookreslic definiujac f(0,0) = 1.

3. * Pokazac, ze

4. Pokazaé¢ nierownosé Cauchy’ego — Buniakowskiego — Schwarza: Dla dowolnych cia-
glych na [a, b] funkeji f, g zachodzi nier6wnosé

(/abf(x)g(x)dx>2 < /ab F2(z)dz - /abQQ(:L’)dx

Wsk. Scatkowaé funkcje (f(2)g(y) — g(x)f(y))* po kwadracie [a, b] x [a, b].
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5. Udowodnié¢ nieréwnosé

/Gf(x)dx. bk (b— a)?.

dla f - ciagtej na [a, b]. Wsk. Skorzystac z nier6wnosci C-B-Schwarza, bedacej trescia
poprzedniego zadania.
3.2 Calki po obszarach niekoniecznie prostokatnych

1. Zamieni¢ kolejnos¢ catkowania w catkach:

1 VY
) [dy [ dofle.y)

dx / dy f(z,y)
V2rz—ax?
dz

o/
{‘ / dy f ()
o For Tt
Zdt]dyfxy

2z

2. Rozstawié¢ granice catkowania, tzn. znalezé granice catkowania, zapisujac catke po
kazdym z ponizszych obszarow D w postaci calki iterowanej:

(a

D — trojkat ograniczony prostymi x =0, y = 0, x + 2y = 4.

)

(b) D - obszar dany nieréwnos$ciami: z? + y> < 4, z > 0, y > 0.

(¢) D — obszar dany nieréwnosciami: x +y < 2, z —y < 2, x > 0.

(d) D - obszar dany nier6wno$ciamizy > z?, y < 9 — z2.

(e) D — obszar dany nier6wnoscia: (x — 3)* + (y — 2)2 < 9.

(f) D — obszar ograniczony krzywymi: y = 23 i y = /.

g) D — obszar dany nier6wnosciami: y? < 8z, y < 2z, y + 4x — 24 <0
)

(
(h) D — obszar ograniczony krzywymi y? —2? = 11 2% +y? = 9 i zawierajacy punkt
(0,0).

(i) D — czworokat o wierzchotkach: (1,1), (2,3), (4,3), (6,1).

3. Obliczy¢ calki:

. 2
) //\/dedy, gdzie T jest trojkatem o bokach y =0, y =rz, v =1,
x
T
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(b) //(6 —x —y)dzdy, gdzie T jest trojkatem o wierzchotkach (0,0), (2,2), (1,3)
T

x
(c) //—dxdy, gdzie D jest obszarem zdefiniowanym przez nierownosci: 2 < x <
Y
D
4,1<y< 2%
2
T
(d) I = //—zdmdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym przez krzywe: x =
Y
D

2,y ==z, 2y = 1. Odp. I = % Wsk. Ktora kolejnoéé¢ catkowania bedzie
wygodniejsza?

(e) I = //(x+5y)dxdy, gdzie D jest trojkatem ograniczonym przez proste: y = x,
D
y=3x,v=1. Odp.]:%.
) I = //\/2x2 — y2dxdy, gdzie D jest trojkatem ograniczonym przez proste:
D

=0,z=1,y==x. Odp.[z%(%%—%).

3.3 Calki potrojne
1. Obliczy¢ catki:

' 1
(a) /// 3 dzdydz, gdzie C jest sze$cianem [0, 1]3;
] (A taty+z)

(b) ///z dxdydz, gdzie V jest ostrostupem ograniczonym plaszczyzng x+y+z =
v

2 i ptaszczyznami wspotrzednych;
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Zamiana zm. w calce podwdjnej

. Obliczy¢ calke z funkcji f(z,y) = y*v R2 — 22 po kole o promieniu R i $rodku w
poczatku ukladu wspolrzednych. Odp. 32 R°.

. Obliczy¢ objetos¢ bryly ograniczonej ptaszczyznami z = 0, y = 0, z = 0, walcem
22 +y* = R? i paraboloida hiperboliczng z = xy; chodzi o bryle lezaca w pierwszej
¢wiartce. Odp. R

. Obliczy¢ objetosé bryty Vivianiego, tzn. brylty wycietej walcem x? + y*> = Rz z kuli
a? +y* 4 22 = R%. Odp. U2 R3.

. Obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej przez przeciecie pod katem prostym dwu nieskon-
czenie dlugich walcéw o jednakowej srednicy

. Obliczy¢ pola powierzchni figur ograniczonych krzywymi o podanych nizej réwna-
niach. Wyliczenia poprzedzi¢ rozpoznaniem ksztettu krzywych. Wsk. Wspotrzedne
biegunowe.

(a) (2% +v*)? = 2d*(2* — y?) (lemniskata Bernoulliego). Odp. 2a°.

(b) (2% +4?)* = 2az®. Odp. 27ma®.

(¢) (2% +y?)? =da*(z* + y*). Odp. 37wa’.

. Obliczy¢ pola powierzchni figur ograniczonych krzywymi o podanych nizej réwna-

niach. Wyliczenia poprzedzi¢ rozpoznaniem kszteltu krzywych. Wsk. Uogolnione
wspolrzedne biegunowe: x = ar cos ¢, y = brsin ¢. Policzy¢ jakobian!

2
(a) (% +%) =% Odp. 2%

(b) (% + %) =22 + 42 Odp. Lrab(a? + 1),

(©) (+%) =% Odp. 35

c? 2c2
. Zmalez¢ pole ograniczone petla krzywej o ponizszych rownaniach. Wsk. Wprowadzi¢
wspolrzedne r, 0 okreslone przez: x = rcos?@; y = rsin? 4.
a2
(a) (z+y)' = az’y. Odp. 3.
b [12
(b) (z+y)® = ary. Odp. &.

a2
(¢) (z+y)° = ax?y® Odp. {%.

. . . . 2 2 2 , .
. Znale7¢ pole powierzchni asteroidy z3 + y3 = a3. Wsk. Rownanie parametryczne

asteroidy jest: x = acos®t, y = asin®t, t € [0,27]. Wprowadzi¢ wspotrzedne r,t

okreslone przez: x = rcos®t, y = rsin’t. Ile wynosi jakobian? Odp. $ma’.

. Obliczy¢ calki: / / xydady, gdzie C jest (krzywoliniowym) ’czworokatem’ ograni-
c
czonym krzywymi:

(a) y = ax®, y = b2, y* = px, y* = qx. Wsk. Wprowadzi¢ wspolrzedne &, 7
zdefiniowane przez: y = 23, y* = nx.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(b) v® = az?, y® = bx*, y = ax, y = Bx. Wsk. Wprowadzi¢ wspolrzedne &,n
zdefiniowane przez: y® = €22, y? = nz.

4.1

Obliczy¢ catke ///zdxdydz, gdzie C' jest gorng potowa elipsoidy i—;—l— ‘Zé—i— fj; < 1.
c

Obliczy¢ catke / . / / zdxdydz, gdzie C jest bryla ograniczong przez tworzaca stozka
22 = g—i(xQ +1?) icplaszczyzn(; z = h.

Obliczy¢ catke ///(ac + 1y + 2)*dzdydz, gdzie C jest wspolng czeécia paraboloidy
2?2 +9y? < 2azi kucii 2% +y? 4 22 < 3a’

Znalez¢ $rodek ciezkosci bryty ograniczonej powierzchniami paraboloidy z? + 3? =
2az oraz kuli 22 + 3% + 22 = 3a°.

Znalez¢ potencjat walca w $rodku jego podstawy.
Obliczy¢ potencjal grawitacyjny stozka o jednorodnej gestosci masy:

(a) w wierzchotku

(b) w srodku podstawy.
Obliczy¢ natezenie pola grawitacyjnego stozka o jednorodnej gestosci masy:

(a) w wierzchotku

(b) w srodku podstawy.

Wsk. Mozna wykorzysta¢ poprzednie zadanie.
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