1 Funkcje holomorficzne
Sa to funkcje jednej zmiennej zespolonej o wartoéciach zespolonych, spelniajace pewien
warunek, o ktérym bedzie dale;j.

1.1 Miniaturowa powtoérka z liczb zespolonych

Def. Liczbg zespolong nazywamy pare liczb rzeczywistych (a, b) z odpowiednio zdefiniowanymi

dziatlaniami dodawania i mnozenia; lub, réwnowaznie, liczba zespolona to nastepujacy
obiekt:
z=a+bi, abeR, oraz = —1.

Zbior wszystkich liczb zespolonych oznaczamy jako C; geometrycznie jest to iloczyn
kartezjaiski R x R, a wiec ptaszczyzna.
Def. Liczbe sprzezong do z = a + bi definiujemy jako:

zZ=a—h.
Def. Cze$é rzeczywista i urojona liczb z to:
Rz=a, Sz=0.
Def. Modutem liczby z (ozn. |z|) jest liczba rzeczywista nieujemna:
2| = Va2 + 52 = Vzz.

Uwaga. Modut liczby zespolonej spetnia wszystkie wlasnosci normy.
Def. Odlegtoscia dwoch liczb zespolonych 21, 2o nazywamy

d(Zl,ZQ) = |Zl — 22‘.
Dla odleglosci spelniony jest w szczegélnoSci warunek trojkgta:

vz1,zg,zg€(c : d('zl? ZQ) < d(zh 23) + d(z37 ZQ)

1.2 Definicja holomorficzno$ci

Pamietamy, jak byta zdefiniowana pochodna funkcji f w przypadku rzeczywistym:

fo) — i D) 1)

h—0 h

; (1)

w zaleznosci od tego, czy dazymy do x z lewa czy z prawa, méwimy o pochodnej lewo-
badz prawostronne;j.

W przypadku funkeji zespolonych definicja jest bardzo podobna, ale konsekwencje sa
znacznie glebsze niz w przypadku rzeczywistym.

Def. Niech f : C D O — C, gdzie O jest zbiorem otwartym. Moéwimy, ze f jest
holomorficzna, jesli dla dowolnego z € O istnieje granica

o) — LD = FC)

h—0 h

(2)



ktora jest nmiezalezna od h, i jezeli f'(z) jest ciagla funkcja 2.

Uwaga. Definicje rézniczkowalnosci rzeczywistej (3) i zespolonej (2) wygladaja na
pierwszy rzut oka tak samo. Definicja rézniczkowalnosci zespolonej jest jednak warunkiem
o wiele mocniejszym. Warunki (3) (2) moéwia ze granica ma by¢ taka sama niezaleznie od h.
W przypadku rzeczywistym mamy do zbadania jedynie dwie granice (lewo-i prawostronna),
podczas gdy w przypadku zespolonym h moze dazyé¢ do zera z dowolnego kierunku na
plaszczyznie — i wszystkie te granice musza by¢ rowne.

Przyktadem tego, jakim mocnym ograniczeniem jest warunek (2), jest fakt (ktorego
dowo6d poznamy niedtugo), iz jesli funkcja holomorficzna jest rézniczkowalna jeden raz,
to jest tez rozniczkowalna nieskonczenie wiele razy. Nie ma takiej sytuacji w przypadku
rzeczywistym: Funkcja, ktéra jest jeden raz rézniczkowalna, nie musi by¢ rézniczkowalna
wiecej razy.

1.3 Podstawowe wtasno$ci funkcji holomorficznych

Niech z = x + iy. Dowolna funkcja f(z) o warto$ciach zespolonych moze by¢ zapisana
jako:

f(z) = P(x,y) +iQ(x,y), gdzie x,y € R, P(x,y) €R, Q(z,y) € R.

Zalozmy, ze f(z) jest funkcja holomorficzna. Skoro pochodna f ma by¢ niezalezna od
kierunku, to policzmy pochodne w kierunku ’rzeczywistym’ i 'urojonym’; musza one byé
sobie rowne:

fleth) = fz) _0f .\ _ 0Py  0Q(y)

).

/ o : 4
F(z) = hJéT%GR h - Oz (2) Ox or ' ()
— k) — 1 10P
o= g JEEW I i) = () 107 10P() QG
h—0, heiR h k—0, heR ik 10y 1 Oy oy
(4)
Jako sie rzekto, pochodne f liczone na dwa sposoby, czyli prawe strony rownosci (3) i (4),

musza by¢ sobie réwne, tak wiec mamy:

OP(x,y)  0Q(z,y)
or Oy (5)

(rownos¢ czesci rzeczywistych), oraz

0Q(z,y)  OP(z,y)

(rownos¢ czesciurojonych). Rownosci powyzsze to wzory Cauchy’ego—Riemanna.

Stwierdziliémy wiec, ze czeSci: rzeczywista i urojona funkcji holomorficznej spetniaja
rownania C-R. Okazuje sie, ze jest réwniez na odwrét:

Tw. Funkcja zespolona f(z) = P(x,y) + iQ(z,y) jest holomorficzna wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcje P i (Q sa klasy C' i ich pochodne spelniaja warunki Cauchy’ego —
Riemanna (5) i (6).

Dow.

— (tzn. ze holomorficznos¢ implikuje spelienie warunkéw Cauchy’ego—Riemanna)
wlagnie powyzej byt (wyprowadzenie wzoréw C-R przy zalozeniu holomorficznosci funkcji).
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<= Popatrzmy na funkcje f jako na odwzorowanie R?* — R?%:

R23(99<§>—><gg:5§>e[&2.

Zalozylismy, ze jest to odwzorowanie klasy C' (poniewaz funkcje P, @ sa klasy C').
Stuszny jest wiec ponizszy wzor:

P(x+h,y + k) P(%?J)) (%P aap><h>
- - 5 +r Z,Y; h7 k 9 7
(Q@+hw+%)> (Q@w) oo 0h |\ g ) Hriwyhik) (1)
gdzie r jest mala wyzszego rzedu, tzn. spelniony jest warunek:

r(z,y; h, k)

lim =0 8
A0 JH]) ®)

gdzie H = Z ); mamy wiec: ||H|| = vh? + k2.

Korzystajac z rownani Cauchy’ego — Riemanna, mamy:
BN (TN (a0
ox dy oz oz

. : . . —b .
gdzie oznaczylismy a = g—i, b= %‘ Wystepujaca tu macierz Z a ) nazywana jest

macierzq Cauchy’ego—Riemanna. Mozna wiec (7) przepisac jako
Plx+hy+k)—Plr,y) \ _( AP\ _(a —b h ‘
<Q@+hw+k%%%%w “\ae )b o )k )Tree

AP = ah—bk+nr
AQ = bh—ak+ 19

czyli:

(r1, ro to sa reszty) lub, przechodzac z powrotem do jezyka zespolonego,
Af=AP+iAQ = (a+ bi)(h + ik) + reszta
i, dzielac otrzymane wyrazenie przez h + ik, dostaniemy

flz+h+ik)— f(2) . reszta
= b _—
I+ ik SRR T

a ostatni wyraz dazy do 0, gdy h + ik dazy do zera (ze wzgledu na (8)). Tak wiec

fl(z+h+ik) — f(2)
h + 1k

—a+bi, gdy h,k— 0,

czyli
oy 0P 00

CBDO



1.4 Cze$é rzeczywista i urojona funkcji holomorficznej spelniaja
réwnanie Laplace’a.

Zalozmy, ze czesci: rzeczywista P(z,y) i urojona (Q(z,y) funkcji holomorficznej f sa
funkcjami klasy C?. (Tak naprawde to zalozenie jest niepotrzebne, gdyz jesli funkcja jest
holomorficzna, to ma wszystkie pochodne. Pokazemy to niedlugo, a na razie zostawimy
jako zalozenie). Wtedy:

Tw. Czes¢ rzeczywista P i cze$¢ urojona () funkcji holomorficznej spelniaja rownanie
Laplace’a.

Dow.

Zrézniczkujmy rownanie (5) po z, a rownanie (6) po y i dodajmy stronami. Wykorzystujac
fakt rownosci drugich pochodnych mieszanych funkcji ) otrzymamy:

O*P(x,y) N O’P(x,y)
0x? Oy?

~0 (11)

a to jest rownanie Laplace’a dla P(x,y).
Teraz zrozniczkujmy (5) po y, a rownanie (6) po = i znéw dodajmy stronami. Wykorzystujac
tym razem fakt rownosci pochodnych mieszanych P otrzymamy, ze

’Q(x,y) N ’Q(z,y)

Oz? o2 0 (12)

a to jest rownanie Laplace’a dla Q(z,y).
CBDO

Roéwnania Cauchy’ego-Riemanna maja te wazna konsekwencje, ze majgc dang czesé
rzeczywistq (urojong) funkcji holomorficznej, mozna odtworzyé jednoznacznie z doktadnoscig
do statej jej czesé urojong (rzeczywistqg). Zalozmy, ze dana jest cze$¢ rzeczywista P(z,y)
i chcemy odtworzy¢ czes¢ urojona Q(z,y). Z rownan Cauchy’ego-Riemanna mamy: Q, =
-P,, Q, = P;; mamy w ten sposéb dane dwie pochodne czastkowe funkcji @), ktore
‘odcatkowujemy’ (tzn. liczymy funkcje pierwotna wzgledem kazdej zmiennej).

Przykl. Zalézmy, ze czesé rzeczywista funkeji holomorficznej dana jest przez: P(x,y) =;
znalezé czesé urojona.

Najsampierw sprawdzamy, czy nie zostaliSmy wpuszczeni w maliny i czy rzeczywiscie
P jest czescia rzeczywista jakiej$ funkcji holomorficznej. Kryterium na to jest spelnienie
przez P rownania Laplace’a. Sprawdzamy, ze rzeczywiscie P spefnia rownanie (11).

To teraz przystepujemy do odcaltkowywania: Mamy: (), = P, = ...

1.5 Przykltady funkcji holomorficznych
1. Funkcja stala: f = const jest holomorficzna i f'(z) =0, bo

flz+h) - f(2)

N =0.

2. Odwzorowanie tozsamosciowe f(z) = z jest funkcja holomorficzna: f'(z) = 1.

3. Suma i iloczyn funkcji holomorficznych jest funkcja holomorficzna. Ponadto:
(f +9)'(2) = f'(2) + 4'(2), (13)
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(f-9)(2) = f(z) - 9(2) + f(2) - ¢ (2), (14)
(dowody identyczne jak w przypadku rzeczywistym).

. Jezeli f jest holomorficzna oraz f'(z) # 0 dla z € O, to

(755) -7

. 7 tego wynika, ze funkcja wymierna:

2" 4 Ay 12"V a2+ ag
mem + bm_12m71 + -4 blz + bg

f(z) =

jest funkcja holomorficzng dla wszystkich z takich, ze mianownik jest r6zny od zera.

. f(2) = e* cosy+ie” siny, tzn. P = e” cosy, () = €” siny. Policzmy macierz pochodnych:
oP  op . -
oc oy | _ [ €“cosy —e"siny

<8Q g%>_<e“’”siny e* cosy >

Dla tej funkcji, zapisanej jako funkcja z, mamy wiec

f'(z) = f(2); (16)

kojarzac to definicja funkcji wyktadniczej dla przypadku rzeczywistego, tzn. funkcja
f(z) taka, ze f'(z) = f(z), mozemy zapisaé, ¢ f(z) = e?, tzn.

e” =e"cosy + e’ siny.

. Teraz bohater negatywny, tzn. przyktad funkcji, ktéra nie jest holomorficzna: Niech
f(2) =z =2x —iy. Mamy: P = 2z, Q) = —y. Macierz pochodnych jest

oP  aP
(5 2)-( 5)
e m 0 -1
. Inna funkcja nieholomorficzna: f(z) = |2|? = 2? + ¢y*. Mamy: P = 2%, Q = 3* i
magcierz pochodnych jest
oP P
§5-()
o o 0 0

co nie ma tej postaci, co macierz Cauchy’ego-Riemanna.

. Wiedzac, ze funkcja wyktadnicza f(z) = e* jest holomorficzna, definiujemy:

) e# — %
sing = ———
21

i sinus argumentu zespolonego jest funkcja holomorficzna;



10. Biorac: ' '
e’LZ + 6722
coSz = ———

i rowniez cosinus argumentu zespolonego jest funkcja holomorficzna.

11. Analogicznie, rowniez funkcje hiperboliczne argumentu zespolonego:

. e —e* ef 4+ e ?
sinhz = ——; co8S g = ————
2 2

sa holomorficzne.
12. Superpozycja funkcyr holomorficznych f, g: Jezeli:
oluc
gdzie f — holomorficzna na O — otwartym podzbiorze C, za§ g — holomorficzna na

U — otwartym podzbiorze C, to g o f jest holomorficzna na O.

Dow. Patrzac na funkcje g o f jako na odwzorowanie R? — R? widzimy, ze jest to
odwzorowanie klasy C! i jego macierz Jacobiego jest iloczynem macierzy Jacobiego
odwzorowan f i g. Mamy wiec:

a —b aq —b1 o aa) — bbl —ab1 — ba1 . (17>
b a b1 aq o alb + CLb1 —bbl + aaq '
macierz po prawej stronie jest macierza Cauchy’ego — Riemanna, czyli iloczyn tych

macierzy jest odpowiada macierzy Jacobiego pewnej funkcji holomorficznej. Wzoér
(17) w jezyku funkcji oznacza, ze

(g0 f)(2) =4 (f()f(2). (18)
CBDO

Dygresja z algebry: Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy
liczbami zespolonymi a macierzami C-R:

Caz:a+bi<—><a _b>
b «a

Ta odpowiednio$é zachowuje dziatlania arytmetyczne:
(a+bi)(a; + b1i) = (aay — bby) + i(aby + bay),
co — jak wida¢ — doktadnie odpowiada wzorowi (17) dla macierzy.

13. Stw. Niech f : C D O — C bedzie funkcja holomorficzna; niech &, = f(z), RYS.
przy czym f'(z) # 0. Wtedy istnieja otoczenia U punktu zg oraz V punktu &, takie,
ze f jest bijekcja U na V, a ponadto f~! jest funkcja holomorficzng na V.

a —b

b a )’

gdzie f'(29) = a + bi. Wyznacznik macierzy Jacobiego jest réowny: det J = a® +

Dow. Oznaczmy macierz Jacobiego J dla f w punkcie zy jako: J =
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b> = |f'(20)%| # 0; niezerowo$¢ wyznacznika z zalozenia. Mozemy wiec mowic o
odwzorowaniu odwrotnym. Macierz odwrotna do J jest rowna:

g (o b _ @ e ).
b a T 24a2 azibQ 7
widaé, ze jest to macierz C-R, czyli odwzorowanie f~! jest holomorficzne. Posta¢
macierzy J ! odpowiada wyrazeniu na pochodna funkcji odwrotnej:
(f 1) (&%) = %
F'(fF1(&))

CBDO

1.6 Inne warunki holomorficzno$ci otrzymywane przez rachunki
na 1— formach na C
Dotad rozpatrywaliémy k—formy na RY o wartosciach rzeczywistych. Teraz rozpatrzmy

k—formy o wartosciach zespolonych.
Kazda taka forma (powiedzmy, k—forma) w moze zosta¢ zapisana jako:

W = Wpr + wr,
gdzie funkcje wystepujace jako wspotczynniki przy k— formach bazowych w obu formach

wg 1w 83 rzeczywiste.
Niech z = x +iy. Wtedy z = x —1y. Wyrazmy z iy przez z 1 z:

zZ+Zz zZ—Z
xr = =
o YTy

Mamy:

0z 0z 0z 0z

— =1 — = — =1

Ox oy Ox oy ’

skad
dz =dr +idy, dzZ=dxr—1idy

oraz

1 1
dxzi(dz—l—dz), dyzz(dz—dé).
Niech f : C D O — C (gdzie O — zb. otwarty) bedzie funkcja klasy C'. Zapiszmy rozniczke

I
of Of 4, _ LOf 10f
9097t 5, = 59, A T o5,

C(19f  18f 10f  10f\
= (300 20 =+ (soe 10y

df = —(dz —d2)

Zdefiniugmy teraz:

of 4105 10f  ofgl0f 10f o
dz 20x 200y 0z 20x 20y



Mozemy wiec rézniczke df zapisa¢ jako:

af of

df = d + &d_ (20)
Uwaga. Powyzszych symboli: gf , gf nie mozna traktowac jako pochodnych czastkowych.

Bowiem liczby: z oraz Z nie zmieniajg sie niezaleznie (p.RYS.), wiec nie mozna mowic
tutaj o pochodnych czastkowych — wymaga sie bowiem przy nich, aby zmieniata sie tylko
jedna zmienna rzeczywista, a pozostate byly state; tu taka sytuacja nie ma miejsca.
Wrzory Cauchy’ego — Riemanna (5) oraz (6) mozna zapisa¢ w postaci zespolonej:
of _.of
or ay

Niech f(z) = P(z,y) + iQ(z,y) oraz ulézmy — jak poprzednio — pochodne czastkowe
P oraz () w macierz Jacobiego, z wykorzystaniem warunkéw C-R:

2 o a —b
(g 2)-0 )
gdzie a = P, b= @, (wzory (9).
Pochodne czastkowe f: (af 9f ) mozna, z wykorzystaniem warunkéow (21), zapisac:

oz’ dy

af of
9z’ 0

op 9Ff a —b
uw(? g):@@( >
£ B b a

Przypominajac sobie, ze byt tez wzér (10):

(21)

) = (a +ib,—b +ia),

co zapiszmy w postaci:

oP  .0Q
/ e — _— =
fl(z) = o T 8x_a+zb
mamy:
of _ .
% - f (Z)a
oraz of
3y b+ia =i(a+ib) = if'(2);
czyli:
8f g
e oy’
fub 10f 10f
P = 550 T ai0z
Przypominajac sobie definicje (19) symboli 3 ﬁ gf mamy:
of _ af

Powyzsze dywagacje podsumujmy w stwierdzemu
Stw. f jest holomorficzna wtedy i tylko wtedy, gdy 5 8f = 0. Wtedy tez % = f'(2).
Uwagi.



1. Symbole: %, %, aczkolwiek nie oznaczajg pochodnych czastkowych, to sa liniowe 1
spelniaja regule Leibniza:

2. Z wzordéw (19) i bezposrednich rachunkéw wynikaja réwnoscei:

0z 0z 0z 0z
—=1, —=0, —=0, —=L
0z 0z "0z 0z
Stad wynika, ze:
dz=1dz+0dz; dz=0dz+ 1dz.
3. Dla naprzyktadu® policzmy:
. Ol _ 922 822+ 822 Z; analogicznie L’Z‘Q z
= — — _— = : 7 =
0z 0z 02 02 O & 0z
k5l 9(k 5
e Analogicznie: 27 = 177271 oraz Z_Z ) = kz" 12
0z 0z

1.7 Formy na C i ich calkowanie

Jakie formy moga wystepowa¢ na C?

1. 0—formy tzn. funkcje

2. 1—formy: alu:LI«JR +1 clul

3. 2—formy: b= ndz Adz (n — funkcja).

Wszystkie wyzsze formy sa réwne zeru. (Prof. Woronowicz mawia w tej sytuacji: "Zycie
form na przestrzeni R? jest doé¢ prymitywne".
Interesujace catki to catki postaci:

b b
[ 1)z = [ Fedet) = [ Fle)e @
gdzie [ dana jako ¢(t) jest krzywa w C: ¢ : R D [a,b] 5t — O C C. RYS..

Lemat: ‘
[ F(2)dz

gdzie L — dlugos¢ krzywej [ to — jak pamietamy z rozdziatlu o calkach krzywoliniowych
nieskierowanych:

< .
max|f(z)] - L,

L= ["16 0 = [ AP+ g et

1Zwrot Kol. Kierownika z pradawnych audycji J. Fedorowicza,




Dow. Dla dowolnych liczb zespolonych zy, ..., z, mamy:

n n
> | <2 [l
k=1 k=1

wiec tez dla calek:

’/lf(z)dz

Przykl. Obliczmy catke:

< [[15@lioel = [ 1FG N0l < max|£()] [ 10/ (0ldt = ma|(2)] - L

CBDO

dz
Lz
gdzie [ — okrag o promieniu R i $rodku w (0, 0), przebiegany przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara.
Parametryzujemy okrag jako:

@(t) = R(cost + isint),

skad mamy:
¢'(t) = R(—sint + icost) = ip(t).

Tak wiec

27 27
/dz & )dt dt = 2mi.
0

Zapamietajmy ten wynik — nledlugo deZle potrzebny.
Zdefiniujmy funkcje zmiennej zespolonej ¢(&) jako

o0 = [ L5 (23)

gdzie f — funkcja holomorficzna, zas [ — krzywa zamknieta otaczajaca punkt &. Pokazemy
Stw. Okreslona powyzej funkcja ¢(&) jest holomorficzna na C\ € i zachodzi

—k / = k+1 (24)

Dow. Trzeba pokazaé, ze

o +h) =) 1 flz)dz
lim N —k’/l(

h—0 z— S)k+1'

Oszacujmy réznice:

V@+h _k/
Z— k+1
1 1 1
- ﬂh((z—g—m <z—5>k> "“<z—5>k+1]f(z>°'z
< max | f(z2)] - max|[...][ - L
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gdzie L — dlugosé¢ krzywej [. Jedynie ostatni czton zalezy od h, totez nim tylko bedziemy
sie zajmowac.

Trzeba pokazaé, ze dazy on (ten czton) do zera przy h — 0. Sprowadzmy go najsampierw
do wspo6lnego mianownika:

L= — (- £ W= =) —h(z =€~ 1)
[(z — € — h)k(z — )+

|[~--]I=’

tak wiec
max licznika max licznika

max |[...]| < min_ mianownika =~ (3 — e)Z+

gdzie: § = odleglosé¢ (&,1) = infl |€ — z|, € za$ jest nastepujaca liczba:
ze
Dazymy z h do zera, wiec dla dostatecznie maltych h istnieje takie €, 0 < e < 9, ze:

lz—¢&|>0—¢€ oraz |z—&—h|>0—¢

Zatem min mianownika jest wiekszy lub réwny (0 — €)% +L.

Tak wiec oszacowaliSmy mianownik przez co$ niezaleznego od h. Teraz trzeba pokazac,
ze max licznika dazy do zera przy h — 0.

Zauwazmy, ze licznik jest wielomianem w zmiennej h. Wspoélczynniki tego wielomianu
dostaniemy z wzoru dwumiennego Newtona, ktory stosujemy tu nastepujaco:

<z—f—h>’f—<z—£>k—<’f)(z—&)k—m(S)(z—&)k-2h2+~~ih’“

Mamy wiec:
licznik =

|<lf)(z—f)k—<];)(z—f)k_1h+---—k(z—§)’“—k<I;)(z—g)k_lh%—...

= |h| - |wielomian od (z — &, h)| < |h|- M,

gdzie M — pewna stala. Ostatnia nieréwnos¢ bierze sie z faktu, ze wielomian na zbiorze
ograniczonym osiaga swoj kres gérny — tu oznaczany jako M wlasnie.
CBDO
Wazne wlasnos$ci funkcji holomorficznych

1. Niech f: C > O — C — funkcja holomorficzna. Mamy, zgodnie z (20):

df = g‘idz + g‘idé = f'(2)dz

(bo % = 0 zgodnie z wzorami C-R) co daje

d(f(2)dz2) =df(z) ANdz = f'(z)dz Adz = 0.

2. Obliczmy teraz catke po krzywej zamknietej [ ograniczajacej obszar S z f — funkcji
holomorficznej na S (tak wiec [ = 95). Mamy:

/f(z)dz — / d(f(2)dz) = 0.

J1 JS
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Fakt ten jest treécia waznego twierdzenia.

Tw. (Cauchy’ego). Niech [ bedzie konturem zamknietym, O — otwarty podzbiér C
zawierajacy [ i jej wnetrze (tzn. S), f — funkcja holomorficzna na 0. Wtedy:

/f(z)dz = 0.

JI

Whniosek. Niech [ — krzywa zamknieta w C, nie przechodzaca przez 0 i jednokrotnie
obiegajaca 0; obieg jest w kierunku antyzegarowym. Wtedy

/l 9 _omi (25)

z

Dow. Bowiem zmodyfikujmy kontur, dorysowujac dostatecznie maty okrag C' w $rodku
i taczac go odcinkiem p z krzywa [ RYS.; odcinek p przebiegamy raz w te, a drugi raz
we wte. Dostajac w ten sposéb krzywa I’ i mamy: [, df = 0, bo w obszarze ograniczonym
przez krzywa [’ funkcja % jest holomorficzna. W ten sposéb, [, df + /o df = 0, bo calki po
odcinku p znosza sie nawzajem. A ze okrag C obiegamy w kierunku zegarowym, to stad
wynika rownosé (25).
CBDO
Tw. (Cauchy’ego — mocniejsza wersja). Niech S bedzie zbiorem otwartym ograniczonym
w C, majacym kawaltkami gtadki brzeg (. Wtedy dla dowolnej funkcji holomorficznej na
S'1i ciagltej na S Ul mamy:

/lf(z)dz = 0.

Idea dowodu. Dla konturu le1~iskiego [ i zawartego w S jest spelnione tw. Cauchy’ego.
Nastepnie nalezy wzia¢ granice [ — [.
Koniec idei dowodu

1.8 Wzér catkowy Cauchy’ego

Tw. (Wzor catkowy Cauchy’ego). Niech f — funkcja holomorficzna na zbiorze otwartym
Q. Niech S bedzie zbiorem otwartym ograniczonym w O, majacym kawalkami gtadki
brzeg [. Wtedy dla dowolnego punktu & € S zachodzi

1 fz)dz
f(f)—Qm.l -

(26)

Uwaga. Jesli znamy wartosci funkcji f na konturze [, to mozemy obliczy¢ wartos$é funkcji w
dowolnym punkcie w obszarze ograniczonym przez ten kontur. Jest to kolejnym przejawem
’sztywnosci’ funkcji holomorficznych, tzn. ze jeli funkcja jest holomorficzna, to wtasnosci
tej funkeji sa w duzym stopniu zdeterminowane przez ten fakt. W przypadku rzeczywistym
nie ma analogonu wzoru Cauchy’ego: Dla funkcji dwoch zmiennych rzeczywistych, nawet
dowolnie gtadkiej, zachowanie na brzegu konturu nie ma nic wspdlnego z zachowaniem
wewnatrz.
Dow. Mamy:




gdy & nie jest otoczony przez I'. Wezmy jako I’ kontur utworzony z [ przez dodanie malego
okregu C, (z tzn. obieganego zegarowo) oraz odcinka p taczacego [ oraz C,. Mamy:

fE)z [ [ | S
z—& _l z—£ 2 z—&

z

0=

czyli
f(z)dz 1 f(z)dz
z—¢ 70 z—¢

a

(C, — okrag obiegany antyzegarowo). Policzymy teraz catke po okregu C,, sparametryzujmy
wiec go: . ‘
z =&+ r(cost +isint) =&+ re’ mamy: dz =ire” oraz
I 2 f(E4ret)iredt
o ret N

iA%f@+r&mt

Bierzemy € > 0. Z ciaglosci funkcji f wynika, ze dla dostatecznie matego r

[F(E+re®) = f(E)] <€
czyli ) 2 2
/0 f(&+ret)dt :/0 f(g)d,H_/O (f(g_i_?neit) _ f(f)) dt.

Pierwszy sktadnik po prawej stronie jest rowny 27 f (), drugi za$ jest ograniczony od gory
przez 2me. Tak wiec
I =2mif(€) 4 cos, gdzie |cos| < 2me.

Biorac granice € — 0, mamy

f(z)dz o
[Z_é — 2mif(©),

czyli

co jest wzorem (26).
CBDO
Teraz przypomnijmy sobie definicje funkcji ¢(§) dana przez wzor (23), zapisujac go
zdziebko inaczej (ze wskaznikiem k) niz uprzednio i z dodatkowym czynnikiem:

@@zjé@gc @)

Uprzednio tez pokazaliSmy, ze ¢k (§) spelnia zaleznosé:

D (§) = ki (£)-

Biorac pod uwage wzér Cauchy’ego, mamy w ten sposob:

$1(§) = f(§) = [(&) =1 d1(8);
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i dalej:
o oL ()
£ = =046 = 5= [ 22

"2 i (- O
" _ 1 / . 1 f(Z)dZ .
f (5)‘2#2“)‘%2/;(2_@3”--‘
FO(E) = 5r(h = D100 = 5 (k- 1tk [ LT

Whiosek: Funkcja holomorficzna jest rozniczkowalna w sensie zespolonym dowolna ilo§¢
razy i na k—ta pochodna f mamy wzor

f(k)(ﬁ) — ]{;IL / L)dz (28)

271 l (z — &)kH1

1.9 Funkcje caltkowite

Def. Funkcja catkowita to funkcja holomorficzna na calej ptaszczyznie zespolonej C.
Przykt. Wielomiany oraz funkcja wykladnicza sa funkcjami catkowitymi.
Tw. (Liouville'a). Kazda funkcja calkowita i ograniczona jest stata.
Dow. Niech f(z) bedzie ograniczona, tzn. dla dowolnego z € C niech zachodzi:
|f(2)] < M. Pochodna funkcji f wynosi:

ey L f(z)dz
f(ﬁ)—m[(z_g)z-

Za | wezmy tu okrag o Srodku w £ i promieniu R, obiegany antyzegarowo.
Oszacujmy teraz pochodna f: Dla dowolnego ¢ € C mamy

1
f I < o 1hax (Zf_(zg))Q - dhugo$é¢ konturu [
1 M M
o R TR

tak wiec modul z pochodnej (w dowolnym punkcie) jest mniejszy od dowolnie zadanej
liczby dodatniej, a to znaczy, ze
f(§) =0
w dowolnym punkcie & plaszczyzny zespolone;j.
7 zalozenia, f jest holomorficzna, tzn. 2 = 0. Zgodnie z warunkiem... znaczy to,

0z
ze rowniez 2L = 0, a to z kolei znaczy, ze 9L = 0 oraz & = 0. Lacznie znaczy to, ze
0z ) ) ox oy )
f(€) =const.

CBDO

Przykt. Nie jest zaskoczeniem, ze wielomiany oraz funkcja wykladnicza w plaszczyznie
zespolonej sa nieograniczone (jako ze sa nieograniczone na osi rzeczywistej). By¢ moze
zaskoczeniem dla Czytelnika bedzie fakt, ze réwniez funkcje trygonometryczne sin z oraz
cos z sa nieograniczone na C, skoro sa ograniczone dla argumentu rzeczywistego. Ale ten
fakt (nieograniczonosci na C) stanie sie jasny, gdy wzia¢ wyrazenia na cze$é rzeczywista
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i urojong tych funkcji (wzory ...); poniewaz sa tam obecne funkcje hiperboliczne sinh(-)
czy cosh(-), to jest jasne, ze sin z 1 cos z sa nieograniczone na C.

Twierdzenie Liouville’a ma réznorodne zastosowania w analizie zespolonej; na razie
pokazemy jeden przyktad, aby Czytelnik zobaczyl, ’jak to dziata’.

Tw. (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony ma przynajmniej
jeden pierwiastek.

Dow. Niech w(z) = a,2" + ay_12" 1 + -+ + a1z + ag. Przypuéémy, ze dla dowolnego
z € C, w(z) # 0. Wobec tego funkcja

jest catkowita (wiemy, ze jesli f(z) jest holomorficzna oraz nigdzie sie nie zeruje, to f—%z)

tez jest holomorficzna).
Zapiszmy wzor na f(z) nieco inaczej:

[0 [ — _

n An_
P I e R P BRI )

Gdy |z| — oo, to pierwszy utamek dazy do 0, a drugi — do ai Wobec tego, funkcja f
jest ogramiczona, a wiec — z tw. Liouville’a — jest stata. OtrzymaliSmy sprzeczongé, tzn.
nieprawda jest, ze dla kazdego z € C zachodzi w(z) # 0, a to znaczy, ze istnieje takie
20 € C, ze w(zp) = 0. A to jest wlasnie trescia zasadniczego twierdzenia algebry.

CBDO

1.10 Wzér Taylora

Niech f — funkcja holomorficzna we wnetrzu K(zg, R) (kolo o $rodku w punkcie zj i
promieniu R) oraz ciagla na jego domknieciu K (zp, R) RYS. Mamy wtedy, dla dowolnego
¢ € K(zo, R) wzor Cauchy’ego (26), ktory dla wygody tu przytaczamy:

1 f(z)dz

= 29
0= 5 [ S (29)
gdzie [ jest brzegiem kota K(zy, R) obieganym antyzegarowo.
Zapiszmy:
z=§=z—20+20—¢
skad
L 1 B 1 (30)
2= (z—2)—(E—2) (2-2) {1— E:jg]
Zauwazmy, ze mamy:
§ — 2o <1,
Z— 20
S} &~z

tak wiec wyrazenie: 1 — P mozna rozwinaé w szereg geometryczny w potegach g
Doktadniej, zapiszmy skoriczong wersje rozwiniecia. Wezmy jakas liczbe naturalng N i
mamy:

1 N+1 N N+1

—lfao4a 4 — =Y a4 D
l1—x l—z =

(31)
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wiec wyrazenie (30) mozemy zapisaé

Z o ZO k 1 (5 o ZO)N+1
Z—Zo k+1 z_€<z_ZO)N+1

i wstawiajac to do(29), dostaniemy:

1 £E—2z — zg)VHI
Z/f 0) d —i-f/f ¢ Ei—zZ;N‘Hd

T o (z — z)F 1

co zapiszmy w postaci

f(é) = I; (;m[@f(;;wdz) (€ —20)F + (217”/ (z f{éz)— > )N+1) (& — z)V*!
(32

Teraz! W k—tym wyrazie powyzszej sumy rozpoznajemy k—tqg pochodng funkcji f(z) w
punkcie 2y, mozemy wiec zapisac:

N

F&) =3 /i;f(k)(Zo)(f —20)" + Ry(2,6), (33)

k=0

co jest zespolona wersja wzoru Taylora. We wzorze (33) oznaczyliSmy:

Riv(0:6) = (Qjm [ )NH) (€ = 20)*? (54)

tak wiec Ry jest resztq szeregu Taylora, wyrazona w postaci caltki konturowe;j.
Co mozna zrobié¢ z reszta? Oszacujmy ja:

1 | f(2)]
Rul < —
[ Bl o1 ey |z — 20| N[z — €]

)€ — 2Nt 27R

R[E — z|N T |f(2)] 1€ — 20l M e
- = RM — 0
R R Py R ’

(w ostatniej z powyzszych rownosci nazwaliSmy:

_ . @
M= g

jest to liczba skoniczona, gdyz f jest ciagla, wiec na krzywej [, bedacej zbiorem zwartym,
jest ograniczona).

Na powyzsze oszacowanie mozna patrzeé jako na dowod faktu, iz reszta szeregu potegowego
(w potegach (z — z9)) dazy do 0, gdy N — oo. Tak wiec szereg ten jest zbiezny. Mozna
wiec zapisa¢ wzor (33) jako sume szeregu zbieznego:

D=3 Ve - ) (35)
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Uwaga. Gdy wiec mamy dany punkt zg € C, oraz funkcje, ktéra jest holomorficzna w kole
K (zp, R), to mamy gwarancje, ze wszedzie w kole funkcja ta posiada rozwiniecie w szereg
potegowy (35).

W ten sposob, np. funkcje: e, sin z, cos z, ktére sa holomorficzne wszedzie na ptaszczyznie,
posiadaja rozwiniecie w szereg Taylora w kazdym punkcie z € C.

Mozna tez zadaé¢ pytanie w pewnym sensie odwrotne:

Mamy dane zy, € C oraz zadany pewien ciag {ay}, z ktorego tworzymy szereg potegowy

o0

S(z) =" ar(z — z)". (36)

k=0
Zadajmy naturalne pytania:

1. Dla jakich z € C szereg ten jest zbiezny?
2. Czy jezeli szereg jest zbiezny, to jego suma jest funkcja holomorficzna?

Okazuje sie, ze sytuacja jest analogiczna, jak w przypadku szeregu Taylora. Bez dowodu
podamy odpowiedzi na powyzsze pytania:

1. Szereg potegowy (36) jest zbiezny wewnatrz kola K (zo, R), gdzie R dane jest przez
ktores z wyrazen

1
lub R=———+—+— (37)

3 k
o Ve

Qg

R = lim

k—o0

Ap41

(jesli obie granice istnieja, to sa réwne; a pierwsza istnieje, jesli istnieje druga.
Pamietliwy Czytelnik niechybnie rozpozna w powyzszych wzorach zespolony analogon
wzoréw na promien zbieznosci dla szeregéw rzeczywistych).

2. Wewnatrz kola zbieznosci, suma szeregu (36) jest funkcja holomorficzna.

1.11 O zerach funkcji holomorficznych, jesli jest ich co wiele w
ograniczonym obszarze

Whioski. Dla funkcji holomorficznej nie réwnej tozsamosciowo zeru, zera tej funkcji (tzn.
rozwiazania réownania f(z) = 0) sa izolowane.

Doktadniej, ma miejsce

Stw. Niech f — holomorficzna na O C C, O — otwarty. Wtedy, jesli dla pewnego ciagu
{z,} zbieznego do zy € O, z, # z dla kazdego n, zachodzi: f(z,) = 0, to dla pewnej kuli
K (2, R) C O zachodzi:

f(z)=0 dla z e K(z,R).

Dow. Skoro f(z,) = 0, lim z, = z, a f — ciagla, to zachodzi: f(z0) = nlgglof(zn) = 0.
Rozwinmy f w szereg Taylora wokot zy. Z zalozenia, f nie znika wszedzie, zatem

o0

flz)=>" Hf(k)(zo)(z —2)F#0 dla z¢€ K(z,R).
k=0 "

Zatem istnieje k takie, ze f*)(z)) # 0. Wezmy takie najmniejsze k i oznaczmy je przez
k.. Jest to liczba wieksza lub réwna 1 taka, ze:

fO2)=0 dla k=0,1,2,... ko — 1.
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F*)z 0.

Zapiszmy wiec jeszcze raz rozwiniecie f w szereg Taylora z wykorzystaniem faktu, iz
pierwszych ky pochodnych sie zeruje:

1) =3 Vo~ )t = (= 3 P - 20 = (- 20 ()

k=ko
(38)
gdzie oznaczylismy:
g(z) = > gf(k)(zo)(z — )"
k=ko "
Mamy:
0= f(2n) = (2 — ZO)kog(zn)
i, poniewaz z zalozenia z, # 2y, to mamy
g(z,) =0 dla dowolnego n.
Przechodzac do granicy n — oo, mamy:
g(z0) = 0.
Ale to znaczy, ze
1
9(20) = 1 *0)(z0) = 0.
0-
Dostali$my sprzecznosé, bo na poczatku pokazaliémy, ze f*0)(z) # 0.
CBDO

Def. Niech O C C - zbiér otwarty. Méwimy, ze O jest niespdiny, jesli
O =0,UO0,,

gdzie Oy, O, sa otwarte i niepuste, oraz rozlaczne: O; N O, = (). RYS.

Def. Zbiér O jest spojny, jezeli nie jest niespojny.

Powyzsze stwierdzenie mozna jeszcze tak wypowiedzieé, ze jesli funkcja zeruje sie na
nieskoriczonym ograniczonym zbiorze punktow P, to zeruje sie na dysku (dwuwymiarowej
kuli) zawierajacej zo (granice podciagu zbieznego ciagu punktéw z P). Mozna to stwierdzenie
wzmocni¢ wskazujac wiekszy zbiér, na ktoérym f sie zeruje.

Tw. Niech O C C - zbiér otwarty i spdjny; niech f — funkcja holomorficzna na O.
Niech f(z,) = 0 dla pewnego ciagu {z,}, z, € O, gdzie T}Lrglozn =20 € O. Wtedy f(2) =0
dla wszystkich z € O.

Dow. Zdefiniujmy zbioér U:

U={zc0:fP(z)=0dla k=0,1,2,...}
Pokazemy, ze :
o U jest otwarty

oo O\ U jest otwarty.
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Ad e : Jedli z* € U, to szereg Taylora wokot z* jest ztozony z samych zer. Wobec tego,
f(z) =0dla z € K(z*,p), p > 0. Wtedy takze f*)(2) = 0 dla z € K(z*, p) i dowolnego
k > 0. Wobec tego K (z*,p) C U, czyli U jest otwarty.

Ad e e : Jezeli 2* € O\ U, to Ik € NUO : f®)(2*) # 0. Wtedy (poniewaz wszystkie
pochodne s3 funkcjami ciaglymi) f*)(z) # 0 réwniez dla z € K(z*,p) C O\ U, p > 0.
Zatem O\ U jest otwarty.

Teraz: Jesli A, B — zb. otwarte, to A\ B nie moze by¢ zb. otwartym, chyba ze A C B
(inaczej A C B zawiera punkty graniczne). W tym ostatnim przypadku A\ B jest zbiorem
pustym. Tak wiec albo U, albo O \ U jest zbiorem pustym. Tu zbiér U nie jest pusty, bo
zawiera zg. Skoro tak, to pusty jest O \ U, zatem O = U.

CBDO

1.12 Przedluzenie holomorficzne

Niech O, U — zbiory otwarte i spdjne.

Def. Niech f —holomorficzna na O, za$ g — holomorficzna na Y. Ponadto, niech f(z) =
g(z) dla z € ONU. W takiej sytuacji moéwimy, ze g jest przedtuzeniem holomorficznym
funkcji f.

Okazuje sie, ze jesli przedtuzenie holomorficzne istnieje, to moze by¢ tylko jedno:

Stw. Przedtuzenie holomorficzne jest jednoznaczne.

Dow. Zatézmy, ze g1, go — holomorficzne na U4 — dwa przedluzenia holomorficzne
funkeji f okreslonej na O. Niech

g1(2) = f(2) = gaz) dla z€ONU

Wtedy roznica ¢;(2) — go(2) = 0 dla z € O NU. Na mocy tw. udowodnionego dopiero
co, oznacza to, ze rowniez na caltym U zachodzi g1(z) — go(2) = 0, tzn. g1(z) = g2(2) na
calym U.
CBDO
RYS. — przedtuzanie funkcji holomorficznej
Uwaga. Moze sie zdarzy¢ niespodzianka: Po powrocie do punktu pierwotnego, funkcja

przedtuzona moze nie byé rowna funkcji sprzed przedtuzenial
RYS.

2 Wyklady w 2011

2.1 Funkcje wieloznaczne i powierzchnie Riemanna

Powyzsze zjawisko (ze po dokonaniu obiegu po krzywej zamknietej powracamy do tego
samego punktu, ale funkcja tam ma inna wartos$¢) moze zdarzy¢ sie dla funkcji wieloznaczney.
2.1.1 /z — funkcja dwuznaczna

Zobaczmy to bardziej szczegdlowo dla funkeji f(z) = /z.

Zapisujac z w postaci wykltadniczej, mamy: z = re™®, skad \/z = /re®/2tF (K =0, 1).
Wezmy k = 0; biorac te warto§¢ pierwiastka, potézmy teraz z = 1, tzn. r = 1,¢ = 0.
Mamy: /1 = 1. Teraz obiegnijmy punkt 0 po okregu C(0,1). RYS. Gdy obiegniemy
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okrag, zobaczymy, ze wartos¢ funkcji /1 = 1-¢™ = —1, czyli w sposob ciagly przeszlismy
do drugiej mozliwej wartosci pierwiastka. Widzimy wiec, ze nie wrocilismy do tej samej
wartosci funkcji, mimo ze poruszaliSmy sie po krzywej ciagtej. Obiegnijmy teraz znéw po
okregu jednostkowym punkt 0 € C; po tym obiegu, powrdécimy znéw do wartosci funkcji
na samym poczatku, tzn.l.

Widzimy wiec, ze mamy tu do czynienia z funkcja dwuznaczng, tzn. kazdej (procz
0) wartosci argumentu odpowiadaja dwie wartosci funkcji. (Sam ten fakt nie powinien
by¢ niespodzianks, bo wiemy, ze dla dowolnej liczby zespolonej mamy dwie wartosci
pierwiastka kwadratowego).

Gdyby$my chcieli zilustrowa¢ te sytuacje, to na pierwszy rzut oka zbiorem wartosci
funkcji powinny by¢ dwre ptaszczyzny zespolone Cq, C,.

Ten obraz nie oddaje jednak wszystkich aspektéw sytuacji. Gdy bowiem wezmiemy
punkt na C; i obiegamy punkt 0 po okregu jednostkowym, to po jednym obiegu 'przeskakujemy’
na druga plaszczyzne C,. A po drugim obiegu z powrotem 'przeskakujemy’ na C;. Mozemy
to zilustrowac ’sklejajac’ obie ptaszczyzny wzdtuz rozciecia branego np. wzdtuz dodatniej
potosi rzeczywistej RY S. (Rozciecie wzdltuz takiej akurat potprostej jest jedynie ilustracja;
mogtoby to by¢ rozciecie wzdtuz dowolnej innej potprostej zaczynajacej sie w zerze. Istotny
jest tu jedynie fakt przeskoku na inng ptaszczyzne po dokonaniu pelnego obiegu wokdt
punktu 0).

A co by bylo, gdyby$smy wystartowali z punktu zg = 1 i wrécili do niego, nie obiegajac
zera? Wtedy powrdcilibyémy znéw do wartoéci 1 — nie bytoby przeskoku na druga ptaszczyzne
wartosci pierwiastka.

2.1.2 /z — funkcja tréjznaczna

Rozwazmy teraz f(z) = /z.

Postapmy teraz tak jak poprzednio: Zapisujac z w postaci wyktadniczej, mamy: z =
rei®, skad ¢/z = ¢rei/37*5" . Wesmy znéw k = 0. Biorac te wartoé¢ pierwiastka, polézmy
teraz z = 1, tzn. r = 1, = 0. Mamy: v/1 = 1. Teraz obiegnijmy punkt 0 po okregu C(0, 1).
RYS. Gdy obiegniemy okrag, zobaczymy, ze wartos¢ funkcji VI=1-e%. Obiegnijmy
0 jeszcze raz; dostaniemy wartos¢ /1 = 1 - e’ . Po trzecim obiegu wrocimy do wartosci
poczatkowej v/1 = 1.

Sytuacje te ilustrujemy biorac trzy egzemplarze plaszczyzny zespolonej, porozcinane
wzdtuz poélprostej (np. rzeczywistej dodatniej) i sklejone w odpowiedni sposob gorne
rozciecie C; z dolnym rozcieciem C,; gérne rozciecie Co z dolnym rozcieciem Cs; 1 wreszcie
goérne rozciecie C3 z dolnym rozcieciem C;.

2.1.3 Log:z — funkcja o nieskoriczonej ilo$ci platéw

Przyjmijmy definicje logarytmu jako funkcji odwrotnej do exp, czyli: (exp(logz) = z.
Réwnanie to mozemy spetnié, biorac: log z = logr + i¢. Ale mozemy je spetnié réwnie
dobrze, biorac: log z = logr + i¢ + 2kmi, k € Z. Wida¢ wiec, ze logarytm w dziedzinie
zespolonej ma nieskoniczong liczbe wartosci! Ilustrujemy to, biorac nieskornczona liczbe
plaszczyzn zespolonych, rozcinajac je wzdtuz (np.) osi R, i sklejajac dolne rozciecie n—tej
plaszczyzny z gérnym rozcieciem n + 1—wszej plaszczyzny.

Ponizsza historia pochodzi z ksigzki B. W. Szabata, "Wstep do analizy zespolonej".

" Przypomnimy spor, jaki rozgorzat w latach 1712-1713 w korespondencji miedzy dwoma najwybitniejszymi
matematykami tamtych czaséw, Janem Bernoullim i G. Leibnizem, o logarytmy liczb ujemnych. Bernoulli
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twierdzil, ze sa one rzeczywiste oraz In(—z) = Ilnz. A oto jeden z jego dowodéw na korzys$é tego
twierdzenia: Z réwnosci (—x)? = 2? wynika, ze 2In(—z) = 2Inz. Leibniz twierdzil natomiast, ze
logarytmy liczb ujemnych sa urojone, a tozsamo$¢ In(—z) = In z nie zachodzi, w szczegdlnosci In(—1) # 0.
A oto jeden z dowodow Leibniza na korzy$¢ ostatniego twierdzenia: Jesli podstawi¢ x = —2 w rozkladzie
In(l1+2) =x— I—; + I—; — ..., to powstanie réowno$¢ In(—1) = -1 — 5 — =z — ..., w ktérej wszystkie
sktadniki prawej strony sa ujemne i stad In(—1) # 0.

W roku 1749 do sporu wlaczyl sie L. Euler. Opublikowal on artykul, w ktérym twierdzil, ze zaden
ze spierajacych sie nie ma racji. W szczegblnosci, przytoczony wyzej argument Bernoulliego odpiera tak:
W podobny sposéb z réwnosci (zv/—1)* = z* mozna wnioskowaé, ze Inz + Iny/—1 = Inz, co oznacza,

ze Iny/—1 = 0. Jednak sam Bernoulli odkryl, ze hﬁ = 7, a o ostatniej rowno$ci watpi¢ nie mozna,
gdyz, jak pisal Euler, "odkrycie to jest uzasadnione najbardziej pewnymi srodkami analizy". Przytoczony
wyzej dowdd Leibniza Euler takze uwazal za nieprzekonywajacy. Przytoczyl on nastepujacy przyklad:
Jesli w rozktadzie 1-&-% =1—ax+2? 23+ ... podstawi¢ raz © = —3, a raz x = 1 i dodaé¢ wyniki, to
powstanie réwnoé¢é: 0 = 2+ 2 4+ 10+ 26 4 ..., w ktorej lewa strona jest rowna zeru, mimo ze, jak pisze
Euler, "prawa strona wydaje sie by¢ rézna od zera'.

We wspomnianym artykule Euler zaproponowal prawidlowe rozwiazanie sporu: logarytmy liczb ujemnych
(jak i innych liczb zespolonych) maja nieskoriczone zbiory wartoéci. Interesujaca jest jego argumentacja.
Wartos¢ y = Inz wyznacza si¢ z réwnania © = expy = (1 + ¥)’, gdzie i jest "nieskoficzenie wielka
liczba" (termin i oznaczenie Eulera). Otrzymujemy stad, ze y = z(xl — 1), a liczba x7 — "pierwiastek o
nieskoriczenie wielkim wykladniku" — ma nieskoniczenie wiele wartosci, ogélnie méwiac, zespolonych.

Interesujace jest rowniez, ze w roku 1761 J. d’Alembert w sporze tym stangl po stronie Bernoulliego,

przeciwko Leibnizowi i Eulerowi. "

2.2 Szereg Laurenta

Widzieliémy rozwiniecia funkcji w szereg Taylora. Do dokonania takiego rozwiniecia konieczne
jest, aby$émy byli w obszarze, w ktorym funkcja jest holomorficzna. Doktadniej, punkt 2z,
wzgledem ktorego rozwijamy, jest $rodkiem kota, i wewnatrz tego kota funkcja musi by¢
holomorficzna. RYS.

Okazuje sie, ze mozna uwolni¢ sie od zalozenia, iz funkcja ma by¢ holomorficzna w
kole i wtedy mamy do czynienia z og6lniejszym typem rozwiniecia, zawierajacym ujemne
potegi z — zy. Rozwiniecie takie nazywamy rozwinieciem Laurenta. Dokladniej, zachodzi:

Tw. Jezeli f(z) jest holomorficzna w pierscieniu miedzy okregami wspotérodkowymi
C = C(zy,r) oraz C' = C(zp,1") (tu r > 1’; RYS.) oraz ciagla na okregach, to w kazdym
punkcie piericienia f(z) ma rozwiniecie postaci

by by

f(z) =ag+ai(z — 2) +ax(z — 20)* + -+ —|—< )2—1—... (39)
Z— 20 Z — 20

gdzie

1 f(§)d¢ 1 n
n_27TZ'/C(€—Zo)"+1’ bn—%/of(f)(f—zo) d¢ (40)

Uwaga. W powyzszym wyrazeniu na a, rozpoznajemy wspolczynnik rozwiniecia w szereg
Taylora (poréwnajmy z wzorem (32); tak wiec rozwiniecie Laurenta mozna uwazaé za
uogdlnienie tego ostatniego.

Dow. Wezmy jakis punkt nalezacy do piericienia; oznaczmy go zo+ h, gdzie ' < |h| <
r. Z zalozenia, w pierscieniu funkcja f(z) jest holomorficzna, wiec mozemy napisaé:

f(zo—i-h):l/rmdz— ! /Cﬂz)dz ! /Cf(z>dz (41)

2miJrz—zg—h T omi z—2z9g—h o 1z —z0—h
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gdzie kontur I' sklada sie ze wspoétérodkowych okregéw C, C' wraz z lacznikiem p.
Zewnetrzny okrag C' jest obiegany antyzegarowo, za$ wewnetrzny C’ zegarowo, stad znak

minus przy caltce [,.
Przytoczmy tu teraz jeszcze raz wzor (31) na skoriczony urywek szeregu geometrycznego:

1 xNJrl N {L’N+1
=l+a+2>+ - +2V + =Y 2"+
11—z l—x = 11—z

Napiszmy teraz rozwiniecie Z_Zlo_h w dwoch wersjach, z ktorych jedna jest zaadoptowana
do pierwszej catki po prawej stronie rownosci (41), a druga do drugiej:

1 . . . ..
~o-n W blerwsze] calce zapiszmy w postaci:

e Utlamek

111
z—zo—h_z—zol—z_hzo

= ‘%‘ < 11 rozwijamy drugi czynnik w potegach ZfZO

h

z2—20

... tu mamy:

1 h h2 hN hN-i—l
1+ + TR +
(z — 20)? (z—2)V  1- Z_hZO

h hN hN—H

M (2 — zo)N*! i (z =20 = h)(z — 20) V! “2)

1
z—2z (22— 20)?

1 . . . ..
T W bierwszej calce zapiszmy w postaci:

e Ulamek
1 1 1

11
i—z2—h hER 1 pl-z=

< 11irozwijamy w potegach =20...

220 | —

i =

,r,/
h

... tu z kolei mamy:
2 N (=2
Z—Zo+(2—20) +_‘_+(Z—Zo) hJ\(J)Jrl

1
h h? hN =

h

1+

1 z2—2  (2—2)? (z — 2z)V (2 — z)NH!
= -_ — . o o 43
R e

UMPAPA Wstawiajac powyzsze rozwiniecia do odpowiednio pierwszej i drugiej calki

w (41), dostaniemy

Flash) = = [ def(e) | b P M e
¢ 271 Jo z—2zy (22— 20)? (z —20)N*t1 (2 =20 — h)(z — z9)VH!
1 1 2—2 (22— 2)? (z — 20)N (2 — 2z9)NH
Y -
T omi /c /) [h L R A ¥ C = R ¥ Cay ooy
2 N oy b1 b N (N)

— a2 4N 44
ap+ arh + ash” +---+ayh™ + R} +h+h2+ +hN+R_ (44)
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1 f(2) 1 -1
e N — )"
= o /(J Z(z — zp)" 1 2mi Jer /(@)= = )
oraz
1 hN+1 1 _ N+1
2ri Jo (2 — 29 — h)(z — 2z9) NV H! 2mi Jor (2 — 29 — h)(h)N*!
Oszacowanie reszt RSFN), R™.
Jak pamietamy, mieliSmy oszacowanie:
|/f(z)dz| < M, gdzie M =sup |f(z)], | — dlugosé konturu #.
2l zey
W naszym przypadku mamy:
N+1
(N) 1 |hl . o 1/ (z)]
|IRy| < %M N 27r, gdzie M = 8216110) [Pyt
Widag, ze dla % < 1, zachodzi: A}im RSFN) = 0.
Analogicznie szacujac, mamy
Lo, |/ (2)]
RM < —M 2 dzie M’ = _
Rl S M2, edie seor [z — 20— ]
skad wynika, ze dla ; < 1, zachodzi: A}im RrR™ — .
- CBDO

Przypadek szczegdlny: Gdy f jest holomorficzna w K (2o, 7) z wyjatkiem srodka, to
rozwiniecie Laurenta jest poprawne dla catego kota K (zy,7) z wyjatkiem srodka.

2.3 Osobliwosci funkcji jednowartosciowych

Niech f(z) bedzie funkcja holomorficzna w obszarze S poza pojedynczym punktem a
wewnatrz S. Zalozmy, ze istnieje taka funkcja holomorficzna ¢(z), ktora:

1. jest holomorficzna na S,

2. jezeli z # a, to f(2) = ¢(2) + 2 + - 4 o

z—a (z—a)n*

Def. Jezeli istnieje powyzsze przedstawienie funkcji f(z), to méwimy, ze funkcja f(z)
ma w punkcie z = a biegun rzedu n.

Def. Jezeli n = 1, to méwimy, ze biegun jest prosty.

Def. Kazda osobliwo$¢, ktora nie jest biegunem, nazywamy osobliwoscig istotng.

Def. Mowimy, ze osobliwo$¢ w punkcie a jest izolowana, jesli istnieje takie 6 > 0, ze
K(a, ) zawiera tylko osobliwo$¢ w punkcie a.

Dla osobliwosci istotnej izolowanej rozwiniecie Laurenta jest szeregiem nieskonczonym
w ujemnych potegach (z — a).

Wzmianki o: Punktach pozornie osobliwych; oraz Punktach skupienia biegunéw; i punkcie
w nieskonczonosci.

Przyklady.
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1. f(2) = ﬁ: Biegun prosty w z = 0.
2. f(z) = ﬁ: Biegun rzedu k w 2z = a.

3. f(z) = <: biegun prosty w z = 0.

1
z

4. f(2) = e

osobliwo$¢ istotna w z = 0. Bo: Rozwiniecie w szereg Laurenta ma

1 11
er =14+-+—+
z

21 22 3!z3+”'

5. f(z) = 5~: Bieguny proste w z = k7, k € Z. Bo: Wiemy, e dla z € R, funkcja sin z
ma zera pOJedyncze w 2z = km. Przekonamy sie niedtugo, ze w dziedzinie zespolonej
nie ma innych zer. Tak wiec jedynymi biegunami funkcji f(z) = SH{Z sa punkty
2z =km.

2.4 Residuum funkcji i twierdzenie o residuach.

Niech funkcja f(z) posiada biegun krotnosci m w punkcie z = a.
Def. Residuum funkcji f(z) w punkcie z = a nazywamy wspolczynnik a_; rozwiniecia
w szereg Laurenta wokol punktu z = a:

a_y a_9 Q_m

f@)=——+ ——5++ T T,

z—a (z—a)? (z—a)

gdzie p(z) jest funkcja holomorficzna.

Ozn. Residuum funkeji f(z) w punkcie z = a oznaczamy Res(f,a).

Pojecie residuum ma duze znaczenie, bo — jak zaraz zobaczymy — gdy liczymy catke z
funkcji po obszarze, zawierajacym bieguny funkcji, to jedyny wktad do caltki bierze sie z
residuéow funkcji.

Ale najsampierw zobaczmy, ile wynosi catka po konturze otaczajacym jeden biegun.

Wezmy wiec funkcje te co powyzej i wezmy C/(a, €), gdzie € > 0 jest takie, ze wewnatrz
C(a, €) jedyna osobliwoscia jest osobliwo§¢ w z = a.

Obliczmy:
/ dz—z / =) dz—i— / ©(z)dz;

C(a,e) k=1 C(aye) C(a,e)
ta ostatnia calka jest réwna zeru (jako caltka z funkcji holomorﬁcznej) Policzmy teraz
kazda z calek w sumie po prawej stronie powyzszej réwnosci, tzn. fc (as6) (z ) —t-dzdla k > 0.

Parametryzujac standardowo okrag C(a,€) jako: z = a + €€, co daje: dz = iee’®dg, i
dalej mamy:

2w 2
a—k ok ki b - 1716/ “kig(-k) g, ) 0 dla k>1
/ (Z_a)kdz—/e e "Piee’?do = ie € e do = ori dla k—1
C(a,e) 0 0
Ostatecznie

/ f(2)dz = 2mia_y = 2mwiRes(f, a).
C(a,e)
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Rozpatrzmy teraz kontur funkcje f(z), zawierajaca w pewnym obszarze S otoczonym
konturem ~ punkty osobliwe, bedace biegunami; niech ich polozenia beda a',a?, ..., a"
RYS. Obliczmy znéw catke [ f(z)dz. W tym celu zauwazmy, ze calka ta jest rowna calce

"
po konturze 7, gdzie  powstat z v przez dorysowanie okregéw C(a, €) razem z lacznikami,

taczacymi je z konturem . RYS.. Tu € > 0 jest na tyle male, ze wewnatrz kazdego
okregu C(a*,¢) jedynym punktem osobliwym jest biegun w punkcie a*. Postugujac sie
argumentacja wystepujaca juz przynajmniej raz, mamy:

/f(z)dz. _ /f(z)dz. _ / F(2)dz. + / F(2)dz 4+ / F(2)dz.
Y 5 C(at,e) C(a%,¢) C(ame)
=2mi(a’, +a®, +---+a")).

Powyzsza obserwacje mozemy zebra¢ w twierdzeniu, znamym jako

Tw. (o residuach). Niech f(z)— funkcja holomorficzna wewnatrz konturu v, z wyjatkiem

punktéw al,a?, ..., a", w ktorych sa bieguny skoriczonego rzedu, oraz ciagta na v. Wtedy

/f(z)dz = 27 2”: Res(f,a"). (46)
. k=1

2.4.1 Uzyteczne wzorki na liczenie residuéw

1. Stw. Niech f(z) ma biegun prosty w z = a. Wtedy

Res(f, )  lim f(2)(= — a). (47)
Dow. Mamy bowiem rozwiniecie funkcji f(z) w szereg Laurenta:
fe) = 21 1 6(2),

gdzie ¢(z) jest holomorficzna, wiec ¢(z) istnieje w punkcie a i jego otoczeniu. Stad

lim f (2)(z — a) = lima_ + (2 — 0)6(2) = s

CBDO
2. Stw. Niech f(z) ma biegun rzedu n w z = a. Wtedy
1 dnt!
Res(f,a) = ll_f}}lmm (f(2)(z —a)"). (48)
Dow. Rozwiniecie f(z) w szereg Laurenta ma posta¢:
= a_n a—’l’L-‘rl .. a_l
f(z)_(z—a)"+(z—a)”—1+ +z—a+¢(2>’

gdzie ¢(z) — holomorficzna. Stad

dd,;_l (f(2)(z —a)") = dd;n_l [a_n tappi(z—a)+ - Fa1(z—a)" +o(2)(z — a)”}

= (n = Dlas +(¢(2)(z —a)") "7V

= (n—1)!la_y + (z — a) - pewna funkcja holomorficzna.

Biorac granice lim powyzszego wyrazenia, otrzymujemy (48).
CBDO
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2.4.2 Przyklady
1' f(Z) = Z(zeil)
2' f(Z) (Zizl)4

miz
_ e

3. f(Z) — ZFa?)?

2.5 Zastosowanie rachunku residuéw do liczenia calek rzeczywistych:
funkcje jednoznaczne

Za pomoca rachunku residuéw mozna liczyé wiele typow catek rzeczywistych. Naleza do
nich zaréwno calki 'policzalne’ przy uzyciu technik i sztuczek, ktére poznaliSmy juz przy
okazji szukania funkcji pierwotnych, takich jak calkowanie przez podstawienie i przez
czedci; metoda residuéw pozwala zazwyczaj takie calki policzy¢ znacznie szybciej. Sa
tez jednak calki 'niepoliczalne’, nie dajace sie znalez¢ standardowymi metodami liczenia
funkcji pierwotnych.

2
2.5.1 Calki postaci /R(cos ¢,sin ¢)do, gdzie R(-,-) jest funkcja wymierna
0

Mamy bowiem:
—, sing=—7"-—
2 ’ ¢ 21

WprowadZzmy teraz zamiane zmiennych ¢ < z:

cos ¢ =

z=¢€" tzn. 2z € C(0,1)

a calkowanie po ¢ w przedziale [0, 2¢| odpowiada catkowaniu po z w plaszczyznie zespolone;
po okregu C'(0,1). Mamy dalej:

, 1 -1 _ 1
dz =iedp — do = —dz, cos¢=z+z , singf)zz Z
1z 2 21
1 mozna wyrazi¢ calke po ¢ przez calke po z:
¥ 242z z—2z71\ 1
/R(cos 6, 5in ¢)do = / R T ) 24
2 29 1z

0 c(0,1)

a ta ostatnia calka jest réwna 2m¢ razy suma residuéw funkcji podcatkowej wewnatrz
okregu C(0,1).
Ograniczeniami tej metody sa warunki jej stosowalnosci: Funkcja podcatkowa nie moze
mieé osobliwosci na okregu C(0, 1) oraz catka po ¢ musi by¢ w przedziale [0, 27].
Przykl. 1 Obliczmy, dla 0 < p < 1:

21

n=/ ! do (49)

/ 1 —2pcos ¢ + p?
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_c<{,1>pz2—<p2i+1>z+pdz_ [ emept= [ 1o

C(0,1) p C(0,1)

wida¢, ze funkcja podcatkowa ma bieguny w 2z, = p oraz 2z, = %, 7z czego wewnatrz okregu
C(0,1) lezy tylko z; = p. Residuum funkcji podcatkowej w tym punkcie wynosi:

1 l
Res(f,z1) = lim =
=ap(z—p)z—3)  pp—3)
oraz 5
7r
I =2mi R = —.
1 = 2mi Res(f, z1) 7

Uwaga. Caltke (49) mozna tez obliczy¢ za pomoca podstawienia uniwersalnego ¢t = tg(3),
ale jest to znacznie bardziej pracochltonne.

2.5.2 Calki postaci

[ al@)de (50)

Powyzsza catke bedziemy obliczaé przez catkowanie odpowiedno dobranej funkeji Q(2)

po konturze, zawierajacym o$ rzeczywista. Funkcja Q(z) w zwiazku z tym musi spelniaé:

Q(z) = q(z) dla x € R. (Funkcja Q(z) moze by¢ rowna ¢(z), tzn. rozszerzenia zespolonego

funkcji ¢(z), ale nie musi — zalezy to od problemu). Odnoénie funkcji Q(z) czynimy
nastepujace zalozenia:

1. Q(z) jest holomorficzna w gornej polplaszczyznie zespolonej, z wyjatkiem skonczone;
iloéci biegunéw w punktach zq, 2o, ..., 2.

2. QQ(z) nie ma biegunéw na osi rzeczywiste;j.

3. Dla |z| — o0, |2Q(2)] — 0 niemal jednostajnie dla 0 < argz < w. (Uwaga -
przypomnienie: Mowimy, ze f(x) dazy do zera niemal jednostajnie na przedziale
Ja, b], jezeli dla kazdego € > 0, f(z) dazy do zera jednostajnie na kazdym przedziale
[a + €,b — €].) Zaktadamy tez, ze zachodzi: [2Q(2)] < C dla 0 < argz < 7.

0 00
4. Dla z = z € R, zachodzi: zQ(x) — 0 dla 2 — Fo0 oraz calki: / Q(z)dz i /Q(x)dx
—00 0

sq zbiezne.

Jesli powyzsze zalozenia sa spelnione, to mamy

Tw. Calka (50) jest rowna 27iXx (suma residuéw w gornej potplaszczyznie).

Dow. Obliczymy calke po konturze I'; ztozonym z odcinka I'y = [— R, R] oraz p6lokregu
[y = Re, 0 < ¢ < m. RYS. Biorac dostatecznie duze R, kontur I' zawiera w swoim

wnetrzu wszystkie bieguny funkcji Q(z), zatem /Q(z)dz =2mi »_ Res(Q, z).
T k=1

27



Z drugiej strony, mamy: [;a = [ + Jp,. Gdy R — oo, to pierwsza calka dazy do
+oo
/ q(z)dz z zalozenn dotyczacych zachowania (Q(z) na osi rzeczywistej. Pozostaje wiec
oszacowa¢ catke [, a dokladniej, pokazac, ze [, — 0 dla R — oo.

Podzielmy polokrag I's na trzy czeci: I's 4, gdzie 0 < ¢ < 6; 'y _, gdzie m— 6 < ¢ < 3
oraz I'y;, gdzie § < ¢ <7 — 4. Tu 0 > 0 jest liczba, ktéra mozna wybra¢ dowolnie mala.

Wezmy teraz jakies J, ktore moze byé dowolnie mate. Wtedy | fpz’i | mozna réwniez
uczyni¢ dowolnie malym, powiedzmy réwnym J (przez dobor dostatecznie duzego R).
Calki za$ | Jr,, | i |Jr, | szacuja sig z gory przez Cd. Tak wiec | [, | < (2C + 1), i
poniewaz ¢ mozemy uczyni¢ tak matym, jak chcemy, to ostatecznie [, — 0.

CBDO

Przykl. 2. Jednym z zastosowan powyzszego twierdzenia jest liczenie catek z funkeji

wymiernych. Dla ilustracji wezmy catke:

+o00 12 _r42 +o00

I, = / —————dx = / dz.
el e Trei il B

Przy liczeniu takich calek, catkujemy po brzegu pétkola funkcje podcatkows, tyle ze od

argumentu zespolonego.

Bieguny ¢(z) sa tam, gdzie sa zera mianownika; a ze mamy
A 41022 +9= (2 —30) (2 + 3i) (2 — ) (2 + 1)

to w gornej pdiptaszczyznie znajduja sie dwa bieguny w punktach z; = 7, zo = 3. Policzmy
residua w tych punktach:

N 22— 242
Res(g, i) = lim == 3i)(2 — 3i)(z +i)(z — 1)

(z =)

B 22—z+2 11—
(2 +3i)(z —3i)(z +1)|,_, 16
22— 242
R 31) = 1i — 3
esla,3) = iy e T e = Y
B 2 —z+2 T+ 3i
(32— i)z 4i) |, 480
i, zgodnie z teza powyzszego Twierdzenia, mamy
. . . om
I, = 27mi(Res(q, i) + Res(q, 37)) = 17

Pozostaje jeszcze sprawdzi¢ zalozenia Twierdzenia. 1. sprawdzilismy, 2. jest oczywiste (bo
mianownik jest dodatni dla z € R), 4. tez, zostaje jeszcze sprawdzi¢ 3. Na okregu Re™
mamy:

(R%*e¢*¢ — Re'® + 2)Re'® < RE+R+2 1 1+4+ 4

Rich { 10R%%¢ +9 |~ R*—10R?+9 R1-9 -5

2q(2)| = |Re®q(Re™®)| =
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(nieréwno$é powyzej jest z sensem dla dostatecznie duzych R — wystarczy wziaé np.
R > 100). Wida¢, ze gdy R — o0, to zq(z) — 0 dla dowolnego ¢ € [0, 7], tak wiec jest
spelnione zadane oszacowanie jednostajne.

Przykl. 3. Kolejnym zastosowaniem powyzszego twierdzenia jest liczenie calek z
funkcji postaci: (wielomian trygonometryczny) X (funkcja wymierna). (Calki tego typu
czesto wystepuja przy liczeniu transformat Fouriera). Dla ilustracji obliczmy calke:

“+oo

I _/ COS MT /
T ) @2+ a2

gdzie m,a > 0.

Tu po poétkolu I' bedziemy catkowaé funkcje Q(z) =
to ReQ(2) = ¢(x).

Funkcja Q(z) ma w gornej polplaszczyznie jeden biegun drugiego rzedu w punkcie
2" = ai. Tak wiec:

mzz

m Wida¢, ze gdy z € Rdb,

imz
e 2

1d ,
/FQ( z)dz = 2mi Res(Q, ai) = QMZIEEZFE l(z a2z — ai)? (z — ai)

imz eimz
-2
(2 + ai)? (z + az’)3]
(do liczenia residuum w biegunie drugiego rzedu wykorzystaliémy wzor (48)).
Pozostaje jeszcze sprawdzié, czy spelnione sa zalozenia Tw. z ktorego korzystaliSmy.

1. sprawdziliSmy, 2. jest oczywiste (bo mianownik jest dodatni dla x € R), 4. tez, zostaje
jeszcze sprawdzi¢ 3. Na okregu Re'® mamy:

ma

m(ma+1) _
——e

UX [zm 903

z=ai

i .
Re iR P

2Q(2)| = [ReQ(Re™)| = ’(Rgegwurag)e

R6i¢eiRcos d)efRsinzﬁ
= ‘ (R2€2i¢ + 0,2)2
Re—Rsinqb R
< (RQ _ a2)2 < <R2 _ a2>2'

(pierwsza nieréwnosé powyzej zachodzi dla R > a). Widac, ze gdy R — oo, to zQ(z) —
dla dowolnego ¢ € [0, 7], tak wiec jest spelnione zadane oszacowanie jednostajne.

2.6 Zastosowanie rachunku residuéw do liczenia calek rzeczywistych:
funkcje wieloznaczne

Kolejne klasy calek z funkcji rzeczywistych mozna obliczyé przez catki po plaszczyznie
zespolonej z funkcji wieloznacznych.

o0

2.7 Calki postaci /xa_lQ(a:)dx, Q(z) — funkcja wymierna
0

Rozwazymy tu catke

(51)

g
1
0



ogb6lny przypadek rozpatruje sie analogicznie do tego, co pokazemy nizej.

Aby calka (51) byla zbiezna, trzeba nalozy¢ warunki na parametr a. Zbieznos¢ w
zerze wymaga, aby a —1 > —1, tzn. a > 0, za$ zbiezno$¢ w nieskoficzonosci wymaga, aby
a—1—1<—1,tzn. a < 1.
Zafl
1+2

I'r oraz odcinkéw I'; i 'y taczacych punkty koncowe tych tukéw. RYS. Liczbe 227!
interpretujemy jako

Rozwazmy catke / dz po konturze I', skladajacym sie z tukéw okregow I, i
r

a

271 = exp[(a — 1)Log 2],

tzn. bierzemy gltéwna galaz logarytmu: Logz = log|z| + iarg(z), arg(z) € [0,2n]. Przy
tych zalozeniach, funkcja podcaltkowa jest jednoznaczna i holomorficzna na konturze i
wewnatrz niego, z wyjatkiem z = —1. Wobec tego mamy:

Zafl Zafl
dz = 2miRes —1
/1+zz & (1+5 )

r
Teraz policzymy badZ oszacujemy catki po wszystkich cze$ciach konturu I'. Nie sprawia

ktopotu catka:
1

Za— Rxa—l
d :/ dz.
/1+zz 1—|—x3j
I r

zafl
Ile wynosi calka/ T dz? Zobaczmy najsampierw, ile wynosi warto$¢ funkcji podcatkowe;]
z
Iy
na dolnym brzegu rozciecia. W tym celu, wystartujmy od jakiej§ warto$ci z = z na

géornym brzegu rozciecia, i obiegnijmy punkt 0 po okregu o promieniu z. Na dolnym
. . . . . a—1_(a—1)2m:
brzegu rozciecia bedziemy mieli z = ze ele—?)
a—1

. L . .. pa—l ..
, zaz wartos¢ funkeji 5 wyniesie *———— =
a71€27ria
-1 T

z® , x
/ dz = e*™ / dz.

142 142
Iy R

1+z
14z
Oszacujmy teraz catki / i / . Dla pierwszej catki standardowo parametryzujemy okrag
I. TIg

271

T

. Mamy wiec

przez z = re'® i mamy:

Za—l 2m 7,a, 7aa
d </" dé =2
1+zz‘\01—r¢ i

-

/

co dazy do 0, gdy r — 0 (pamietajmy, ze mamy a > 0). Dla drugiej calki réowniez
standardowo parametryzujemy okrag przez z = Re'® i mamy:

2m
Zafl a R@
d </ dop — 2mr—"
/1+z2\‘ Ro1%= R
I'r 0
co roéwniez dazy do 0, gdy R — o0; tu pamietajmy, ze mamy a < 1.
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Teraz policzmy residuum funkcji podcatkowej w z = —1. Zauwazmy najsampierw, ze
227 =™ = —¢im Tak wiec

Zafl a—1 )
R —1) = 1 1 — a—1 — _ z7ra'
Ostatecznie: )
lim dz = (1 — e*™) = 27i(—)e™
lim [ dz = (1= ™)1 = 2mi(-)e™,
R—oco T’
skad ostatecznie
[ T
~ sin(ma)
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3 Zadania

3.1 Warunki Cauchy’ego-Riemanna itd.

1. Dla nastepujacych funkcji wypisaé ich czesci rzeczywiste i urojone. Sprawdzié, czy
nastepujace funkcje spelniaja w calej ptaszczyznie réwnania Cauchy’ego—Riemanna.
Sprawdzi¢ tez, czy czeSci rzeczywiste 1 urojone spelniaja réwnanie Laplace’a.

(a) f=2%

(b) f = (Rez)z?%
(c) f =€

(d) f = zRez;
(e) f=12;

) f=24

2. Sprawdzi¢, czy nastepujace funkcje sa harmoniczne. Jesli tak, to znalezé¢ funkcje
harmonicznie sprzezona do danej, oraz wynik zapisa¢ jako funkcje samego z.

— y2 + 4xy;

3 + 6%y — 3xy? — 29°;

22 —yy2

@2y
(e) e*(xcosy — ysiny).
3. Obliczy¢ calke [ Rezdz dla:

)
) e
)
)

(a) v =10,24 2i;

(b) v jest okregiem o §rodku w 0 i promieniu 1.
4. Obliczy¢ catke: [ |z — 1]|dz|, gdzie v — okrag o §rodku w 0 i promieniu 1.
5. Obliczy¢ calke [ |z|dz, jezeli:

(a) v =[=ii];

(b) v jest lewym polokregiem la¢zacym punkt —i z punktem ¢,

(c) v jest prawym polokregiem ta¢zacym punkt —i z punktem ¢
6. Okrag o srodku w punkcie p i promieniu r bedziemy oznaczaé¢ C(p, 7).

Obliczy¢ catke [, =dz, jezeli:

(a) v=C(0,3);
(b) v=C(0,2);
(c) v=C(,1);
(d) v=0C(—i,1).
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10.

11.

12.

13.

Wsk. Roztozy¢ funkcje podcatkowa na utamki proste.

/ e’ cos 2 d

————dz

v (14 2?)sinz

gdzie v = C(2 +1,/2). Wsk. Skorzysta¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego.

z
LZ4_1dz

gdzie v = C(a,a), a > 1. Wsk. Rozlozy¢ funkcje podcatkowa na utamki proste i
korzystaé z wzoru catkowego Cauchy’ego.

Obliczy¢ calke

Obliczy¢ calke

Obliczy¢ calke
-
v 22 4 a?
gdzie v = C(0,2a), a > 0. Wsk. jw.

Obliczy¢ calke
/ _ Y 4
v z(1—2)3

gdzie:
(a) v=0(0,3),
(b> Y= C(la %)

Wsk. Skorzysta¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego dla drugiej pochodnej funkeji holomorficznej.

Dla podanych nizej funkcji znalez¢ cztery poczatkowe rézne od zera wspdlczynniki
rozwiniecia w szereg Taylora wokot z = 0, oraz poda¢ promieni zbieznoéci R odpowiedniego
szeregu Taylora:

z .
exp 17;

n

Rozwinaé¢ funkcje W w szereg Laurenta wokol zy = 0 dla:

2—2)
(a) [2] <15
(b) 1< |z] <2
(c) |2 > 2.

Rozwinaé¢ funkcje W w szereg Laurenta wokol zp = 0 dla:

2244)
(a) |z[ < 1;
(b) 1<z <2
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(c) |z] > 2.

14. Znalez¢ residua funkcji:

(a) Zj(jjiJ{)z w punktach 0,1, —1;
22
(b) m w punktach 0, 1;
(c) 16_8; w punktach 1, —1,14, —;
(d) % (a # 0) w punktach ai, —ai; Odp. =5~ (am + 1) w punkcie ai
(e) % (a # 0) w punktach ai, —ai;
(f) (2* — 2%)~! w punktach osobliwych;
(g) ctg®2z w punktach osobliwych;
(h) sin Z; w punktach osobliwych;
(i) m z punkcie ;
() ﬁ w punkcie —1.
3.2 Calki trygonometryczne
15. Wykazaé, ze przy 0 < b < a zachodzi:
27 sin? 6df 2m
Y A VA — p2).
/0 a+bcost b2 (a ¢ )
16. Wykaza¢, ze przy |a| < 1
/27T cos? 360d0 1 —a+a?
=7
0 1+a?—2acos26 1—a

17. Wykaza¢, ze dla |a| < 1

/2” do 27
o (I+acosh)? /T2

3.3 Calki z funkcji wymiernych

18. Wykazaé, ze
©  pidx 7r
(a) /0 (22 4+ a?)3  16a3 (a>0);

(b) /00 dx 7(a + 2b)

oo (22 + @) (22 + 02)2 2ab¥(a+ b)2’

© /0°°< 25dx 327

a,b>0;

= > 0.
a* + z4)? 16a = "

34



3.4 Calki z funkcji wymiernych razy f. trygonometryczne

19. Wykazaé, ze

a

© cosxdr  we~
= > 0);
() [ S =5— (a>0)

a

o 1 sinxdx e~
b / = 0);
(b) 0o (22 + a?)? 4a (a>0)

o0 cos zdx T e—a b
(c) /_OO (22 + a?) (22 + b?) T2 2 ( a _b> (a # b,a,b>0);

% coszdx e (a® + 3a + 3)
@ [

T a2y = 535 (a > 0); Uwaga. wynik sprawdzony dla
o (22 +a a
a =1 only

3.5 Calki z funkcji wieloznacznych

Terminologia: Konturem ODS? bedziemy nazywa¢ figure, ztozona z dwoch polokregow
o promieniach r oraz R (R > r), o érodkach w 0 i lezacych w gornej polptaszczyznie,
oraz odcinkéw [—R, —r| i [r, R], lezacych na osi rzeczywistej.

20. Calkujac funkcje f(z) = (Logz)?*(2? + a?)~' po konturze ODS wykazaé, ze przy
a>0

> (logz)? 7r < logx
d 401 / 08T 4T
/o 22+ a? e Sa(7T + (oga)) o 124+ a? v 2a 08 d-

21. Wykaza¢ w podobny sposob, ze

/00 log x q T
————dr = ——.
Jo (14 x2)? 4

22. Catkujac po "dziurce od klucza" funkcje: exp(aLogz(2?+1)~2 wykazaé, ze dla —1 <
a<3

/000 ( ridr w(l— a).

1?2+ 1) 4dcos T
Skad sie bierze powyzszy warunek na a?

Logz

23. Catkujac funkcje 1.2

wykazac, ze

wzdluz brzegu obszaru {z : 7 < |z| < R}N{z: 0 <argz < 7}

2

/00 log x d /Ooa: loga: 7
——dr = dz = .
0o 1+at 8\/_ 1+t 8v/2

24. Wykaza¢, ze

3T

1 3
08T — 2" dy =273 2gq % <210ga—1—4), a> 0.

\/_ (2% 4 a?)?

2Geneza nazwy ODS byta na wykladzie

35



25.

Wykazaé, ze

Wsk. Catkowaé funkcje

J

Log(z+1)

1422

% log(1 + z?%)

T2 dz = mlog 2.
x

po brzegu gornego poétkola K (0, R).
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