1 Transformata Fouriera

1.1 Kilka przypomnien i nowych faktéw dotyczacych calek nie-

wlasciwych
Catke niewtasciwg
+oo
/ f(z)dx

definiowalismy jako

N
Jm [ fia)dr
M——oco M

Def. Mowimy, ze funkcja (ciagta , kawalkami ciagta) jest catkowalna na R, jezeli

Stw. Jezeli f — calkowalna, to istnieja granice

N—oo

N M
lim {f(x) dz oraz Mlin_loo{f(x) dx

Dow. Pokazemy, ze

N N’
Ves03N, VN, N> Ny /f(ac) dﬁc—/f(:c) dr| < e
0 0

Uwaga: To co jest po kwantyfikatorach mozna rownowaznie zapisa¢ jako

N
/ f(z)dz
N

<€

Koniec uwagi.

N
Z zalozenia mamy, ze sup /\f(x)\ dz < oco. Wobec tego funkcja
NeR, 0

N

o(N) = [ 1f(@) da

0

jest rosnaca i ograniczona. Istnieje wiec granica
N
lim 0 |f(z)|dx
N—o0

Analogicznie jest dla drugiej catki (od —N’ do 0). Lacznie mamy:

Ves03n, VN, N> N <€

[1rer




€O znaczy, ze rowniez
N

/f(x) dx

Nl

Ves03n, VN, N> Ny <e€

Tw. Lebesgue'a o zbieznosci majoryzowane;.
Niech {f,} — ciag funkeji (ciaglych lub kawaltkami cigglych) na R oraz f,, — funkcja
(ciagla lub kawatkami ciagta) na R, przy czym

vmeRnh_{gofn(I) - foo(x)
Zaltozmy, ze istnieje funkcja catkowalna ¢ > 0 taka, ze

VmERvn6N|fn(l‘)| < 90(1')

(tzn. wszystkie funkcje f,(x) sa majoryzowane przez te sama funkcje catkowalna ¢, nie-
zaleznie od n).

Wtedy:

+o0 —+o0
fm [ fu@)de = [ fule)do @
innymi stowy, mozna przechodzi¢ do granicy pod znakiem calki.

Dow. nie bedzie.

CNBO (Co Nie Bedzie Okazane)

Przykl. Niech g(z) = max{0,1 — z%}. Wezmy rodzing funkcji: f,(z) = g(x —n). W
tym przypadku nie mamy szans na znalezienie funkcji ¢(x) z powyzszego twierdzenia.

Nie zdziwmy sie wiec, ze nie zachodzi tez teza. Mamy bowiem:

~+o00 n+1 +1
/ g(xr —n)dz = / g(x —n)dz = /g(x)dx > 0,
—00 n—1 -1

podczas gdy
foolz) = lim g(z —n) = 0.

1.2 Transformata Fouriera i jej podstawowe wlasnosci
1.2.1 Definicja, motywacja i gar§é przyktadow

Def. Niech f — calkowalna na R. Transformatg Fouriera funkcji f, oznaczang jako f(z)
lub (F f)(z) nazywamy funkcje

f@)=FN@) = [ 1) edr. 3)

Motywacja. W jakich problemach przydaje sie¢ transformata Fouriera? Jako prototyp
rozpatrzmy rozszczepienie Swiatta w pryzmacie. Pusémy wiazke $wiatta biatego na pry-
zmat. RYS. Po przejsciu przez pryzmat, obserwujemy na ekranie za pryzmatem wszyst-
kie kolory teczy; kazdy kolor jest wigzka $wiatta monochromatycznego o danej czestosci i
okreslonym natezeniu. Mozemy zapyta¢: Ile w danej wiazce $wiatta bialego jest $wiatta o
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okreslonej dlugosci fali? Odpowiedz uzyskujemy, poddajac wyjéciows wiazke transforma-
cie Fouriera.

Wracajac na grunt matematyczny, zapytajmy: Jakie funkcje f z (3) mozna zapisa¢ w
powyzszej postaci? Jak dla danego f znalez¢ f7?

Zanim odpowiemy na powyzsze pytania, rozpatrzmy gars¢ przyktadow.

1. Transformata Fouriera funkcji charakterystycznej odcinka.

2. Transformata Fouriera gaussianu.

1.2.2 Wtasnoéci transformaty Fouriera

1. f — calkowalna = Ff — ograniczona. (Bo:

+oo +00
(FR@I< [ 17k e=ldk = [ 1f(k)ldk:
a ze f jest catkowalna, to calka po prawej stronie jest skoriczona i niezalezna od =,
czyli — jak bylo zapodawane — F f jest ograniczona).
2. Operacja F jest liniowa:

o« F(f+9)=Ff+7Ty
oo F(A)=AFf, AeC.

3. Jezeli f i f sg funkcjami catkowalnymi, to

F(EH @) = —in(F () (1)
Dow. ) N
F(@) = [ Fo)yetdk= tim [ k) etedk

N N
. ikx
_M—/f(k)z:ce dk

-M

= lim | f(k)e™

M,N=o0

Pierwszy wyraz (granica) jest rowny zeru (bo f — catkowalna). Drugi wyraz (calka)

to —iz(Ff)(z).

CBDO
4. Jesli f(k), kf(k) sa catkowalne, to
d
Fkf)(@) = i (Ff)(2). (5)
Dow.
d o FERN@ ) = (FN@) T e ke
4 @) = Jimy h —Eﬂﬂjikﬂk>¢M%dk



eikh 1

—+o00
= lim i / kf ()= = (%)

et —1 eit—1

it it
reguty de ’'Hospitala), wiec (z tw. Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowanej) mozna
wejs¢ z granicg pod znak calki, tak wiec

ale iloraz jest ograniczong funkcja ¢, i PH& = 1, (co mozna zobaczy¢ np. z

+oo
() = i / kf(k)e*edk,

tak wiec
[ KRRk = F(kp)a) =~ (Ff) o).

CBDO

Whiosek. Jezeli f € C*(R) i f, f/, f" sa calkowalne, to Ff tez jest calkowalna.
Dow. (wniosku). Z zalozenia, F f jest ciagta. Mamy tez:

F(f") (@) = —2*(Ff)(x) (6)

i, skoro F(f) jest ciagla, to F(f")(z) jest ciagla, a wiec ograniczona na zbiorze zwartym,
np. na odcinku [—a, al; na tym odcinku jest wiec catkowalna.

Pozostaje oszacowa¢ wklad od ’ogonow’, tzn. dla |x| > a. Z wl. 1(?), transformata
funkcji catkowalnej jest ograniczona. Mamy wiec dla dowolnego = € R

2|(Ff)(x)] < M, gdzie M = const
co daje
M
(Fh) <

Tak wigc transformata F(f”) jest catkowalna na | — oo, a] i [a,00[, bo 25 jest tam catko-
walna.
Czyli F(f") jest catkowalna na catym R.

CBDO
Tw. Niech f € C*(R) oraz f, f’, f” beda calkowalne. Wtedy
+o0o
1= [ (Fp@)de =2m1(0). (7)
Dow. Mamy:
+oo
I= lir% (Ff)(z)e lda; (8)

(RYS. — przyjrzyjmy sie wykresowi e‘ﬁm), bowiem funkcja podcatkowa dla dowolne-
go € > 0 jest majoryzowana przez |(Ff)(x)|, ktora jest catkowalna — co wynika z Tw.
udowodnionego dopiero co. Rownosé (8) wynika teraz z tw. Lebesgue’a o zbieznosci ma-
joryzowanej.



Dow6d oparty jest na manipulacji granicami, co jest dozwolone znowu przez tw. Le-
besgue’a o zbieznosci majoryzowane;.

Mamy dalej:

+eo +N +N 400

[ Fn@e e = tim [ (Fp@)e e = tim [ [ (fk)e"dk) e lda
e -N —N —o0

+N +M , +N M ,
= lim <lim / f(k)e“””dk:) e~ ldz = lim lim ( / f(k)e”“‘e*'“’”'dk) dz = (%)
M

N—oo J_N M—o0 J_— N—ooM—oo J_N -M

funkcja w wewnetrznej catce majoryzuje sie przez pewng funkcje catkowalng od zmienne;j
x. | ... [Mamy wiec dalej, po zmianie kolejnosci catkowania:

+M

(+%) = lim lim £(k) ( /_ ;Neikx_d’”dx) dk = ( % %)

N—ooM—oco J_ )\

Policzmy te wewnetrzna calke:

+N o +N (ik+¢)x |0
/ elsze\ﬂdx _ / e(szre)zdx + / e(zkm—e)xdx _ 6.
_N -N 0 1k + €

1
ik+e ik—e
Wykorzystujac to w (x * %), mamy:

e(ik’—e)a: N

+ -
ik — e 0

-N

+ co$ dazacego do 0 przy N — oo

(¢ % %) = lim / fk dk + cos§ dazacego do 0 przy N — oo

N—>oo

2¢
= /f e —5——dk = [podstawiamy k = el| = /fel 212 /fel

czego granica, gdy € — 0, jest rowna

74l =27/(0).

CBDO

1.2.3 Transformata odwrotna

Teraz poszukajmy transformaty odwrotnej. Majac dana funkcje f, zdefiniujmy
filk) = f(k+1), 1€R

Mamy:

+o0o Yoo
(Ffi)(z /fl zkxdk: /f(k+l)eikxdk: /f(k)ei(k—l)mdk



+00
=t [ f(R)edk = e (F ) () (9)

a ze, z wzoru udowodnionego w poprzedniej Subsection:

f0) = o [ (FR@)dr,

to .
f0) = fi0) = [ (F@)e " da (10)
Podsumowanie — wazne wzorki:
e Transformata Fouriera:
+00
(FR@) = f@) = [ fo)etdr, (11)
e Odwrotna transformata Fouriera:
+oo
—1 1 —ikx
(Flo)k) = o [ gl@)e ™ da. (12)

1.2.4 Przestrzenie C" z iloczynem skalarnym i L*(R)

Przypomnijmy definicje wektorowej przestrzeni zespolonej z iloczynem skalarnym (prze-
strzeni unitarnej). Niech x,y € CV, tzn.

La? 2™y y=whey? . oY), gdziea’€C, y' €C.

Definiowalismy #loczyn skalarny: N
(z]y) = Z; iy’
co dawalo tez definicje normy (dtugosci wektora):
||z]| =/ (z]x)
bLatwo sprawdzié, ze tak zdefiniowany iloczyn skalarny ma wlasnosci:
L ||z|| > 0, ||z]| = 0 <= x = 0;

2. (x2|\y) = AMz|y) oraz (\z|y) = AMz|y), gdzie A € C (liniowo$¢ w drugim argumencie,
antyliniowo$¢ w pierwszym);

3. (aly + 2) = (zly) + (z]2) oraz (v +yl|2) = (z]2) + (y/2)-



Zdefiniujmy teraz L*(R) — przestrzen funkcji o wartoéciach zespolonych, catkowalnych z
kwadratem. Naleza do niej funkcje kawatkami ciagte, catkowalne z kwadratem, tzn.

/R\f(a:)\2dx < 0.

Wprowadzmy w L?(R) iloczyn skalarny wzorem

(fl9) = /f

Latwo sie sprawdza, ze spelnione sa warunki 1. — 3. wyzej.
Iloczyn skalarny definiuje norme funkcji

+00
7l = [ 17(k)Pdk

Obliczmy teraz kwadrat normy transformaty Fouriera funkcji:

/ (F ) a)de = / FN@(Ff)(a)dr = / ( | & dk) (F ) (a)de

—0o0

Zmieniamy kolejnos¢ catkowania, i dostajemy

= 7of(/<7) (T(ff)(x)eikmdx) dk;

Wewnetrzna caltka jest rowna 27 f(k), wiec ostatecznie dostajemy

+o0
—or / (k) |2dk.

Udowodniona dopiero co rownosé¢ nosi nazwe wzoru Plancherela:

“+oo +00
J(Fn@) P =2r [ 17k) 2k (13)
Interpretacja fizyczna.

1.3 Zasada nieoznaczonosSci

Zaczniemy od przypomnienia/(a jesli ktos nie mial do czynienia to od podania na nowo)
niektorych postulatow i sSrodkéw operacyjnych z mechaniki kwantowe;j.

Bedziemy mieli do czynienia z czastka, poruszajaca sie po prostej (sytuacja jednowy-
miarowa).

W mechanice kwantowej nie mozna (z reguly) przypisa¢ czastce konkretnego potoze-
nia. Zamiast tego operuje sie prawdopodobienistwami. Stuzy do tego funkcja falowa V().



Nie ma ona bezposredniej interpretacji fizycznej. Ma ja natomiast kwadrat jej modutu:
Wielkosé:
| ()] dz

jest prawdopodobieristwem tego, ze czastka (np. elektron) znajduje sie w przedziale [x, 2+
dx].

Prawdopodobienistwo znalezienia czastki na catej prostej musi by¢ rowne 1, skad otrzy-
mujemy warunek normalizacji funkcji falowej:

/R U (2)[2dz = 1.

Majac funkcje falowa, mozemy otrzymac¢ dowolne obserwable — w sensie statystycznym,
tzn. otrzymaé wartosci srednie wielkosci obserwowalnych. Wezmy np. polozenie czastki.
Wartos$é srednia potozenia jest

vy = (x) = /Rx|\11(x)|2dx

Otrzymana z powyzszego rachunku wartos¢ érednia nie znaczy, ze podczas pojedynczego
pomiaru dostaniemy doktadnie g ; wartosé¢ te dostaniemy jako wartosé srednig z wielu
pomiarow. Skoro tak, mozemy moéwi¢ o Srednim odchyleniu kwadratowym, obrazujacym
"rozrzut" wynikéw pomiaréow wokédt wartosci sredniej. Definiujemy je podobnie jak w sta-
tystyce. Tam, jezeli mierzyliSmy jakas wielkos¢, np. x, 1w wyniku N pomiaréw uzyskalismy
wartosé xg:

1 N
T = 77 2 Ty
v
to srednie odchylenie kwadratowe (Ax)? jest:

1 N

(Az)? = N D (i — za)”.

=1

W naszym przypadku (mechanika kwantowa) mamy
(A2 = [ (¢ - 26)*|0(2) Pda (14)
R

Jedna z podstaw mechaniki kwantowej jest dualizm korpuskularno-falowy. Jednym z
jego aspektow jest to, iz zamiast rozpatrywac funkcje falowa jako funkcje potozenia, mozna
rownowaznie rozpatrywac ja jako funkcje pedu czastki. (Czasem jest to bardziej wygodne,
czasem mniej, ale obie te przedstawienia s rownowazne).

Zamiast pedu czastki p, bedziemy tutaj mieli do czynienia z wektorem falowym k,
powiazanym z p prosto przez rownosc¢

p = hk.

i bedziemy rozpatrywac¢ funkcje falowa jako funkcje k.
Obie te postaci: Funkcja falowa jako funkcja potozenia W (x), oraz jako funkcja wektora

~

falowego (V(k), sa powiazane przez transformacje Fouriera:
1 A
(o) = —= [ *U(k)dk 15
(0) = = [ i) (19
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Funkcja falowa \if(k:) ma analogiczng interpretacje probabilistyczna, jak W (z): Wielkosé
| (k) *dk

jest prawdopodobieristwem tego, ze wektor falowy czastki jest zawarty miedzy k a k+ dk;
funkcja W (k) jest unormowana, tzn. zachodzi

/R|\if(k:)|2dk —1

co jest stwierdzeniem faktu, ze suma prawdopodobienstw przyjmowania przez czastke
wartosci pedu w przedziale | — oo, oo] jest 1; A
Wartoscia srednia wektora falowego czastki w stanie opisywanym przez W (k) jest liczba

Ko = (k) = [ K[ (R) 2k,
R
za$ $rednie odchylenie kwadratowe dla wektora falowego czastki w tym stanie jest rowne
(AR)? = [ (k = ke (k). (16)
R

Mamy fundamentalnej waznosci
Tw. (Zasada nieoznaczonosci).

1

lub, co sie czesciej spotyka w fizyce — w wersji pedowej,

A:L’~Ap>h

2. (18)

Dow. Catka z kwadratu modutu dowolnej funkeji jest nieujemna, wiec dla dowolnej A € R
mamy

L 1¥@) = 22w @) > o,
(tu prim oznacza pochodna). Rozpiszmy wyrazenie podcatkowe:
/R|\I/'(x)|2dx—|— /\2/R:L’2|\I/(x)\2dx — /\/Rx\if(:v)\lll(x)dx - /\/Rx\f/’(x)\ll(x)dx >0. (19)
Przedostatni czton scatkujmy przez czesci:

/R 20 (2)V (2)dx = xxif(x)xp(x)]*“ - /R (20(2)) U (2)dz

:O—/R\Tf(x)\l!(m)dx—/Rx\If’(m)\If(x)dx

(skorzystalismy tu z faktu, iz 2¥(x)¥(z) dazy w nieskoniczonosci do zera). Wstawiajac
otrzymana réwnos¢ do (19) otrzymamy:

0< / |\I/'(x)|2dx+)\2/x2|\11(x)|2d:c+)\/ U (z)[2dz.
R R R
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Popatrzmy na powyzsza nieréwno$¢ jako na warunek nieujemnosci trojmianu kwadrato-
wego w zmiennej A. Trojmian jest nieujemny, co oznacza, ze jego wyroznik jest niedodatns;

otrzymujemy wiec:
1
/|n1/ )%dz) - /m2|\11(x)|2dx)> ’

Skorzystamy teraz z wzoru Plancherela; ostatnia nieréwnosé jest rownowazna:

1 =

() K we)Pak) - ([ 220 dr) >

[ to juz jest prawie to co chcemy, bo wyrazy po lewej stronie to odpowiednio (Ax)?
(Ak)? — tyle ze obliczane dla xg = 01 kg, = 0 (por. wzory (14) i (16). Na razie wiec mamy

(Az)? - (Ak)* > le dla 24 =01 kg =0.
Ale tatwo stad otrzymaé ogdlny przypadek. Zmodyfikujmy funkcje W(z) nastepujaco:
U(x) — e R0y (g). (20)
Przy takiej transformacji, kwadrat modutu funkcji falowej sie nie zmienia:

W ()" — ¥ ()]

Teraz, ze wzgledu na wzor (15) i wyrazenie na odwrotna transformate Fouriera, mamy:
U(k) = — e~ ()du,

skad widzimy, ze po modyfikacji (21), transformata \if(k:) zmienia sie na

A

(k) — m/

Mamy zatem

7zkx fzkox\lj( dr = i(k+ko) I\IJ( )d \il(k + ko)

e /+oo

( / R0k -+ ko) k) - ([ | 0(0)dr) > |

co rOwnowaznie mozna zapisaé

] =

([ (k= ko (R)ak) - ([ 2|0 () dr) >

R

Zrébmy teraz inng modyfikacje:
U(r) — ¥(x+x0), m€R; (21)
przy tej modyfikacji [U(k)|2 nie zmieni sie, bo

1 (k)|? Ry (1 + ) da

1 +oo
= ‘/ e~ k@m0 (1) dx

~lwl .
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= e“‘mo\if(k)’Q =

tak wiec mamy

Y

|

([ k= ko[ (R)Pak) - ([ 220 (a + ) da) >

co ostatecznie daje

( / (k — Ko PO (R)Pak) - [ (o — w0 W) > |

Tak wiec dla dowolnych x¢ = x4, kg = kg mamy

(AR)- (M) >

B~ =

CBDO

2 Szeregi Fouriera

Niech f bedzie funkcja na R.
Def. Mowimy, ze f jest okresowa o okresie T, jezeli dla kazdego x € Rdb zachodzi

fle+T) = f(a).

Def. Rozwinieciem funkcji okresowej f w szereq Fouriera nazywamy przedstawienie jej
jako kombinacji liniowej (w ogolnosci, nieskonczenie wielu) prostych funkcji okresowych

{#e(z)}:
fl@) = crou(x) (22)

Ponizej wybierzemy okres rowny T' = 27, co zadng strata ogdlnosci nie jest.
Jako "prostych funkcji okresowych" najczesciej uzywamy (w zaleznosci od sytuacji):

1. {sin(kz)}, keN;
2. {cos(kzx)}, ke NU{0};
3. {et**} ke Z.

Pojawiaja sie naturalne pytania: e Czy kazda funkcje okresowa mozna rozwinaé w szereg
Fouriera? e e Jak otrzymaé¢ wspoOlczynniki szeregu? e e e Czy otrzymany szereg jest
zbiezny?

W pelnej ogolnosci na te pytania nie odpowiemy! Zacznijmy od sytuacji, ktora jest
stosunkowo tatwa, a jednoczesnie dostatecznie ogolna.

Oznaczmy przez C*°(T') zbior (przestrzen wektorowa) funkcji okresowych (o okresie
27) na prostej, nieskoniczenie wiele razy rézniczkowanych, tzn.

Co(T) = {f € C®(R) : Voer : f() = f(z+27).}

! Historycznie, rozwéj teorii szeregéw Fouriera doprowadzil na przetomie XIX i XX w. do wielu nowych
poje¢, z ktorych wyrosta spora cze$é dwudziestowiecznej matematyki.
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Uwaga. Dla funkeji okresowej, gdy catkujemy po pelnym okresie, mozemy wzia¢ dowolny
przedziat o dtugosci okresu i catka od tego nie zalezy: RYS.

2m+a 2w s

/ f(x)d:zc:/f(x)dx:/f(ac)dx

a

Dow. Rachujemy:

27+a 27+a
/ dx—/f dx—f—/ dx—/f d:L‘+/f
2

= / f(z)dx.
0
CBDO
Za 7zbior funkeji {or(z)}, w ktore bedziemy rozwijaé funkcje okresowe, wezmy teraz zbior
exponensow: {¢p(x) = e**} k € Z.
Mamy nastepujaca prostg wlasno$é¢ exponenséow:

2

1 ikx |27
ke y. ) @€l =0 dla k#0
{6 dx_{ or dla k=0

Wykorzystujac te wtasnosé, tatwo dostaniemy wzor na wspotezynniki rozwiniecia w szereg
(22). Mamy:

27 +o00 21 +o00
/f(x)e’m"”d:v = Z cpetFmmrd gy = Z CLOp.n = 2TCy,
0 k=—o00 0 k=—0c0
czyli
17
Cp = —/f(x)e_mwdx
2w s

I TO JUZ BEDZIE KONIEC WYKEADU...

12



3 Zadania

1. Znalez¢ transformaty Fouriera nastepujacych funkcji:
(a) Funkcja charakterystyczna odcinka [—a, a] (tzn. rowna 1 dla x € [—a, a] oraz 0
poza nim)
(b) Funkcja charakterystyczna odcinka [0, 2a).
c

d

Funkcja rowna 1 — 22 dla = € [—1, 1] oraz 0 poza tym odcinkiem.

(d) Funkcja f(z) = —++—, a > 0.

(

prerwl
(e) Funkcja f(z) = $3277.
(f) Funkcja f(x) = ﬁ

)
)
)
)
)
) Funkcja Gaussa f(z) = e,

(g

2. Policzy¢ prawg strone zasady nieoznaczonosci dla funkcji z zadania 1 a, ¢, d, g. Dla
ktorej funkcji niepewnosé Az - Ak jest najmniejsza? Uwaga. Przy poréwnywaniach
trzeba pamieta¢ o unormowaniu funkcji!
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