
1 Pohodne wy»szyh rz�dów1.1 De�nija i przykªadyDef. Drug¡ pohodn¡ funkji f nazywamy pohodn¡ pohodnej tej funkji. Trzeia po-hodna jest pohodn¡ drugiej pohodnej; itd. Ogólnie, n-ta pohodna funkji jest pohod-n¡ n− 1�wszej pohodnej.Pohodne wy»szyh rz�dów oznazamy
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.Uwaga. Dogodnie jest przy tym zde�niowa¢ pohodn¡ rz�du zerowego jako sam¡ funkj�:
f (0)(x) = f(x).Przykª. Dla f(x) = x3 mamy: f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, f ′′′(x) = 6, a wszystkie wy»szepohodne s¡ równe zeru.Przykª. Ogólnie: k−ta pohodna funkji f(x) = xn jest

f (k)(x) = n(n− 1) . . . (n− k + 1)xn−k dla k < n f (n)(x) = n!, (1)a wy»sze pohodne s¡ równe zeru.Przykª. k−ta pohodna funkji f(x) = xa, gdzie a ∈ R oraz x > 0, jest równa
f (k)(x) = a(a− 1) . . . (a− k + 1)xa−k; (2)zwró¢my uwag�, »e tutaj pohodna dowolnego rz�du jest ró»na od zera!Przykª. (ex)′ = ex, o daje, »e wszystkie wy»sze pohodne funkji ex s¡ równe ex.Przykª. Dla funkji f(x) = sin x mamy

f ′(x) = cos x; f ′′(x) = − sin x; f ′′′(x) = − cosx; f (4)(x) = sin x; (3)to byªo dla pierwszyh ztereh pohodnyh, a dowoln¡ pohodn¡ mo»na oblizy¢ wyko-rzystuj¡ to»samo±¢ zawart¡ wy»ej: f (n+4)(x) = f (n)(x).Przykª. Wzór (1) pozwala polizy¢ dowoln¡ pohodn¡ dowolnego wielomianu f(x) =
a0 + a1x + a2x

2 + · · · + anx
n. Nie b�dziemy tego wypisywa¢ in extenso, (wzór ten jestdo±¢ skomplikowany i nie mamy tu potrzeby wypisywa¢ go), a we¹my jego szzególnyprzypadek, tzn. wypiszmy pohodne od 0 do n w punkie x = 0. Mamy:

a0 = f(0), a1 = f
′(0), a2 =

1

2!
f ′′(0), . . . , an =

1

n!
f (n)(0). (4)St¡d wynika wzór:

f(x) = f(0) + xf ′(0) +
x2

2!
f ′′(0) + · · ·+

xk

k!
f (k)(0) + · · ·+

xn

n!
f (n)(0). (5)footnotesize Wzór ten daje si� znaz¡o uogólni¢ na dowolne funkje, daj¡ tym samymsposób na przybli»enie dowolnej funkji przez wielomian; zrobimy to ju» niedªugo.Przykª. Wzór na pohodne funkji odwrotnej.1



1.2 n-ta pohodna ilozynu funkji � wzór LeibnizaNa n−t¡ pohodn¡ sumy i ró»niy sumy dwóh funkji mamy proste wzory
(f(x)± g(x))(n) = f (n)(x)± g(n)(x) (6)(natyhmiastowy dowód indukyjny: W pierwszym kroku: (f(x) + g(x))′ = f ′(x)± g′(x);dalej: (f(x)+g(x))(n) = ((f(x)+g(x))(n−1))′ = (f (n−1)(x)±g(n−1)(x))′ = f (n)(x)±g(n)(x);i na moy zasady indukji wzór (6) jest prawdziwy dla ka»dego n.)Dla n−tej pohodnej ilozynu funkji wzór jest bardziej skomplikowany, ale daj¡y si�ogarn¡¢:Tw. (wzór Leibniza). n−ta pohodna ilozynu dwóh funkji dana jest wzorem
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=
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∑
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)

f (n−k)g(k) (7)(dla prostoty nie pisali±my jawnej zale»no±i od x; wsz�dzie wy»ej nale»y pami�ta¢, »e
f ≡ f(x), f (k) ≡ f (k)(x) itd.)Dow. b�dzie indukyjny. Dla n = 1 otrzymujemy znany ju» wzór na pohodn¡ ilozy-nu. Zaªó»my, »e wzór (7) zahodzi dla n i oblizmy pohodn¡ obu jego stron. Z twierdzeniao pohodnej ilozynu mamy
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∑
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f (n−k+1)g(k);ostatnia równo±¢ wynika z faktu, i» mamy dla wspóªzynników Newtona
(

n

k

)

+

(

n

k − 1

)

=

(

n + 1
k

)(wzór ten byª pokazywany przy dowodzie wzoru dwumiennego Newtona). CBDOPrzykª. Oblizmy drug¡ pohodn¡ funkji odwrotnej. Najsampierw wyprowad¹my razjeszze wzór na t� pohodn¡, korzystaj¡ z wzoru na pohodn¡ funkji zó»onej. Je±li
f(x) � funkja, a f−1(x) � funkja do niej odwrotna, to mamy: f−1(f(x)) = x, sk¡d pozró»nizkowaniu otrzymamy

f ′(x) · (f−1)′(f(x)) = 1,o daje
(f−1)′(f(x)) =

1

f ′(x)
.2



Obustronnie ró»nizkuj¡, otrzymujemy
[(f−1)′(f(x))]′ = f ′(x) · (f−1)′′(f(x)) =

(

1

f ′(x)

)

′

= −
f ′′(x)

(f ′(x))2
,o daje

(f−1)′′(f(x)) = −
f ′′(x)

(f ′(x))3
. (8)Ró»nizkuj¡ ten wzór, mo»na uzyska¢ dowoln¡ wy»sz¡ pohodn¡.1.3 Wzór TayloraTw. (Wzór Taylora). Zaªó»my, »e funkja f jest n−krotnie ró»nizkowalna w przedziale

[a, b]. Oznazmy h = b− a. Wtedy zahodzi
f(b) = f(a) +

f ′(a)

1!
(b− a) +

f ′′(a)

2!
(b− a)2 + · · ·+

f (n−1)(a)

(n− 1)!
(b− a)n−1 + Rn, (9)gdzie wyraz Rn, zwany reszt¡ n−tego rz�du, mo»na przedstawi¢ w jednej z postai

Rn =
hn

n!
f (n)(a+ θh) dla pewnego θ ∈]0, 1[, (10)(reszta w postai Lagrange'a), lub

Rn =
hn(1− θ′)n−1

(n− 1)!
f (n)(a+ θ′h) dla pewnego θ′ ∈]0, 1[ (11)(reszta w postai Cauhy'ego).Przed dowodem:Uwaga 1 Wzór Taylora mo»na uwa»a¢ za uogólnienie wzoru Lagrange'a: Ten ostatnito szzególny przypadek wzoru Taylora dla n = 1.Dow. Wypiszmy z wzoru (9) reszt�:

Rn = f(b)− f(a)−
f ′(a)

1!
(b− a)−

f ′′(a)

2!
(b− a)2 − · · · −

f (n−1)(a)

(n− 1)!
(b− a)n−1 (12)Oznazmy przez gn(x) funkj� pomoniz¡ zde�niowan¡ w ten sposób, »e w Rn zast�pu-jemy a przez x:

gn(x) = f(b)− f(x)−
f ′(x)

1!
(b− x)−

f ′′(x)

2!
(b− x)2 − · · · −

f (n−1)(x)

(n− 1)!
(b− x)n−1 (13)Pohodna funkji gn(x) jest równa:

g′n(x) = −f
′(x)−

[

−
f ′(x)

1!
+
f ′′(x)

1!
(b− x)

]

−

[

−2
f ′′(x)

2!
(b− x) +

f ′′′(x)

2!
(b− x)

]

−

[

−3
f ′′′(x)

3!
(b− x)2 +

f (4)(x)

3!
(b− x)3

]

+· · ·−

[

−(n− 1)
f (n−1)(x)

(n− 1)!
(b− x)n−2 +

f (n)(x)

(n− 1)!
(b− x)n−1

]

.3



W powy»szej sumie kasuj¡ si� wi� wszystkie zªony opróz ostatniego i mamy
g′n(x) = −

f (n)(x)

(n− 1)!
(b− x)n−1. (14)Zarazem: gn(b) = 0, gn(a) = Rn.Stosuj¡ do funkji gn(x) twierdzenie Lagrange'a o warto±i ±redniej, otrzymujemy

gn(b)− gn(a)

b− a
= g′(a+ θ′h) dla pewnego θ′ ∈]0, 1[,wi�

−Rn
h
= g′(a + θ′h) = −

f (n)(x)

(n− 1)!
(n− 1)!(b− x)n−1

∣

∣

∣

∣

∣

x=a+θ′h

= −
f (n)(a+ θ′h)

(n− 1)!
(b− a− θ′h)n−1 = −

f (n)(a+ θ′h)

(n− 1)!
hn−1(1− θ′)n−1sk¡d otrzymujemy

Rn =
hn(1− θ′)n−1

(n− 1)!
f (n)(a+ θ′h)zyli reszt� w postai Cauhy'ego (11).Pozostaje pokaza¢, »e równowa»n¡ postai¡ reszty jest posta¢ Lagrange'a (10). Wdowodzie u»ywa si� wzoru Cauhy'ego o warto±i ±redniej z funkjami: gn(x) i un(x) =

(b− x)n. Otrzymujemy:
gn(b)− gn(a)

un(b)− un(a)
=
g′n(a+ θh)

u′n(a + θh)
dla pewnego θ ∈]0, 1[.Mamy: un(b) = 0, un(a) = hn, u′n(x) = −n(b − x)n−1, sk¡d wynika, uwzgl�dniaj¡ (14)

gn(b)− gn(a)

un(b)− un(a)
=
−Rn
−hn

= −
(b− a− θh)n−1

(n− 1)!
fn(a+ θh)

1

−n(b − a− θh)(n−1)zyli otrzymujemy
Rn =

hn

n!
f (n)(a+ θh),tzn. posta¢ reszty Lagrange'a (10).Uwaga. Wzoru Taylora zazwyzaj u»ywa si� w postai:

f(x+ h) = f(x) +
f ′(x)

1!
h+

f ′′(x)

2!
h2 + . . .

f (n−1)(x)

(n− 1)!
hn−1 +Rn (15)Mo»na na ten wzór patrze¢ jako na przybli»enie funkji w otozeniu punktu x przez wielo-mian (n−tego stopnia). Je±li umiemy oszaowa¢ reszt�, to daje nam ona dokªadno±¢ tegoprzybli»enia.Dla x = 0, powy»sza wersja wzoru Taylora nazywana jest wzorem MalaurinaUwaga. Gdy funkja jest ró»nizkowalna dowoln¡ ilo±¢ razy, to reszta mo»e by¢ dowolnie wysokiegorz�du. Okazuje si�, »e mo»na "odsun¡¢ j¡ do niesko«zono±i" � zapisa¢ rozwini�ie Taylora jako nie-sko«zony szereg. Aby to preyzyjnie wyrazi¢, potrzebne jest poj�ie zbie»no±i szeregu i jakie± kryteriazbie»no±i; zajmiemy si� tym niedªugo. 4



Przykª. Zapiszmy wzór Taylora dla funkji f(x) = ex w otozeniu punktu x = 0 zdokªadno±i¡ do drugiego rz�du. Mamy: f ′(x) = f ′′(x) = ex, f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 1,tak wi�
ex = 1 + x+

x2

2
eθx, gdzie θ ∈]0, 1[.St¡d wynika, »e dla ka»dego x zahodzi równo±¢

ex  1 + x, (16)bo reszta jest dodatnia (jako »e x2 > 0 i eθx > 0).Nierówno±¢ ta posiada wyrazisty sens geometryzny � see wykres.Przykª.Wzór Taylora pozwala w nast�puj¡y sposób zwi�kszy¢ mo reguªy de l'Hospitala:Tw. Je±li funkje f i g posiadaj¡ n−te pohodne i¡gªe i je±li
f(a) = 0, f ′(a) = 0, . . . f (n−1)(a) = 0,

g(a) = 0, g′(a) = 0, . . . g(n−1)(a) = 0 oraz g(n) 6= 0,to
lim
x→a

f(x)

g(x)
=
f (n)(a)

g(n)(a)
. (17)Dow. We wzorze Taylora (9) b zast¡pmy przez x. Z uwagi na znikanie pierwszyh n− 1pohodnyh zostaje tylko sama reszta:

f(x) =
(x− a)n

n!
f (n)(x+ θ(x− a)) oraz g(x) =

(x− a)n

n!
g(n)(x+ θ′(x− a)).Tak wi�

f(x)

g(x)
=
f (n)(a+ θ(x− a))

g(n)(a+ θ′(x− a))
.Przehodz¡ do graniy lim

x→a
i bior¡ pod uwag� i¡gªo±¢ funkji f (n) i g(n) (podobnie jakto byªo przy dowodzie zwykªego tw. de l'Hospitala), otrzymujemy wzór (17). CBDOPrzykª. lim

x→0

sinx−x
x(1−cos x)1.4 Kryteria na ekstremaNiedawno pokazali±my, »e je±li funkja (ró»nizkowalna) f posiada w punkie x0 ekstre-mum, to f ′(x0) = 0. Pami�tamy te», »e na odwrót nie jest: Je±li f ′(x) = 0, to nie znazy,»e w x0 znajduje si� ekstremum (np. dla f(x) = x3). Równo±¢ f ′(x) = 0 jest wi� wa-runkiem konieznym, ale niedostateznym na istnienie tam ekstremum. Okazuje si�, »ebadanie wy»szyh pohodnyh daje ogólniejsze kryterium na istnienie ekstremum:Tw. Zaªó»my, »e funkja f jest ró»nizkowalna n−krotnie i n−ta pohodna jest i¡gªa.Nieh równie»
f ′(c) = 0 = f ′′(c) = · · · = f (n−1)(c), natomiast f (n) 6= 0.Wówzas, je±li n jest parzyste, to w punkie c funkja f ma ekstremum wªa±iwe: maksi-mum, je±li f (n) < 0, minimum, je±li f (n) > 0. Je±li natomiast n jest lizb¡ nieparzyst¡, to

f nie posiada ekstremum w punkie c. 5



Dow. Z wzoru Taylora mamy:
f(c+ h) = f(c) +

f ′(c)

1!
h+ · · ·+

f (n−1)(c)

n!
hn−1 +

1

n!
f (n)(c+ θh)hn, (18)i, poniewa» na moy zaªo»enia pierwszyh n − 1 pohodnyh f zeruje si� w punkie c,mamy

f(c+ h) = f(c) +
1

n!
f (n)(c + θh)hn. (19)Zaªó»my, »e n jest lizb¡ parzyst¡. Nieh f (n)(c) < 0. Ze wzgl�du na i¡gªo±¢ funkji

f (n)(x) w punkie c istnieje takie δ > 0, »e nierówno±¢: |x− c| < δ implikuje f (n)(x) < 0.Je±li wi� |h| < 0, to i θh < δ, zatem f (n)(c+ θh) < 0. Patrz¡ teraz na (19) widzimy, »eje±li
0 < |h| < δ, to f(c+ h)− f(c) < 0(pami�tajmy, »e n jest parzyste, wi� hn > 0). Powy»sza nierówno±¢ oznaza, »e w punkie

c funkja f posiada maksimum.Z analogiznego rozumowania wynika, »e je±li n jest lizb¡ parzyst¡ i zahodzi: f (n)(c) >
0, to f(c+ h)− f(c) > 0 (znowu dla h > 0 i h < 0), o znazy, »e w punkie c funkja fma minimum.Zaªó»my teraz, »e n jest lizb¡ nieparzyst¡. Nieh f (n)(c) < 0 (w przypadku prze-iwnym, tzn. f (n)(c) > 0, rozumowanie jest analogizne). We¹my znów δ takie, aby dla
|h| < δ byªo f (n)(c+ θh) < 0. Mamy wówzas dla 0 < h < δ nierówno±¢

f(c+ h)− f(c) < 0, zyli f(c) > f(c+ h),a dla −δ < h < 0 zahodzi nierówno±¢
f(c+ h)− f(c) > 0, zyli f(c) < f(c+ h);tak wi� w punkie c nie ma ani maksimum, ani minimum.Przykª. Funkja f(x) = xn posiada w x = 0 minimum, je±li n jest parzyste, i nieposiada minimum, je±li n jest nieparzyste.1.5 Interpretaja geometryzna drugiej pohodnej. Punkty prze-gi�iaUprzednio widzieli±my, »e je±li f ′(c) > 0, to funkja ro±nie w otozeniu c. Je±li wi�

f ′′(c) > 0, to funkja f ′ ro±nie; a je±li ponadto f ′(c) > 0, to f ro±nie jeszze szybiej.To byªa heurystyka, a terazTw. Je±li druga pohodna funkji f jest i¡gªa i:i) zahodzi f ′′(c) > 0, to krzywa y = f(x) jest dla pewnego otozenia punktu cpoªo»ona powy»ej styznej do tej krzywej w punkie (c, f(c);ii) zahodzi f ′′(c) < 0, to krzywa y = f(x) jest dla pewnego otozenia punktu cpoªo»ona poni»ej styznej do tej krzywej w punkie (c, f(c).Uwaga. Patrz¡ na wykres funkji f(x), widzimy, »e w pierwszym przypadku wykresjest skierowany wypukªo±i¡ do doªu, a w drugim � do góry.Dow. i) Oszaujmy ró»ni� mi�dzy ilorazem ró»niowym a pohodn¡:
ϕ(h) =

f(c+ h)− f(c)

h
− f ′(c).6



Na moy wzoru Taylora mamy:
f(c+ h)− f(c)− hf ′(c) =

1

2
h2f ′′(c+ θh).Poniewa» f ′′(c) > 0, to dla dostateznie maªego h mamy równie»

f ′′(c+ θh) > 0,=⇒ f(c+ h)− f(c)− hf ′(c) > 0 =⇒
f(c+ h)− f(c)

h
> f ′(c).Interpretuj¡ iloraz ró»niowy jako tangens k¡ta nahylenia sieznej do osi OX wniosku-jemy, »e dla h > 0 tangens ten jest wi�kszy ni» f ′(c), tzn. wi�kszy ni» tg k¡ta mi�dzystyzn¡ a osi¡ OX. A to oznaza, »e rozwa»ana krzywa le»y nad styzn¡. rys.Dowód ii) jest analogizny.Przykª. Parabola y = x2 w ka»dym punkie le»y nad styzn¡ � ni dziwnego, bo drugapohodna wsz�dzie jest tu równa 2.Przykª. Wykres funkji wykªadnizej y = ex równie» le»y wsz�dzie nad styzn¡ � takby¢ musi, bo druga pohodna (ex)′′ = ex > 0.Def. Rozwa»my sytuaj�, gdy krzywa y = f(x) posiada w punkie c styzn¡ i dladostateznie maªyh przyrostów dodatnih krzywa le»y po jednej strone styznej (np. nadstyzn¡), a dla dostateznie maªyh przyrostów ujemnyh le»y po drugiej stronie krzywej(np. pod krzyw¡). Innymi sªowy: Rozpatrzmy wyra»enie:

ψ(h) = f(c+ h)− f(c)− hf ′(c)i dla dostateznie maªego δ mamy: ∀0<h<δ: ψ(h) > 0 oraz ∀−δ<h<0: ψ(h) < 0.W takiej sytuaji mówimy, »e krzywa y = f(x) ma punkie c punkt przegi�ia.Przykª. Sinusoida y = sin x ma punkt przegi�ia dla x = 0. Mamy bowiem: ψ(h) =
sinh− sin 0− h cos 0 = sinh− h. Dla h > 0 mamy ψ(h) < 0, dla h < 0 jest ψ(h) > 0.Z tw. powy»ej wynika, »e je±li f ′′(c) 6= 0, to krzywa le»y (lokalnie) po jednej stroniestyznej. W takiej sytuaji, punkt c nie jest punktem przegi�ia. Mo»emy to sformuªowa¢jakoTw. Je±li punkt c jest punktem przegi�ia krzywej y = f(x), to f ′′(c) = 0.Na odwrót to nie zahodzi (np. dla y = x4 w x = 0).1.6 Funkje wypukªe/wkl�sªe i ih wªasno±iDef. Funkj� f :]a, b[→ R nazywamy wypukª¡ na ]a, b[, je±li dla dowolnyh x, x′ ∈]a, b[ i
θ ∈ [0, 1] mamy rys.

f(θx+ (1− θ)x′) ¬ θf(x) + (1− θ)f(x′), (20)za± wkl�sª¡, je±li
f(θx+ (1− θ)x′)  θf(x) + (1− θ)f(x′), (21)Wniosek: Funkja f jest wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy funkja −f jest wkl�sªa.Wystarzy wi� w dalszym i¡gu zaj¡¢ si� tylko funkjami wypukªymi.Tw. Funkja f jest wypukªa na ]a, b[ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego sko«zo-nego zbioru n punktów {x1, x2, . . . , xn} ⊂]a, b[ i dla dowolnego zestawu n lizb θ1, . . . , θn,takih, »e θi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n i ∑i θi = 1, zahodzi

f(
n
∑

i=1

θixi) ¬
n
∑

i=1

θif(xi) (22)7



Dow. indukyjny. Nieh f b�dzie wypukªa na ]a, b[ � wtedy nierówno±¢ (22) zahodzi dla
n = 2.Zaªó»my, »e teza jest prawdziwa dla n− 1 (tzn. prawdziwa jest Tn−1.Nieh {x1, x2, . . . , xn} ⊂]a, b[ i 0 ¬ θi ¬ 1, i = 1, . . . , n b�d¡ takie, jak w sformuªowaniutwierdzenia. Je±li θn = 1, to nierówno±¢ jest trywialna. We¹my wi� θn 6= 1. Mamy:

f(
n
∑

i=1

θixi) = f((1− θn)

(

n−1
∑

i=1

θi

1− θn
xi

)

+ θnxn)

¬ (1− θn)f

(

n−1
∑

i=1

θi

1− θn
xi

)

+ θnf(θn)

¬ (1− θn)
n−1
∑

i=1

θi

1− θn
f(xi) + θnf(θn).a to znazy, »e prawdziwa jest Tn. Udowodnili±my wi� implikaj� Tn−1 =⇒ Tn, zyli tezajest prawdziwa dla ka»dego n  2.W drug¡ stron�, dla n = 2 mamy de�nij� funkji wypukªej. CBDOIstniej¡ te» inne równowa»ne kryteria wypukªo±i; u»ytezne oka»e si� zaraz nast�pu-j¡e.Stw.1. f jest wypukªa ⇐⇒ dla dowolnyh punktów x1 < x2 < x3 z przedziaªu ]a, b[ speª-niona jest nierówno±¢

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
¬
f(x2)− f(x3)

x2 − x3
. (23)2. f jest wypukªa ⇐⇒ dla dowolnyh punktów x1 < x2 < x3 z przedziaªu ]a, b[ speª-niona jest nierówno±¢

f(x3)− f(x1)

x3 − x1
¬
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
. (24)3. f jest wypukªa ⇐⇒ dla dowolnyh punktów x1 < x2 < x3 z przedziaªu ]a, b[ speª-niona jest nierówno±¢

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
¬
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
. (25)Dow. Je±li x1 < x2 < x3, to x2 = θx1 + (1 − θ)x3, gdzie θ = x3−x2
x3−x1

i 1 − θ = x2−x1
x3−x1

.
f jest wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnyh punktów x1 < x2 < x3 mamynierówno±¢
0 ¬ θf(x1) + (1− θ)f(x3)− f(x2) = θ(f(x1)− f(x2)) + (1− θ)(f(x3)− f(x2))

=
f(x3)− f(x2)

x3 − x1
(f(x1)− f(x2)) +

x2 − x1
x3 − x1

(f(x3)− f(x2)). (26)8



Poniewa» x3 − x1, x3 − x2 i x2 − x1 s¡ dodatnie, to nierówno±¢ (26) jest równowa»nanierówno±i
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
¬
f(x2)− f(x3)

x2 − x3zyli otrzymali±my (23).Nierówno±¢ (26) mo»na te» zapisa¢ w postai
0 ¬ θf(x1) + (1− θ)f(x3)− f(x2) = θ(f(x1)− f(x3)) + (f(x3)− f(x2))

=
x3 − x2
x3 − x1

(f(x1)− f(x3)) + (f(x3)− f(x2)),która jest równowa»na nierówno±i
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
¬
f(x3)− f(x1)

x3 − x1zyli otrzymali±my (24).Wreszie, gdy nierówno±¢ (26) zapiszemy w postai
0 ¬ θf(x1) + (1− θ)f(x3)− f(x2) = (1− θ)(f(x3)− f(x1)) + (f(x1)− f(x2))

=
x2 − x1
x3 − x1

(f(x3)− f(x1)) + (f(x1)− f(x2))zyli otrzymali±my (25). CBDOWniosek 1. Je±li f jest wypukªa na ]a, b[, to istniej¡ granie: lewo- i prawostronnepohodne:
f ′+ = lim

h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
, f ′

−
= lim
h→0−

f(x+ h)− f(x)

hPonadto f ′+  f ′−.Dow. Zauwa»my, »e funkja h→ f(x+h)−f(x)
h

jest monotonizna i ogranizona (powy»-sze Stw.), a st¡d wynika istnienie graniy (podobnie jak dla i¡gów).Wniosek 2. Funkja wypukªa na odinku otwartym jest i¡gªa.Zaªo»enie otwarto±i odinka jest istotne: Funkja wypukªa na odinku domkni�tymmoz� by¢ niei¡gªa na jego brzegu. (rys.)Dla funkji ró»nizkowalnyh, mamy proste kryterium wypukªo±i.Tw i) Funkja ró»nizkowalna na ]a, b[ jest wypukªa ⇐⇒ jej pohodna jest funkj¡niemalej¡¡.ii) Funkja dwukrotnie ró»nizkowalna na ]a, b[ jest wypukªa ⇐⇒ jej druga pohodnajest nieujemna.Dow.Wida¢, »e drugi punkt wynika z pierwszego; wystarzy wi� udowodni¢ pierwszy.Nieh x1 < x2 < x3 b�d¡ punktami w ]a, b[. Z tw. Lagrange'a istniej¡ ξ ∈]x1, x2[ oraz
η ∈]x2, x3[ takie, »e f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) oraz f(x2) − f(x3) = f ′(η)(x2 − x3).Nierówno±¢ f ′(η) ¬ f ′(ξ) jest wi� równowa»na nierówno±i

f(x3)− f(x2)

x3 − x2

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
.9



St¡d powy»sza nierówno±¢ jest speªniona dla wszystkih x1 < x2 < x3 wtedy i tylko wtedy,gdy f ′ jest funkj¡ niemalej¡¡. Ze Stw. wy»ej wynika teza. CBDOZnazenie wypukªo±i:Badanie funkji: Kryteria na ekstremum, poªo»enie styznyh do wykresu.Termodynamika: Z wypukªo±i energii swobodnej wynika dodatnio±¢ takih (�zyznieozywistyh, ale trudnyh bezpo±rednio do udowodnienia) wielko±i, jak iepªo wªa±iwe:s¡ to drugie pohodne en. sw. (tu: po temperaturze).
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