
1 Szeregi niesko«zone1.1 De�nije i przykªadyDla danego i¡gu {an} utwórzmy nowy i¡g {sn} , zde�niowany jako:
s1 = a1, s2 = a1 + a2, . . . , sn = a1 + a2 + · · ·+ an =

n
∑

j=1

aj (1)Def. Je±li wy»ej zde�niowany i¡g {sn} posiada grani�, to grani� t� oznazamy sym-bolem:
∞
∑

n=1

an = lim
n→∞
sn = lim

n→∞

n
∑

j=1

aji nazywamy sum¡ szeregu niesko«zonego a1 + a2 + · · · + an + . . . . Mówimy w takimprzypadku, »e szereg jest zbie»ny. Je±li powy»sza grania nie istnieje, to mówimy, »e szeregjest rozbie»no±i.Uwaga. Szeregi mo»emy wi� uwa»a¢ za szzególny przypadek i¡gów. Maj¡ one jednakswoj¡ spey�k�, a przy tym s¡ na tyle wa»ne, »e rozwa»a si� je na ogóª odr�bnie.Przykªadem takiej pewnej odr�bno±i problemów przy rozwa»aniu i¡gów i szeregówjest problem ih zbie»no±i. W przypadku i¡gów (przynajmniej tyh które rozwa»ali±my)w wi�kszo±i przypadków umiemy polizy¢ ih granie. Inazej jest z szeregami: Za pomo¡dost�pnyh nam ±rodków rzadko umiemy znale¹¢ warto±¢ graniy i najz�±iej rozwa»anymproblemem jest problem zbie»no±i szeregu.Def. Ci¡g {sn} nazywamy i¡giem sum z�±iowyh szeregu niesko«zonego. Przykª.1. Szereg: 1 + 1 + 1 + . . . jest rozbie»ny do ∞, poniewa» sn = n.2. Szereg geometryzny 1 + q + q2 + · · · + qn + . . . jest zbie»ny, gdy |q| < 1. Mamybowiem:
sn =

1− qn+1
1− qi dla |q| < 1 i¡g {sn} jest zbie»ny, a jego grania jest

lim
n→∞
sn =

1

1− q3. Szereg 1 − 1 + 1 − 1 + 1 + . . . jest rozbie»ny; i¡g {sn} jest w tym przypadku:
1, 0, 1, 0, 1, . . . i nie posiada ani wªa±iwej, ani niewªa±iwej graniy.Def. n−t¡ reszt¡ szeregu a1 + a2 + · · ·+ an + . . . nazywamy szereg

rn = an+1 + an+2 + · · · =
∞
∑

m=n+1

am. (2)Stw. Je±li szereg a1 + a2 + · · ·+ an + . . . jest zbie»ny, to lim
n→∞
rn = 0.Dow. Zauwa»my, »e je±li szereg a1+ a2+ · · ·+ an+ . . . jest zbie»ny, to równie» szereg(2) jest zbie»ny przy ka»dej warto±i n. Poniewa»

rn = lim
k→∞
(an+1 + an+2 + · · ·+ an+k) = lim

k→∞
sn+k − sn =

∞
∑

m=1

am − sn,1



wi�
lim
n→∞
rn =

∞
∑

m=1

am − lim
n→∞
sn =

∞
∑

m=1

am −
∞
∑

m=1

am = 0. CBDO1.2 Ogólne wªasno±i szeregów zwi¡zane ze zbie»no±i¡Niektóre wªasno±i szeregów s¡ bezpo±rednimi konsekwenjami wªasno±i i¡gów. W tejSubsetion wymienimy wªa±nie takie.Tw. (Warunek Cauhy'ego). Warunkiem konieznym i dostateznym na to, aby szereg
a1 + a2 + . . . byª zbie»ny, jest, aby:

∀ǫ>0∃k∈N∀m∈N : |ak+1 + ak+2 + · · ·+ ak+m| < ǫ. (3)Dow.Widzieli±my, »e zbie»no±¢ szeregu jest równowa»na zbie»no±i jego sum z�±iowyh.Ponadto, przypomnijmy sobie warunek Cauhy'ego zbie»no±i i¡gu {sn} : Mówiª on, i»
∀ǫ>0∃k∈N∀m∈N : |sk+m − sk| < ǫ,a »e sn jest n−t¡ sum¡ z�±iow¡ szeregu, to otrzymujemy warunek (3). CBDOTw. Je±li szereg a1 + a2 + . . . jest zbie»ny, to lim

n→∞
an = 0.Uwaga: Innymi sªowy, je±li lim

n→∞
an 6= 0, to szereg a1 + a2 + . . . nie jest zbie»ny.Dow. Mamy: an = sn − sn−1, o daje

lim
n→∞
an = lim

n→∞
sn − lim

n→∞
sn−1 = 0,poniewa» lim

n→∞
sn = lim

n→∞
sn−1. CBDOUwaga: Powy»sze twierdzenie nie daje si� odwrói¢. Istniej¡ bowiem szeregi a1+a2+. . .rozbie»ne, dla któryh jednak lim

n→∞
an. Takim szeregiem jest szereg harmonizny:

1 +
1

2
+
1

3
+ · · ·+ 1

n
+ . . .Mamy bowiem:

1

3
+
1

4
> 2 · 1

4
=
1

2
;
1

5
+
1

6
+
1

7
+
1

8
> 22
1

2
; . . .

1

2n + 1
+ · · ·+ 1

2n+1
= 2n

1

2n+1
=
1

2
,mamy wi�

s2n+1 − s2n >
1

2
=⇒ s2n >

1

2
n.Tak wi� lim

n→∞
s2n =∞, zyli i¡g sum ¢z�±iowyh szeregu harmoniznego jest rozbie»ny,a to znazy, »e sam szereg harmonizny te» jest rozbie»ny (do ∞).Def. Szereg nazywamy ogranizonym, je±li i¡g jego sum z�±iowyh jest ogranizony(tzn. je±li istnieje taka lizba M , »e dla ka»dego n ∈ Ndb: sn < M).Tw. Ka»dy szereg zbie»ny jest ogranizony.Dow. jest to inne wypowiedzenie znanego nam twierdzenia, »e ka»dy i¡g zbie»ny jestogranizony. 2



CBDOMamy dwa naturalne twierdzenia dotyz¡e zbie»no±i szeregu sumy oraz ilozynuszeregu przez staª¡.Tw. Je»eli szeregi a1 + a2 + . . . i b1 + b2 + . . . s¡ zbie»ne, to
∞
∑

n=1

(an ± bn) =
∞
∑

n=1

an ±
∞
∑

n=1

bn.Dla ustalenia uwagi we¹my sum�. Mamy
∞
∑

n=1

(an ± bn) = lim
n→∞
(a1 + b1 + a2 + b2 + · · ·+ an + bn)

= lim
n→∞
(a1 + a2 + · · ·+ an) + lim

n→∞
(b1 + b2 + · · ·+ bn) =

∞
∑

n=1

an +
∞
∑

n=1

bn;dla ró»niy dowód jest analogizny. CBDOTw. Je»eli szereg a1 + a2 + . . . jest zbie»ny, to dla dowolnej staªej c ∈ R

∞
∑

n=1

can = c
∞
∑

n=1

an.Dow. Mamy bowiem
∞
∑

n=1

can = lim
n→∞
(ca1 + ca2 + · · ·+ can)

= c lim
n→∞
(a1 + a2 + · · ·+ an) = c

∞
∑

n=1

an. CBDOWniosek. W szzególno±i
∞
∑

n=1

(−an) = −
∞
∑

n=1

an.1.3 Szeregi naprzemienne-twierdzenie Leibniza; twierdzenie Abe-laDef. Szeregiem naprzemiennym nazywamy szereg postai
a1 − a2 + a3 − a4 + . . . , gdzie an  0. (4)Tw. (Leibniza). zwane te» z�±iej kryterium Leibniza Szereg naprzemienny (4), speªniaj¡ywarunki
a1  a2  a3  . . . oraz lim

n→∞
an = 0 (5)jest zbie»ny. Ponadto sumy z�±iowe tego szeregu: sn = a1 − a2+ a3 − a4 + · · · ± an orazsuma szeregu speªniaj¡ nierówno±i

s2n ¬
∞
∑

n=1

(−1)n−1an ¬ s2n+1. (6)3



Dow. Ci¡g sum z�±iowyh o wska¹nikah parzystyh jest niemalej¡y. Mamy bowiem
s2m+2 = s2m + (a2n+1 − a2n+2), a z zaªo»enia a2n+1 − a2n+2  0.Jest to jednoze±nie i¡g ogranizony, poniewa»

s2n = a1 − ((a2 − a3) + (a4 − a5) + . . . ) ¬ a1.Skoro tak, to i¡g {s2n} jest zbie»ny. Oznazmy jego grani� przez g: lim
n→∞
s2n = g. Za-uwa»my, »e udowodnimy zbie»no±¢ szeregu (5) dowodz¡, »e lim

n→∞
s2n+1 = g.Mamy: s2n+1 = s2n + a2n+1, o daje

lim
n→∞
s2n+1 = lim

n→∞
s2n + lim

n→∞
a2n+1 = g,bo lim

n→∞
a2n+1 = 0 na moy zaªo»enia.Wreszie, nierówno±i (6) wynikaj¡ z faktów, »e i¡g {s2n} jest rosn¡y (wi� jegogrania jest wi�ksza lub równa dowolnemu z wyrazów i¡gu), za± i¡g {s2n+1} jest malej¡y(wi� lim
n→∞
s2n+1  s2k+1 dla dowolnego k).Przykª. Szereg anharmonizny:

1− 1
2
+
1

3
− 1
4
+ . . . (7)jest zbie»ny. Poka»emy pó¹niej, »e sum¡ tego szeregu jest ln 2.i interpretaja elektrostatyzna. CBDOTw. (Abela).zwane te» z�±iej kryterium Abela Je±li i¡g {an} d¡»y monotoniznie do zera,za± szereg sum z�±iowyh i¡gu {bn} : Bn = b1+ b2+ · · ·+ bn jest ogranizony, to szereg

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn + . . . (8)jest zbie»ny.Dow. Oznazmy przez {sn} i¡g sum z�±iowyh szeregu b1+ b2+ . . . : sn = b1+ b2+
· · ·+ bn. Na moy zaªo»enia, istnieje takie M , »e dla ka»dego n ∈ N zahodzi |sn| < M .Aby dowie±¢, »e szereg (8) jest zbie»ny, oszaujmy sum�

akbk + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn (9)dla n > k. Zauwa»my najsampierw, i»
−2M < bm + bm+1 + · · ·+ bn < 2M (10)dla ka»dego m i n  m, poniewa»

|bm + bm+1 + · · ·+ bn| = |sn − sm−1| ¬ |sn|+ |sm−1| ¬ 2M.Wyra»enie (9) przepiszmy teraz tak:
akbk + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn =

(ak − ak+1)bk + (ak+1 − ak+2)(bk + bk+1)+
+(ak+2 − ak+3)(bk + bk+1 + bk+2) + · · ·++(an)(bk + bk+1 + · · ·+ bn) ¬4



¬ 2M((ak − ak+1) + (ak+1 − ak+2) + · · ·+ an) = 2Mak (11)na moy (10).Analogiznie mamy akbk + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn  −2Mak, a st¡d
|akbk + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn| ¬ 2Mak. (12)We¹my teraz jakie± ǫ > 0. Zakªadamy, »e i¡g {an} jest zbie»ny do zera; znazy to,»e istnieje takie k, »e ak < ǫ
2M

. Wy»ej udowodnili±my (12), o przepiszemy jako |akbk +
ak+1bk+1 + · · · + anbn| < ǫ. Zgodnie z warunkiem Cauhy'ego zbie»no±i i¡gu (je»eli
|an − am| < ǫ dla n,m dostateznie du»yh, to i¡g {an} jest zbie»ny), szereg ∑∞n=1 anbnjest zbie»ny. CBDOUwaga. Z wzoru (12) mamy oszaowanie na sum� szeregu:

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=1

anbn

∣

∣

∣

∣

∣

¬ 2Ma1; (13)jest tak, poniewa» na moy wzoru (12) nierówno±¢ |a1b1 + ak+1bk+1 + · · ·+ anbn| ¬ 2Ma1zahodzi dla ka»dego n.Uwaga 2. Kryterium Leibniza jest szzególnym przypadkiem kryterium Abela: W tymostatnim trzeba za i¡g {bn} wzi¡¢ bn = (−1)n.1.4 Szeregi o wyrazah dodatnih. Kryteria zbie»no±i d'Alembertai Cauhy'egoPrzy zaªo»eniu, »e wszystkie skªadniki szeregu a1 + a2 + . . . s¡ dodatnie, i¡g jego sumz�±iowyh jest rosn¡y. Wynika st¡d natyhmiast stwierdzenie:Stw. Szereg o wyrazah dodatnih jest albo zbie»ny, albo rozbie»ny do ∞. CBDOTw. (kryterium porównawze)1(Z) Je±li dla wszystkih n zahodzi 0 ¬ bn ¬ an i je±li szereg a1+a2+ . . . jest zbie»ny,to zbie»ny jest równie» szereg b1 + b2 + . . . . Przy tym zahodzi
∞
∑

n=1

bn ¬
∞
∑

n=1

an.(R) Je»eli natomiast szereg b1 + b2 + . . . jest rozbie»ny, to rozbie»ny jest te» szereg
a1 + a2 + . . . .Dow. (Z) Oznazmy sumy z�±iowe szeregów a1 + a2 + . . . i b1 + b2 + . . . jako sn i
tn:

sn = a1 + a2 + · · ·+ an, tn = b1 + b2 + · · ·+ bn.Mamy ozywi±ie tn ¬ sn.Mamy te»: (przypomnijmy sobie odpowiednie twierdzenia o graniah i¡gów mono-toniznyh)
sn ¬ lim

n→∞
sn =

∞
∑

n=1

an wi� tn ¬ ∞
∑

n=1

an.1Mo»na je wyra»a¢ w ró»nyh wersjah; tu jest jedna z nih5



Z nierówno±i tej wnioskujemy, »e i¡g sum z�±iowyh szeregu b1 + b2 + . . . jest ograni-zony, a wi� szereg b1 + b2 + . . . jest zbie»ny. Z drugiej strony, wynika st¡d nierówno±¢
∑∞
n=1 bn ¬

∑∞
n=1 an. (pami�tamy, »e dla i¡gów byªo: Je»eli dla i¡gu {xn} ka»dego nzahodzi: xn ¬ C, to lim

n→∞
xn ¬ C).(R) Ci¡g sum z�±iowyh szeregu b1+b2+ . . . jest monotonizny i nieogranizony, i �z uwagi na nierówno±¢ bn ¬ an � taki jest te» i¡g sum z�±iowyh szeregu a1+ a2+ . . . ;wobe tego szereg a1 + a2 + . . . jest rozbie»ny do ∞. CBDOKryterium powy»sze jest ogólne i sukes w jego stosowaniu do jakiego± szeregu b1 +

b2 + . . . zale»y od tego, zy znajdziemy taki szereg zbie»ny a1 + a2 + . . . , który szaujeod góry b1 + b2 + . . . .Przykª. Poka»emy zbie»no±¢ szeregu
∞
∑

n=1

1

n2
. (14)Uzynimy to przez porównanie go z szeregiem:

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+
1

n(n + 1)
+ . . . ; (15)mamy:

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+
1

(n− 1)n =
(

1− 1
2

)

+
(

1

2
− 1
3

)

+ · · ·+
(

1

(n− 1) −
1

n

)

= 1− 1
n
,zyli grania sum z�±iowyh sn szeregu (15) jest: lim

n→∞
sn = 1. Na moy kryterium po-równawzego, szereg (14) jest zbie»ny2.Bior¡ do porównywania w kryterium porównawzym szereg geometryzny, otrzymu-jemy nast�puj¡e dwa kryteria.Tw. (kryterium d'Alemberta). Szereg a1+a2+ . . . o wyrazah dodatnih, speªniaj¡ywarunek

lim
n→∞

an+1

an
< 1 (16)jest zbie»ny.Dow. We»my h takie, aby byªy speªniona nierówno±i: lim

n→∞

an+1
an
< h < 1. Istniejewi� k takie, »e dla n  k mamy an+1

an
< h, zyli an+1 < anh. Tak wi� szereg ak +

ak+1 + . . . ma skªadniki odpowiednio nie wi�ksze od skªadników szeregu geometryznego
ak + akh + akh

2 + . . . . Ten szereg geometryzny jest zbie»ny, bo 0 < h < 1. Z kryteriumporównawzego jest wi� zbie»ny szereg ∑∞n=k an, a o za tym idzie � i szereg ∑∞n=1 an.CBDOTw. (kryterium Cauhy'ego). Szereg a1 + a2 + . . . o wyrazah dodatnih, speªniaj¡ywarunek
lim
n→∞

n
√
an < 1 (17)jest zbie»ny.Dow. Podobnie jak w kryterium d'Alemberta, istnieje takie h i takie k, »e dla n  kzahodzi n

√
an < h, a to jest równowa»ne nierówno±i an < hn. Porównuj¡ teraz szereg2Zobazymy pó¹niej, »e suma szeregu (14) jest równa π266



ak + ak+1 + . . . z szeregiem geometryznym hk + hk+1 + . . . , widzimy, »e je»eli szereggeometryzny jest zbie»ny (tzn. h < 1), to zbie»ny jest równie» szereg a1 + a2 + . . . .Ustalili±my wi� pewne kryteria zbie»no±i. Daje si� te» znale¹¢ kryteria rozbie»no±i.Tw. (Kryteria rozbie»no±i). Je±li dla szeregu a1 + a2 + . . . o skªadnikah dodatnihzahodzi jedna z nierówno±i
lim
n→∞

an+1

an
> 1 lub lim

n→∞
n
√
an > 1, (18)to szereg jest rozbie»ny.Dow. Je±li ma miejse pierwsza z nierówno±i (18), to dla dostateznie du»yh nmamy

an+1

an
> 1 o daje an+1 > an,a to znazy, »e i¡g {an} nie jest zbie»ny do 0, zyli nie jest speªniony warunek konieznyzbie»no±i szeregu � tak wi� szereg a1 + a2 + . . . jest rozbie»ny.Je±li natomiast speªniona jest druga z nierówno±i (18), to dla dostateznie du»yh nmamy

n
√
an > 1; o daje an+1 > 1,i znowu i¡g {an} nie jest zbie»ny do 0. CBDOPrzykª. Szereg:

∞
∑

n=1

xn

n!
(19)dla x  0 jest zbie»ny.Dow. Mamy:

an+1

an
=
xn+1

xn
n!

(n + 1)!
=
x

n+ 1
=⇒ lim

n→∞

an+1

an
= 0.Z kryterium d'Alemberta wynika, »e szereg (19) jest zbie»ny.Przykª. Kryterium d'Alemberta nie rozstrzyga o zbie»no±i szeregu harmoniznego aniszeregu (14).W takih przypadkah trzeba stosowa¢ inne, bardziej subtelne kryteria (Kummera,Raabego), o któryh zainteresowany Czytelnik mo»e przezyta¢ w ksi¡»kah podanyh wliteraturze. Tu sformuªujemy jeszze jedno, do±¢ uniwersalneTw. (kryterium "zag�szzeniowe" Cauhy'ego). Rozwa»my szereg S = a1+ a2+ · · · =

∑∞
n=1 an o wyrazah dodatnih, gdzie i¡g {an} d¡»y do zera monotoniznie. Utwórzmyszereg "zag�szzony": Z = ∑∞k=0 2ka2k . Wtedy je±li szereg Z jest zbie»ny, to szereg S te»jest zbie»ny; i je±li szereg Z jest rozbie»ny, to szereg S te» jest rozbie»ny.

7



Dow. Zbie»no±¢: Mamy nast�puj¡e oszaowanie z góry na szereg S:
S = a1

+a2 + a3

+a4 + a5 + a6 + a7

+a8 + a9 + · · ·+ a15 + . . .
¬ a1
+2 · a2
+4 · a4

+8 · a8 + · · · =
∞
∑

k=0

2ka2k = Z;je±li wi� zbie»ny jest szereg zag�szzony Z, to � wzi¡wszy pod uwag� kryterium porów-nawze � jest zbie»ny te» szereg wyj±iowy S.Rozbie»no±¢: Mamy te» nast�puj¡e oszaowanie z doªu na szereg S:
S = a1 + a2

+a3 + a4

+a5 + a6 + a7 + a8

+a9 + · · ·+ a15 + . . .
 a1 + a2
+2 · a4
+4 · a8

+8 · a16 + · · · =
=
1

2
a1 +
1

2
(a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . ) 

1

2
Z,zatem � z kryterium porównawzego � je±li rozbie»ny jest szereg zag�szzony Z, to roz-bie»ny jest te» wyj±iowy szereg S. CBDOPrzykª. Rozwa»my zbie»no±¢ szeregu:

∞
∑

n=1

1

nα
, (20)gdzie α > 0 (dla α ¬ 0 nie jest speªniony warunek koniezny zbie»no±i szeregu).Rozwa»my szereg "zag�szzony":

∞
∑

k=1

2k
1

2kα
=
∞
∑

k=1

2k(1−α) =
∞
∑

k=1

(

2(1−α)
)kW ostatniej sumie rozpoznajemy szereg geometryzny. Oznazaj¡: q = 2(1−α) widzimy,»e b�dzie on zbie»ny, je±li q < 1, o ma miejse wtedy, gdy α > 1.Tak wi�: szereg (20) jest zbie»ny dla α > 1, a rozbie»ny dla α ¬ 1.8



1.5 Szeregi bezwzgl�dnie zbie»neDef. Szereg a1+a2+ . . . nazywamy bezwzgl�dnie zbie»nym, je±li szereg |a1|+ |a2|+ . . . jestzbie»ny. Szereg, który jest zbie»ny, ale nie jest bezwzgl�dnie zbie»ny, nazywamy warunkowozbie»nym.Tw. Je±li szereg a1+a2+ . . . jest zbie»ny bezwzgl�dnie, to jest te» zbie»ny w zwykªymsensie. Ponadto
∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=1

an

∣

∣

∣

∣

∣

¬
∞
∑

n=1

|an|. (21)Dow. Zgodnie z warunkiem Cauhy'ego zbie»no±i szeregów, musimy oszaowa¢ sum�:
ak + ak+1 + · · ·+ an i pokaza¢, »e dla dostateznie du»yh k i dowolnyh n (n > k) sumata jest dowolnie maªa. Mamy:

|ak + ak+1 + · · ·+ an| ¬ |ak|+ |ak+1|+ · · ·+ |an| ¬
∞
∑

i=k

|ai|.Ostatnia suma powy»ej, jako reszta rk−1 szeregu zbie»nego, d¡»y do 0, gdy k d¡»y do ∞.Innymi sªowy, dla dowolnego ǫ > 0 istnieje takie k, »e rk−1 < ǫ, sk¡d |ak+ak+1+· · ·+an| < ǫdla ka»dego n > k.W ten sposób pokazali±my zbie»no±¢ szeregu a1+ a2+ . . . . Ponadto, oznazaj¡: sn =
a1 + a2 + · · ·+ an oraz tn = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| mamy: |sn| ¬ tn, sk¡d, po przej±iu dograniy, wynika

| lim
n→∞
sn| = lim

n→∞
|sn| ¬ lim

n→∞
tn,a to jest dokªadnie wzór (21). CBDOPrzykª. Szereg geometryzny 1+ q+ q2+ . . . , gdzie |q| < 1, jest zbie»ny bezwzgl�dnie,poniewa» jest zbie»ny szereg 1 + |q|+ |q|2 + . . . .Przykª. Szereg∑∞n=1 xnn! jest zbie»ny bezwzgl�dnie dla ka»dego x. Jak si� niedªugo oka»e,jego suma jest równa ex.Przykª. Szereg anharmonizny jest zbie»ny warunkowo, poniewa» szereg warto±i bez-wzgl�dnyh jego skªadników to szereg harmonizny, który jest rozbie»ny.1.6 (Pozorne) paradoksy z szeregami niesko«zonymiPrzyjrzymy si� teraz zagadnieniu przemienno±i szeregów niesko«zonyh. Wiemy, »e do-dawanie jest przemienne, tzn. a + b = b + a, o implikuje, »e suma sko«zonej ilo±iskªadników jest przemienna, tzn. nie zale»y od kolejno±i skªadników. Okazuje si�, »eanalogizna wªasno±¢ ma te» miejse dla szeregów bezwzgl�dnie zbie»nyh, natomiast naogóª nie zahodzi dla szeregów zbie»nyh warunkowo. B�dziemy to pokazywa¢, ale naj-sampierw spreyzujemy, o rozumiemy przez zmian� kolejno±i skªadników, gdy ilo±¢ tyhskªadników jest niesko«zona.Def. Przez permutaj� i¡gu lizb naturalnyh rozumiemy i¡g lizb naturalnyh {mn}

= m1, m2, . . . taki, »e ka»da lizba naturalna wyst�puje w i¡gu {mn} dokªadnie raz. Je±li
m1, m2, . . . jest permutaj¡ i¡gu lizb naturalnyh, to mówimy, »e szereg am1 + am2 +
· · · + amn + . . . powstaª z szeregu a1 + a2 + . . . + an + . . . przez zmian� porz¡dku jegoskªadników. 9



Tw. Ka»dy szereg bezwzgl�dnie zbie»ny jest przemienny. Inazej mówi¡, je±li szereg
∑∞
n=1 an jest bezwzgl�dnie zbie»ny i je±li m1, m2, . . . jest permutaj¡ i¡gu lizb natural-nyh, to

∞
∑

n=1

amn =
∞
∑

n=1

an. (22)Dow. Nieh ǫ > 0. Ze zbie»no±i szeregu |a1|+ |a2|+ . . . wynika, »e istnieje takie k, »e
∞
∑

i=k+1

|ai| < ǫ. (23)Poniewa» i¡g {mn} zawiera wszystkie lizby naturalne, wi� istnieje takie r, »e w±ródlizb m1, m2, . . . , mr wyst�puj¡ lizby 1, 2, 3, . . . , a» do k. Poniewa» za± ka»da lizba na-turalna wyst�puje dokªadnie raz w i¡gu {mn} , to dla ka»dego n > r mamy mn > k.Je±li wi� przy danym n > r ze zbioru m1, m2, . . . , mr, . . . , mn skre±limy lizby 1, 2, . . . , k,to pozostan¡ w nim wyª¡znie lizby wi�ksze od k (przy tym wszystkie ró»ne). Tak wi�,oznazaj¡
sn = a1 + a2 + . . .+ an, tn = am1 + am2 + · · ·+ amni skre±laj¡ w ró»niy tn − sn skªadniki o równyh wska¹nikah, otrzymamy w ró»niy

tn − sn jedynie skªadniki o wska¹nikah wi�kszyh od k. Wynika st¡d, »e
|tn − sn| ¬ 2

∞
∑

i=k+1

|ai|,sk¡d mamy:
|tn − sn| < 2ǫ.na moy (23). Poniewa» ta ostatnia nierówno±¢ zahodzi dla ka»dego n > r, to zahodzi:

lim
n→∞
tn = lim

n→∞
sn, a to oznaza, »e speªniona jest teza twierdzenia, tzn. (22). CBDOUwaga. Powy»sze twierdzenie nie jest prawdziwe dla dowolnego szeregu zbie»nego.Jako przykªad, we¹my szereg anharmonizny i oznazaj¡ jego sum� przez c (niedªugooka»e si�, »e c = ln 2), przestawmy jego skªadniki w nast�puj¡y sposób:

c = 1− 1
2
+
1

3
− 1
4
+
1

5
− 1
6
+
1

7
− 1
8
+
1

9
− . . . ;polizmy c+ 1

2
c:
c +
1

2
c = 1 +

1

3
− 1
2
+
1

5
+
1

7
− 1
4
+
1

9
+
1

11
− 1
6
+ . . .w zym rozpoznajemy sum� szeregu anharmoniznego po przestawieniu skªadników. Takwi� przez przestawienie skªadników uzyskali±my szereg zbie»ny do innej warto±i. Okazujesi�, »e ma miejse nawet bardziej (pozornie) paradoksalna sytuaja:Tw. (Riemanna): Maj¡ dany szereg zbie»ny warunkowo, mo»na przez zmian� po-rz¡dku jego skªadników uzyska¢ szereg rozbie»ny lub zbie»ny do dowolnej, z góry zadanejgraniy (sko«zonej lub niesko«zonej).Bez dowodu. (Dla iekawyh, jest np. w skrypie P. Urba«skiego, "Analiza", t. 1).Zagadka. Widzieli±my, »e energia elektrostatyzna krysztaªu jednowymiarowego jestrówna sumie szeregu anharmoniznego. Czy to znazy, »e ta energia mo»e by¢ dowol-na, je±li przez zmian� kolejno±i sumowania mo»na uzyska¢ dowoln¡ warto±¢? Mo»e wi�energia elektrostatyzna jest ¹le okre±lon¡ wielko±i¡?10



1.7 Mno»enie szeregówWiemy, »e je±li pomno»ymy dwie sko«zone sumy, to znów otrzymamy jak¡± sum�. Przyszeregah niesko«zonyh pojawiaj¡ si� pytania o zbie»no±¢. Poni»sze twierdzenie pokazu-je, »e dla szeregów bezwzgl�dnie zbie»nyh szeregi dadz¡ si� pomno»y¢, i szereg w wynikupowstaªy ma tak¡ posta¢, jakiej ozekujemy.Tw. (Cauhy'ego). Przy zaªo»eniu, »e szeregi:∑∞n=1 an i∑∞n=1 bn s¡ bezwzgl�dnie zbie»-ne, zahodzi
∞
∑

n=1

an ·
∞
∑

n=1

bn =
∞
∑

n=1

cn, (24)gdzie
c1 = a1b1,

c2 = a1b2 + a2b1,

. . . ,

cn = a1bn + a2bn−1 + · · ·+ an−1b2 + anb1 =
n
∑

k=1

akb
n+1−k.Dow. Oznazmy

sn = a1 + a2 + · · ·+ an, tn = b1 + b2 + · · ·+ bn, un = c1 + c2 + · · ·+ cn,zyli
un = a1tn + a2tn−1 + a3tn−2 + · · ·+ ant1.B�dziemy szaowa¢ ró»ni�
sntn − un = a1tn + a2tn + · · ·+ antn − un =

= a2(tn − tn−1) + a3(tn − tn−2) + · · ·+ an(tn − t1). (25)Poniewa» szeregi:∑∞n=1 bn i∑∞n=1 |an| s¡ zbie»ne, a wi� ogranizone, to istnieje taka lizba
M , »e dla ka»dego j zahodzi:

|tj | < M oraz |a1|+ |a2|+ · · ·+ |aj| < M. (26)Warunek zbie»no±i szeregu b1 + b2 + . . . oznaza dokªadnie tyle, o warunek zbie»no±ii¡gu {tn} ; zapiszmy warunek Cauhy'ego zbie»no±i i¡gu {tn} : Dla ka»dego ǫ > 0istnieje takie k, »e je±li n > m > k, to zahodzi
|tn − tm| < ǫ (27)Podobnie dla szeregu |a1|+ |a2|+ . . . mamy

|ak+1|+ |ak+2|+ · · ·+ |an| < ǫ. (28)W dalsym i¡gu we¹my n > 2k. Na moy (25) mamy
|sntn − un| ¬ (|a2||tn − tn−1|+ · · ·+ |ak||tn − tn−k+1|)+

+(|ak+1||tn − tn−k|+ · · ·+ |an||tn − t1|).11



Oszaujmy teraz pierwszy nawias wykorzystuj¡ (27), a drugi � wykorzystuj¡ (26), pa-mi�taj¡ zarazem, »e n− k + 1 > k oraz |tn − tj | ¬ |tn|+ |tj | < 2M :
|sntn − un| ¬ (|a2|+ · · ·+ |ak|)ǫ+ (|ak+1|+ · · ·+ |an|) · 2M < Mǫ + ǫ · 2M,Tym samym pokazali±my, »e nierówno±¢: |sntn−un| < 3Mǫ zahodzi dla ka»dego n > 2k.Znazy to, »e lim

n→∞
(sntn − un) = 0. Poniewa» za± i¡gi: {sn} i {tn} s¡ zbie»ne, wi�

lim
n→∞
sntn = lim

n→∞
sn lim
n→∞
tn, a to znazy, »e lim

n→∞
sn · lim

n→∞
tn = lim

n→∞
sntn = lim

n→∞
un, zylizahodzi wzór (24). CBDOPrzykª. Poka»emy, »e

∞
∑

n=0

xn

n!

∞
∑

n=0

yn

n!
=
∞
∑

n=0

(x+ y)n

n!
(29)Mamy bowiem:

∞
∑

n=0

xn

n!
·
∞
∑

n=0

yn

n!
=
∞
∑

n=0

(

1 · y
n

n!
+
x

1!
· y

n−1

(n− 1)! +
x2

2!
· y

n−2

(n− 2)! + · · ·+
xn

n!
· 1
)

=
∞
∑

n=0

1

n!

(

yn +
n

1!
xyn−1 +

n(n− 1)
2!

x2yn−2 + · · ·+ xn
)

=
∞
∑

n=0

(x+ y)n

n!(przy ostatniej równo±i wykorzystali±my wzór dwumienny Newtona).Uwaga. Twierdzenie o mno»eniu szeregów jest prawdziwe te» przy sªabszym zaªo»eniu,a mianowiie, »e jeden z szeregów (tu: a1+a2+ . . . ) jest bezwzgl�dnie zbie»ny, a drugi(tu:
b1+b2+ . . . ) jest zbie»ny, ale niekonieznie bezwzgl�dnie. W dowodzie wykorzystywali±mybowiem tylko bezwzgl�dn¡ zbie»no±¢ szeregu a1 + a2 + . . . .Je±li natomiast oba szeregi s¡ warunkowo zbie»ne, to szereg c1 + c2 + . . . mo»e by¢rozbie»ny.Przykª. We¹my

an = bn =
(−1)n√
n
;szeregi a1 + a2 + . . . i b1 + b2 + . . . s¡ wówzas zbie»ne (z jakiego kryterium?), za± szereg

c1 + c2 + . . . jest rozbie»ny.2 Szeregi pot�goweDef. Szeregiem pot�gowym nazywamy szereg
S(x) =

∞
∑

n=0

anx
n (30)Wyra»enia bardzo podobne pojawiaªy si� przy omawianiu wzoru Taylora; tyle »e tamsuma byªa sko«zona i na ko«u �gurowaªa tam reszta. Ale je±li reszt� mo»na uzyni¢dowolnie maª¡, to otrzyma si� wyra»enie dokªadnie takie, jak (30).�eby to dokªadniej zobazy¢, przypomnijmy sobie wzór Taylora:

f(b) = f(a) +
f ′(a)

1!
(b− a) + f

′′(a)

2!
(b− a)2 + · · ·+ f

(n−1)(a)

(n− 1)! (b− a)
n−1 +Rn, (31)12



Dla ustalenia uwagi we¹my a = 0 oraz oznazmy x = b Wtedy wida¢, »e je±li zahodzi
lim
n→∞
Rn = 0, to funkja f(x) daje si� rozwin¡¢ w szereg pot�gowy:

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · · =

∞
∑

n=0

fn(0)

n!
xn (32)Podamy teraz proste kryterium, kiedy funkj� mo»na rozwin¡¢ w szereg (32).Stw. Zaªó»my, »e wszystkie pohodne f (n) s¡ ogranizone w przedziale [0, x], tzn.istnieje taka lizbaM , »e nierówno±¢ |f (n)(θx)| < M zahodzi dla ka»dego n i dla ka»dego

θ ∈]0, 1[. Wtedy f(x) ma rozwini�ie (32) w szereg pot�gowy.Dow. Mamy:
|Rn| =

∣

∣

∣

∣

xn

n!
f (n)(θx)

∣

∣

∣

∣

¬
∣

∣

∣

∣

xn

n!

∣

∣

∣

∣

M,a poniewa»
lim
n→∞

xn

n!
= 0, wi� te» lim

n→∞
Rn = 0. CBDODef. Przedziaªem zbie»no±i szeregu pot�gowego nazywamy zbiór tyh x ∈ R, dlaktóryh szereg (30) jest zbie»ny.2.1 Rozwini�ia w szereg ró»nyh funkji2.1.1 Funkja wykªadniza

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · · =

∞
∑

n=0

xn

n!
.Mamy bowiem: f (n)(x) = ex, a st¡d f (n)(0) = 1. Oszaowanie reszty: Zauwa»my, »e wprzedziale [0, x] pohodne wszystkih rz�dów s¡ wspólnie ogranizone; je±li bowiem 0 ¬ x,to f (n)(θx) ¬ ex, za± gdy x < 0, to f (n)(θx) < 1. Szereg powy»szy jest zbie»ny dla ka»dego

x ∈ R.2.1.2 Funkje trygonometryzne
sin x =

x

1!
− x

3

3!
+
x5

5!
+ . . .Bowiem mamy: f (n)(0) = sin 0 dla n parzystyh, oraz f ′(0) = 1, f ′′′(0) = −1, f (5)(0) = +1itd. Oszaowanie reszty: Pohodne wszystkih rz�dów funkji sin x s¡ wspólnie ogranizonedla dowolnego x przez 1.Podobnie pokazujemy, »e

cosx = 1− x
2

2!
+
x4

4!
+ . . .Rozwini�ia w szereg funkji sin i os s¡ zbie»ne dla dowolnego x ∈ R.

13



2.1.3 (uogólniony) dwumian Newtona dla dowolnyh wykªadników rzezywi-styh (nie naturalnyh)
(1+x)a = 1+ ax+

a(a− 1)
2!
x2+ · · · =

∞
∑

n=0

a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n + 1)
n!

xn dla |x| < 1.(33)Z uwagi na nieo odmienne tehniki oszaowa«, rozwa»ymy oddzielnie przypadki x > 0 i
x < 0.1. Przypadek x > 0. Dla f(x) = (1 + x)a, n−ta pohodna jest

f (n)(x) = a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n+ 1)(1 + x)a−no daje wyra»enie na reszt� w postai Lagrange'a
Rn(x) =

a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n + 1)
n!

xn(1 + θnx)
a−n.Mamy:

lim
n→∞

a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n+ 1)
n!

xn = 0 dla |x| < 1Gdyby kto± zapomniaª, jak takie granie si� lizy, to we¹my iloraz (n+1)−wszego i n−tego wyrazui¡gu an = a(a−1)(a−2)...(a−n+1)
n! xn. Mamy:

an+1

an
=
a− n+ 1
(n+ 1)

x
n→∞−→ 0zyli wyrazy i¡gu {an} s¡ � o najmniej od pewnego miejsa � mniejsze od wyrazów i¡gugeometryznego o q < 1; za q mo»na wzi¡¢ jak¡± lizb� wi�ksz¡ od x a mniejsz¡ od 1. A to znazy,»e i¡g {an} jest zbie»ny do zera.Aby wi� dowie±¢, »e lim

n→∞
Rn(x) = 0, wystarzy pokaza¢, »e przy danym x i¡g (1+

θnx)
a−n jest ogranizony dla dowolnego n. Poniewa» x > 0, to zahodzi nierówno±¢:

1 < 1 + θnx < 1 + x, z zego wynika
1 ¬ (1 + θnx)a ¬ (1 + x)a dla a  0, lub (1 + x)a ¬ (1 + θnx)a ¬ 1 dla a ¬ 0.Zahodzi te» nierówno±¢ (1+ θnx)−n < 1. Ostateznie widzimy, »e i¡g (1+ θnx)a−njest ogranizony.2. Przypadek x < 0. Zapisuj¡ reszt� w postai Cauhy'ego, mamy

Rn(x) =
a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n + 1)

n!
xn(1− θ′n)n−1(1 + θ′nx)a−n.Mamy, podobnie jak poprzednio

lim
n→∞

a(a− 1)(a− 2) . . . (a− n + 1)
n!

xn−1 = 0 dla |x| < 1Poka»my � te» podobnie jak poporzednio � »e i¡g (1 − θ′n)n−1(1 + θ′nx)a−n jestogranizony. Poka»emy równowa»nie, »e i¡gi:
(

1− θ′n
1 + θ′nx

)n−1 oraz (1 + θ′nx)a−1 (34)14



s¡ ogranizone. Podstawmy: y = −x. Mamy: y > 0 oraz θ′n > θ′ny, zatem 1− θ′n <
1− θ′ny < 1. Tak wi�

(

1− θ′n
1− θ′ny

)n−1

< 1.Mamy te»: 1− y < 1− θ′ny < 1, zatem
(1−y)a−1 ¬ (1−θ′ny)a−1 ¬ 1 dla a−1  0, lub 1 ¬ (1−θ′ny)a−1 ¬ (1−y)a−1 dla a−1 ¬ 0Obydwa i¡gi (34) s¡ wi� ogranizone. Znazy to, »e lim

n→∞
Rn(x) = 0.Rozwini�ia dla kilku warto±i a

• a = −1. Otrzymujemy znany nam wzór
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + . . . , (35)a za hwil� si� nam przyda

•

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + . . . , (36)

• a = 1
2
. Mamy:

√
1 + x = 1 +

1

2
x− 1

2 · 4x
2 +

1 · 3
2 · 4 · 6x

3 + . . .

• a = −1
2
. Mamy:

1√
1 + x

= 1− 1
2
x+
1 · 3
2 · 4x

2 − 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6x

3 + . . .

• St¡d od razu wynika:
1√
1− x2

= 1 +
1

2
x2 +
1 · 3
2 · 4x

4 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6x

6 + . . . (37)Zastosowanie ostatniego wzoru. Energia kinetyzna w ruhu relatywistyznym jest
E =

m0c
2

√

1− v2
c2

,gdzie m0 jest mas¡ spozynkow¡ z¡stki, v � pr�dko±¢, c � pr�dko±¢ ±wiatªa. Gdy v jestznaznie mniejsze od c, to mo»na powy»sze wyra»enie rozwi«¡¢ w szereg Taylora w pot�-gah v
c
i pierwszyh kilka wyrazów b�dzie dobrym przybli»eniem ogólnego wzoru. Mamy:

E ≈ m0c2 +
1

2
m0v

2 +
3

8

v2

c2
m0v

2 + . . . ;pierwszy wyraz to energia odpowiadaj¡a masie spozynkowej; drugi � to zwykªa (nierela-tywistyzna) energia kinetyzna; i trzei � to pierwsza poprawka relatywistyzna (znaz¡anp. w przypadku widm elektronowyh i�»szyh atomów).15



2.2 Ró»nizkowanie szeregów pot�gowyhTw. Je»eli: f(x) = a0 + a1x+ a2x2 + . . . , to dla ka»dego x le»¡ego wewn¡trz przedziaªuzbie»no±i zahodzi
f ′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + . . . ,przy zym przedziaªy zbie»no±i szeregów dla f i f ′ s¡ takie same.Dow. Bez dowodu. CBDOUwaga. Innymi sªowy, szeregi pot�gowe mo»na (wewn¡trz przedziaªu zbie»no±i) ró»-nizkowa¢ wyraz za wyrazem.Wykorzystuj¡ to twierdzenie, wypiszemy rozwini�ia w szereg kilku dalszyh funkji.
• Rozwa»my szereg:

F (x) = x− x
2

2
+
x3

3
+ · · · =

∞
∑

n=1

(−1)n+1x
n

n
; (38)Zró»nizkujmy ten szereg wyraz za wyrazem; w my±l powy»szego twierdzenia,otrzymanyszereg to b�dzie rozwini�ie w szereg pohodnej F ′(x). Wida¢, »e pohodn¡ szere-gu (38 jest szereg (35), który de�niuje funkj� 1

1+x
. Jaka funkja F (x) speªnia:

F ′(x) = 1
1+x

? Odpowied¹ jest ªatwa: Jest to funkja: ln(1 + x) +C. Musi zahodzi¢:
F (0) = 0 = ln 1 + C, o daje C = 0. Mamy zatem:

ln(1 + x) = x− x
2

2
+
x3

3
+ · · · =

∞
∑

n=1

(−1)n+1x
n

n
. (39)

• Teraz rozwa»my:
G(x) = x− x

3

3
+
x5

5
− x

7

7
+ . . . ; (40)wida¢, »e jego pohodna to szereg (36). Argumentuj¡ jak w poprzednim przy-kªadzie, widzimy, »e G(x) = arctg(x), zyli rozwini�ie w szereg pot�gowy funkji

arctg(x) dane jest wzorem (40). Przedziaª zbie»no±i tego szeregu to ]− 1, 1].
• Wreszie, bior¡ szereg:

H(x) == x+
1

2 · 3x
3 +

1 · 3
2 · 4 · 5x

5 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 7x

7 + . . . (41)widzimy, »e pohodna tego szeregu to funkja 1√
1−x2

, zatem wzór (41) okre±la roz-wini�ie w szereg funkji arcsin(x).
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