1 Wilasnosci RY

1.1 Odleglosci i normy w RY

Bedziemy sie teraz zajmowaé funkcjami od n zmiennych, tzn. okre§lonymi na RV =
R xR x --- xR (iloczyn kartezjanski N egzemplarzy R).
Punkt z nalezacy do R" bedziemy oznaczaé¢ jako

= (2" 2% ..., 2").
Przykt. Wysoko§¢ terenu n.p.m. jako funkcja dlugosci i szerokosci geograficzne;j.
Przykl. Temperatura w atmosferze (czy innym osrodku) jako funkcja dt. i szer. geogr.
oraz wysokoSci.
Poczatkiem do badania R" i funkcji na niej jest zdefiniowanie odlegto$ci. Przypomnijmy
sobie, jak definiowaliémy odlegtos¢é w R2. Jest ona wyznaczana z tw. Pitagorasa: RYS.:
Dla dwoch punktéw a = (a',a?) i b= (b',0?) odleglos¢ D(a,b) pomiedzy nimi jest

D(a,b) = \/(a — )2 + (a2 — 1),

Analogicznie postepujemy w przestrzeniach o wiekszej liczbie wymiarow: Jesli z,y € RY,
to odleglos¢ d(x,y) miedzy nimi definiujemy jako
Def.
N
d(x,y) = | > (aF — yb)? (1)
k=1

Inne oznaczenie d(z,y) w RY to ||z — ||, tzn.

Def.

Jedli mamy punkt r = (r',r? ... ;rY) € RY, to na ||r|| = \/fo:l(:ck — y*)2 mozemy
patrze¢ jako na odleglto$¢ punktu r od zera:

N

7]l = 4| 2 (r*)? = d(r, 0). (2)

k=1

Tak zdefiniowana norma ma wazne wlasnosci, ktére teraz wypiszemy.
Wlasno$ci normy.

1. || = || = ||r|| 1 ogblniej, ||ar|| = |a| - ||r]|, gdzie o € R.

2.
[z +yll <l + 1yll; (3)

ta nier6wno$¢ nazywana jest nierownosciq trojkgta.

Dow. p.2): Nieréwno$é trojkata wynika z nierdwnosci Schwarza: Dla dowolnych x,y € RY
zachodzi

N
[ D2yt < el Myl (4)
k=1

Dow. Rozpatrzmy nastepujacg funkcje zmiennej rzeczywistej A:

N N N N
FO) =D 2" = M) = Y (@) =20 3oty  + X% Y (v
k=1 k=1 k=1 k=1



f(A) jest tréjmianem kwadratowym w A. Ponadto f(\) < 0, poniewaz f()\) jest pelnym
kwadratem. Skoro tréjmian f(\) jest nieujemny, to jego wyréznik A musi by¢ niedodatni.
Policzmy ten wyréznik:

N N N
A _ 4(2 :L‘kyk)Q o 42(1,19)2 (yk)Q < O, (5)
k=1 k=1 k=1
co mozemy przepisa¢ jako
N N N
(Do y")? < 3@ (")
k=1 k=1 k=1

Po wyciagnieciu pierwiastka kwadratowego z obu stron nieréwnosci i skorzystaniu z definicji
normy (2) otrzymujemy nieré6wnos¢ (4).

CBDO
Dow. nier6wnosci trojkata (3). Policzmy:
N N N N
lz —yll* = > (" + ") =D (") + 23 2ty + 3 (")
k=1 k=1 k=1 k=1
< 2l + 2l [yl + 1yl P = (] + [lyl])*.
z czego trzeba jeszcze wyciagnaé pierwiastek, aby otrzymac (3).

CBDO

Uwaga: Czy w nieréwnosci Schwarza moze wystapi¢ réwno§é? TAK — jesli x jest
proporcjonalne do y (tzn. = ~y dla pewnego v € R; wtedy A = 0, a to znaczy (p.
rown (5)) ze w nier. Schwarza ma miejsce r6Wnosé.

Podsumujmy wlasnos$ci odleglosci, definiowanej przez (1): Dla dowolnych punktéow
x,y, 2 € RY zachodzi:

1. d(x,y) > 0, przy czym d(x,y) =0 <= = =y.

2. d(z,y) = d(y,z).
3. d(z,z) < d(x,y)+ d(y, z) (jest to tzw. nierdwnosé trajkata). RYS.

Okazuje sie, ze odlegtos¢ euklidesowa nie jest jedyna funkcjg od dwu argumentéw, spelniajaca
powyzsze warunki. Na przestrzeni RY mozna wprowadzi¢ wiele innych funkcji, zaleznych
od dwu argumentéw, ktore speiniajg powyzsze warunki i ktére w zwigzku z tym mozna
tez nazwaé odlegloSciami. Prowadzi to do pojecia przestrzeni metrycznes:

Def. Przestrzenig metryczng nazywamy zbiér punktéw z funkcja dwoch zmiennych
d(-,-) (zwana metrykq lub odlegtoscig, ktorych odlegtosé spelnia powyzsze wlasnosci 1.,
2.13.

Przykt. Wprowadzmy na RY nastepujaca metryke:

do(xay) = Zl |xz - yz| (6)

Latwo sprawdzi¢, ze d.(z,y) spelnia powyzsze wlasnosci 1., 2. i 3.; pierwsze dwie s3
oczywiste, a trzecia wynika z nieréwnosci dla wartosci bezwzglednej: |x — 2| < |z — y| +
ly —=2l.



1.2 Ciagi punktéw z RY

Oznaczmy przez {a,} = (a1, as,...) ciag punktéw z RV: a,, € RN tzn. a, = (a}, a? N

ny Wpyeo ey Uy )

Def. Méwimy, ze ciag {a,} punktéw z RY jest zbiezny do g € RY, jesli

cd(a,, g) < e 7
eYO MEleN n>vM (an, 9) < € 9
Uwaga. Warunek (7) oznacza, ze ciag (o wartosciach rzeczywistych!): d(a,,g) dazy do

zera dla n dazacego do oc:
d(a’na g) Tﬂo 0

Jesli warunek (7) jest spelniony, to piszemy tez:

a, == g

Podobnie jak w przypadku ciagéw o wartoSciach rzeczywistych, mamy twierdzenie o
jednoznacznoéci granicy.

Tw. Jeslia, —> gia, — ¢',to g=g¢'.

Dow. Mamy:

0<d(g,d') <d(g,an) +d(g';an) =0,
co znaczy, ze d(g,¢') = 0, a wiec g = ¢'.
CBDO

Badanie zbieznosci ciagéw o wartoéciach w RY jest réwnowazne badaniu zbieznosci
ciagdbw w R. Moéwi o tym nastepujace

Stw. Niech {a,} bedzie ciagiem punktéw przestrzeni R"; niech g € RY. Wtedy

(an =% g) <= (dla wszystkich k = 1,2,..., N : a® =% ¢k). (8)

N
d(anag) = (az - gk)27
k=1

i poniewaz kazde z wyrazeri pod pierwiastkiem dazy do zera: |a® — ¢g¥| == 0, to ich suma
tez dazy do zera, a to znaczy, ze a, — g.

Dow. «—

—
Mamy: ||r|| = /S, (r*)2. Wybierzmy ktéra$ k—ta sktadowa i mamy z nieréwnoéci
trojkata:
7]l >/ (r%)2 = |7,
co daje:
d(an7g) 2 ‘a’fz - gk‘ 2= 07
iz tw. o 3 ciagach, jezeli d(a,, g) — 0, to takze |a* —g*| == 0, a to znaczy, ze a* "= g*
dlak=1,2,..., N.
CBDO

Def. Niech X C RY. Méwimy, ze X jest ograniczony, jedli istnieje taka liczba M, ze

Voo lxl| < M
reX

(tzn. odlegtosci wszystkich punktoéw zbioru X od zera sa nie wieksze od liczby M).
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Niech s ¢ RV i R € R,.
Def. Kulg (otwartg) K (s, R) o érodku w s i promieniu R nazywamy zbiér tych punktéw
R, ze ich odlegloéé od s jest nie wicksza od R: RYS.

K(s,R)={zx € R" : d(z,s) < R}. (9)

Uwaga. Wlasno§¢ ograniczonosci zbioru mozna réwnowaznie tak wypowiedzie¢: Zbiér Z
jest ograniczony, jesli zawiera sie w pewnej kuli (o pewnym $rodku i pewnym promieniu).

Tw. (Bolzano — Weierstrassa).Kazdy ograniczony ciag punktow RY posiada podciag
zbiezny.

Dow. Niech a, = (a},ad?,...,dY).
Jedli ciag {a,} - ograniczony, to wszystkie ciagi {a*,} ( k& — numer skladowej, tzn.
k=1,2,...,N; n — numer elementu ciagu, tzn. n = 1,2,3,...) sa ograniczone. Wynika

to z nieréwnosci pokazywanej wyzej: ||r|| > r* dla dowolnego r € RY.

Po zastosowaniu tw. Bolzano-Weierstrassa do ciagu {a),,} otrzymamy podciag {a,, }
ciagu {a,} taki, ze ciag pierwszych wspolrzednych jest zbiezny. Stosujemy teraz tw.
Bolzano-Weierstrassa do ciggu {aflk} i otrzymujemy podciag ciagu {a,, }, ktérego pierwsza
i druga skladowa sg zbiezne. Itd., operacje powtarzamy N razy, az otrzymamy zbieznosé¢
we wszystkich sktadowych.

CBDO

Def. Niech {a,} —ciag punktow z RYY. Méwimy, ze ciag {a,,} jest ciggiem Cauchy’ego,
jesli

A= Vo d(am,an) < €. (10)

e>0 MeN mn>M
Tw. W przestrzeni RY ciag jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagiem Cauchy’ego.
Dow. =: Zalézmy, ze a, — g¢. Z definicji ciaggu zbieznego (powtoérzonej tu 2 razy):

Vo3V id(amg) <5 A dlang) <

e>0 MeN mn>M

N

Z nieréwnoéci trojkata mamy:
€ €
d(an, an) < d(ay, g) + d(am, g) < 5 + 5 =¢

czyli otrzymujemy (10), a wiec {a,} jest ciaggiem Cauchy’ego.
<: Zalézmy teraz, ze {a,} jest ciagiem Cauchy’ego. Wtedy

A B Y . d(ama an) < €
e>0 MeN mn>M
a ze
d(am, ay) > |aF —af| dla k=1,2,...N

n

to kazdy z ciagow {a*,} jest ciagiem Cauchy’ego. A jak wiemy, jezeli ciag rzeczywisty
jest ciagiem Cauchy’ego, to jest zbiezny. Zatem kazdy z ciagéow {a*,} jest zbiezny; a to
znaczy, ze tez i ciag {a,} jest zbiezny.

CBDO



1.3 Zbiory otwarte i domkniete

Przestrzen RY, ktéra rozpatrujemy, ma naturalng strukture przestrzeni wektorowej. Ich
wlasnosci byyly/beda omawiane na czeSci 'algebraicznej’ wykladu; tu przypomnijmy
najwazniejsze fakty:

Przestrzeni R nadajemy strukture przestrzeni wektorowej nad ciatem liczb rzeczywistych
(i oznaczamy (R, +, -)), jeéli zdefiniujemy w niej dzialania dodawania wektoréw i mnozenia
wektora przez liczbe:

Dla dowolnych z,y € RY, \ € R zachodzi:

1 +: RV.RV SRV (2 +y)k =ak +¢¥

2. - RxRVN: ()\x)k:)\xk

1.3.1 Zbiory domkniete

Def. Niech A C R". Zbiér A nazywamy domknietym, jeéli dla dowolnego zbieznego ciggu
elementéw z A jego granica tez nalezy do A;
tzn.: A — domkniety <

{V} (r, € A, 1,5 g)= (g€ A).

Przykt. zbior6w domknietych.

1. RV,

2. Zbiér jednoelementowy.

3. Zbiér skoriczony.

4. W szczeg6lnosci — zbioér pusty.

5. Niech {a,} - ciag o wyrazach z RY, a, == g € R". Wtedy zbiér {a;,as,...} Ug

jest zbiorem domknietym.

Przykt. Odcinek ]0, 1] nie jest domknigty, bo wszystkie elementy ciggu + naleza do ]0, 1],
a granica 0 nie nalezy do |0, 1]. B
Def. Niech A C RY. Domknieciem zbioru A (ozn. A) nazywamy zbiér:

A = {z € R : Istnieje ciag {z,} o wyrazach z A t. ze z, —= z}. (11)
Przykt. Domykanie z lewej strony odcinka |0, 1].
Stwierdzenia.
1. AC A

2. Jedli A — domkniety to A = A.

3. A jest zbiorem domknietym oraz A=A



4. Jedli ciag {r,} dazy do granicy g: z, — g i kazdy jego wyraz ,, jest granica
ciggu elementéw zbioru A, to g tez jest granica ciggu elementow ze zbioru A.

Dow. Punkt z,, jest granica ciagu elementéw ze zbioru A; nazwijmy ten ciag {y, }-
Mamy
V 3V dYm, ) <E,

>0 MeN m>M
a wiec
vV 3 dla,z,) <e€
e>0 aEA
Wezmy teraz ¢ = % i odpowiednio do tego a, € A tak, by zachodzito d(a,, x,) < %
Zachodzi: .
0 < d(an,g) < d(an,x,) +d(x,,g) < - +d(zn, 9);

prawa strona dazy do zera gdy n — oo (+ wiadomo, za$ d(x,,g) “ 0 z zalozenia).
Zatem réwniez d(a,,g) — 0, a to znaczy, ze a, — g.
CBDO

Mamy nastepujaca charakteryzacje domkniecia.
Stw.
A={reR": ‘z’o K(z,e)NA#£0}
(tzn. do domkniecia nalezg te punkty x, ze przeciecie kuli o srodku w x i dowolnie malym
promieniu ze zbiorem A jest niepuste). (RYS.)

Dow. Oznaczmy prawg strone rownosci przez B. Jezeli x € B, to biorac € = %
znajdziemy z,, € K(x, %) N A. To znaczy, ze ©,, € A oraz ze d(z,,r) < %, czyli z, == .

Pokazaliémy w ten sposéb, ze B C A.

Z drugiej strony, jesli € A, to w dowolnie malej kuli K(z,¢) o érodku w x zawarte
sa prawie wszystkie elementy ciagu {z,} o wyrazach z A i granicy z. Spelniony jest
wiec warunek, ze przeciecie tej kuli z A jest zbiorem niepustym, czyli ze x € B. Tak wiec
re€A=2€ B, czyli AC B.

Oba te warunki znacza, ze A = B.

CBDO

1.3.2 Zbiory otwarte

Def. Niech O C RY oraz x € O. Méwimy, ze x jest punktem wewnetrznym zbioru O (lub,
ze O jest otoczeniem punktu z) jesli istnieje € > 0 takie, ze K(z,¢) C O.

Def. Zbiér A nazywamy zbiorem otwartym, jesli kazdy element tego zbioru jest jego
punktem wewnetrznym.

Przykt. zbioréw otwartych:

1. RY () sa zbiorami otwartymi.

2. K(x,r) (r > 0) jest zbiorem otwartym.
Dow. Chcemy pokaza¢, ze (RYS.)

W 3 K(y,e) C K(x,r).

yeK (z,r) €>0



Bierzemy ¢ = r — d(x,y) > 0. Dla dowolnego z € K(y, €) mamy:
d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < e+d(y,x) =r
co znaczy, ze z € K(z,r).

CBDO
Stw. Jedli = jest punktem wewnetrznym O i z jest granica ciagu {z,} : * = Jim 2, to
prawie wszystkie wyrazy ciggu {x,} naleza do O.
I na odwr6t:

Stw. Niech z € RV i O c RY. Przypusémy, ze dla dowolnego ciagu {z,} elementéw
RY zachodzi:

(nlglgo x, = x) = ( prawie wszystkie wyrazy x, € O).
Wtedy x jest punktem wewnetrznym zbioru O.
Dow. (nie wprost).
Zatézmy, ze x nie jest punktem wewnetrznym zbioru O, tzn.

vV K(xz,e) ¢ O.

e>0

Bierzemy ¢ = L. Mamy: K(z,+) ¢ O. Zatem istnieje taki ciag {z,} , ze z, € K(z,2)
oraz x, ¢ O. Skoro x, nalezy do kuli Kz, %), to odleglos¢ miedzy x a x, jest mniejsza
niz promien kuli:.

1
d n )
0< (:r,:c)<n

a to znaczy, ze ciag {x,} jest zbiezny do z: z, —> .

W ten sposéb otrzymaliémy sprzecznosé z zalozeniem (znalezliSmy bowiem ciag {x,}
dazacy do x, ktorego wyrazy nie naleza do O), wiec nieprawdziwe jest zaprzeczenie tezy,
czyli prawdziwa jest teza méwiaca, iz = jest punktem wewnetrznym O.

CBDO

Uwaga. Otwartosé¢ i domknietosé nie sqg pojeciami przeciwstawnymi! Np. zbior RY jest
zardwno otwarty jak i domkniety.

Uwaga. Otwartos¢/domknieto$¢ zbioru zalezy tez od tego, podzbiorem jakiego zbioru
on jest. Np. jesli rozpatrujemy A =|0, 1] jako podzbiér R, to kulami otwartymi w R sa
odcinki (otwarte) i A jest otwarty. Jesli natomiast rozpatrujemy A jako podzbiér R?, to
kulami otwartymi w R? sa kola (bez brzegu) i A nie jest juz otwarty, bo zadne koto o
niezerowym promieniu nie miesci sie w A.

Tw. Niech O C RV i A = RN\ O. Wtedy ma miejsce réownowaznosé

(O jest otwarty ) <= (A jest domkniety). (12)

Dow. = Wezmy zbiezny {z,} o wyrazach nalezacych do A: z, € A, z, = z.
Chcemy pokazaé, ze x € A.

Przypu$émy, ze przeciwnie: z ¢ A. Wobec tego x € O (bo A i O sa rozlaczne,
a ich suma to cale R"Y). Z zatozenia O jest zbiorem otwartym, wiec r jest punktem
wewnetrznym O i (p. poprzednie Stw.) prawie wszystkie wyrazy ciagu {z,} naleza do
O, wiec nie naleza do A. Otrzymali$émy sprzeczno$¢.



<= Niech z € O. Skoro tak to # ¢ A = A, a wiec istnieje kula K(z,¢) taka, ze
K(z,e)N A=, a to znaczy, ze K(x,¢) C O, wiec z jest punktem wewnetrznym O, czyli
O jest otwarty.
CBDO
Whniosek. Niech z € RN, A C RV i O = RY \ A. Wtedy zachodzi jeden i tylko jeden z
wykluczajacych sie warunkow:

1. z jest punktem wewnetrznym zbioru O.
2. x € A.

Dow. Trzeba pokazaé, ze nieprawda jest rownowazno$¢ obydwu powyzszych warunkoéw,
tzn: Nieprawda, ze 1. < 2.

Pokazemy najsampierw ze z zaprzeczenia 1. wynika 2.

Zaprzeczenie zdania: "x jest punktem wewnetrznym O" to jest to samo, co zaprzeczenie

zdania: " 30 : K(xz,e) C O", czyli: " vo : K(xz,e) ¢ O". To za$ jest rownowazne zdaniu:
€> €>

" vo : K(x,6)NA# Q" ato znaczy, ze = jest punktem domkniecia zbioru A, tzn. z € A
€>

To teraz (777 tego nie ma u SLW ??7) ze z zaprzeczenia 2. wynika 1.

Skoro = nie nalezy do domkniecia A, to x € O oraz ze EIO : K(z,e) N A =10, a to
€>

znaczy, ze K(z,¢) C O, tzn. z jest punktem wewnetrznym O.
Teraz dalej SLW
Tw. (?? Z notatek wynika ze to poprzednie tw. tyle ze z innym nieco dowodem ??) (bedzie pdzniej)

Tw.
1. RV i () sa zbiorami otwartymi.

2. Jesli (On)aca (A — dowolny zbiér wskaznikow) jest rodzing zbioréw otwartych, to

U O, tez jest zbiorem otwartym.
acA

3. Jezeli O, O, sa otwarte, to O; N O, jest otwarty.
Dow.

1. Bytlo

2. Niech z € U O, Istnieje wiec ay € A takie, ze v € O,,. Poniewaz O,, — otwarty,
acA
wiec istnieje kula o niezerowym promieniu, zawarta w O,,:

3 K(z,€) COay C |J Oa,

e>0 acA

czyli U O, jest zbiorem otwartym.
acA

3. Niech x € O; N Oy, tzn. x € Oy i z € O,. Tak wiec
3 K(z,61) COp 1 Feyso: K(x,63) C Os.

€1>0
Bierzemy ¢ = min(ey, €2) > 0 i wtedy mamy

K(xz,e) C K(z,61) COy i K(z,€) C K(x,€e3) C Oy,
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zatem K (z,€) C O1NOy, czyli O1NO; jest zbiorem otwartym. Uwaga. Przez indukcje
dowodpzi sie, ze powyzsza wlasno$¢ zachodzi dla dowolnej skorniczonej ilosci zbiorow:
Dla dowolnego n € N, jesli Oy, Os, ... O, sa otwarte, to rowniez O1 N Oy N ---N O,
jest otwarty. Wtasnosc¢ ta nie jest prawdziwa dla rodzin nieskoflczonych: WezZmy np.
rodzine zbioréw otwartych A, =] — 1,1 + 1[; mamy: ﬂ A, = [0,1], co nie jest

n=1
zbiorem otwartym.

CBDO

Uwaga — stw. Kazdy zbiér otwarty O jest suma pewnej rodziny zbioréw otwartych.
Dow. Niech x € O; wobec tego = € O,, gdzie O, jest pewng kula o srodku w punkcie
x, taka,ze O, C O. Mamy nastepujace zawierania:

oc |Jo,co,

z€eO

skad wynika, ze U 0, =0.

zeO
CBDO

1.3.3 Niektore dalsze wlasnosci zbioré6w domknietych.

Dopetnienie zbioru, przypomnienie wtasnosci dopetnienia.
Zbiory domkniete maja wlasnosci, powigzane z powyzszymi wlasnoSciami zbioréw
otwartych:

1.

2.

RY () sa zbiorami domknietymi.

Jesli Ay, Ay — zbiory domkniete, to A; U A, tez jest zbiorem domknietym. Z indukcji,
zachodzi to tez dla dowolnej skoriczonej sumy mnogosciowej: Jesli Ay, Ao, ..., A, sa
zbiorami domknietymi, to A; U Ay U --- U A, tez jest zbiorem domknietym dla
dowolnego n.

Natomiast przeciecie dowolnej rodziny (skoiiczonej czy nieskoniczonej) zbioréw domknietych
jest zbiorem domknietym: Jesli {A,}, a € A jest rodzina zbioréw domknietych, to

réwniez U A, tez jest zbiorem domknietym.
acA

Dow.

1.

R” jest domkniety, bo RY \ RY = {) jest otwarty.
() jest domkniety, bo RY \ @ = RY jest otwarty.

. Jesli Ay, A; — domkniete, to A, A, — otwarte; zatem (byto) A} N A}, — otwarty, a ze

AiNAL = (A1UAy), wiec (A1 UAy) — otwarty, a to znaczy ze A; U Ay — domkniety.
Uwaga: Wlasnos¢ ta nie jest stuszna dla sum nieskoflczonych: Jako przyktad wezmy

A, = [1,1]. Kazdy zbiér A, jest domkniety, a ich suma U 10, 1] nie jest zbiorem
n=1

domknietym.



3. Jesli A, jest domkniety to RY \ A, jest otwarty. Suma dowolnej ilosci zbioréw
otwartych jest otwarta (wlasnosé 3. zb. otwartych), wobec tego: | J (RY \ 4,) =

acA
|J A, jest otwarty. Ale mamy: A’ U B’ = (AN B)' dla dowolnych zbiorow A i B,
acA
/
(A’ - dopelnienie A, tzn. RV \ A) i réwniez: (] Al = ( N Aa> . A mamy jeszcze
acA acA

/
dla dowolnych zbioréw X,Y: X \Y = X NY’, zatem ( N Aa> = RY\ < N Aa>.
acA acA

Tak wiec R \ <ﬂ Aa> jest otwarty, zatem [] A, jest domkniety.
acA acA
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1.3.4 Zbiory zwarte

Def. Niech K C RY. Méwimy, ze K jest zwarty, jeéli z dowolnego ciaggu elementéw zbioru
K mozna wybra¢ podciag zbiezny do elementu zbioru K.
Tw. Niech K C RY. Wtedy:

(K jest zwarty ) <= (K jest domkniety i ograniczony ).

Dow. <= Na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa, z dowolnego ciggu ograniczonego
mozna wybraé¢ podciag zbiezny. Granica tego ciagu musi by¢ w K, bo K — domkniety.

— Zalézmy, ze K jest zwarty. Bierzemy ciag elementéw z K zbiezny do z € RY.
Granicg dowolnego podciagu jest ten sam punkt . Zatem (z zal. i z definicji zb. zwartego)
x € K. To pokazuje, ze K jest domkniety.

Przypu$émy teraz, ze zbiér K nie jest ograniczony. Wtedy istnieje ciag {z,,} elementéw
zbioru K taki, ze d(0,z,) — oo. Tak tez jest dla dowolnego podciagu ciagu {x,} . Ale
taki podciag nie moze by¢ zbiezny.
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