1 Odwzorowania

Pojecie odwzorowania pomiedzy dwoma zbiorami bylo juz definiowane, ale dawno, wiec nie
od rzeczy bedzie przypomnieé, ze odwzorowaniem nazywamy sposéb przyporzadkowania
(niekoniecznie kazdemu) elementowi x € X elementu y € Y. Zapisujemy to: T : X — Y,
Dalej X bedzie podzbiorem R, za§ Y podzbiorem R

RYS.

Zalézmy, ze mamy jakie§ uklady wspolrzednych w RY i RM, tak ze dowolny punkt
r € X ma postac:

r=(27), j=1,2,...,N.

i analogicznie w Y
y==", k=1,2,...,M.

(Tx)f =TH(a 2% 2N) k=1,2,... M
Na odwzorowanie mozemy patrze¢ po prostu jak na uktad M funkcji N zmiennych.
Przykt.
1. R — R? - krzywa w R3.

2. R?® — R3: Zamiana ukladu wspoétrzednych; pole wektorowe.

1.1 Definicja odwzorowania cigglego i niektére przyklady

Def. Niech X C RY, Y C RM, oraz niech bedzie dane odwzorowanie 7 : X — Y.
Méwimy, ze odwzorowanie T jest ciggte, jesli dla dowolnego ciagu {z,} elementéw
zbioru X zbieznego do punktu g € X mamy

T(za) = T(9)- (1)

Uwaga: Przypominajac sobie definicje zbieznosci ciagu widzimy, ze odwzorowanie 1" jest
ciaggte wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcje 7% (k = 1,2,..., M) sa ciagte.
Przyktady odwzorowan ciagltych. Tw: X CRY, Y CRMT: X — Y.

1. Odwzorowanie stale: Dla kazdego x € X: T'(x) = yo = const.. RYS.

2. Tu niech N = M. Okres§lamy odwzorowanie identycznosciowe wzorem: T'(x) = x; T
czesto tez oznaczamy symbolem /dy.

3. Niech Tu: X CRYN, YCRM, ZCcRForazT: X —Y,S:Y — Z. Oznaczamy:
(SoT)(x)=S(T(x)), czyi SoT: X — Z.
RYS.
Odwzorowanie S o T' nazywamy superpozycjg lub ztozeniem odwzorowan S oraz T

Tw. Jesli S i T sa odwzorowaniami ciagtymi, to S o T' tez jest odwzorowaniem
ciaglym.

Dow. (podobny jak w R!): Niech {z,} bedzie ciagiem elementéw z X: z, € X
oraz T, —> g € X.

Poniewaz T — ciagte, wiec T'(x,,)stackreln — co—T(g).



Oraz:
Poniewaz X - ciagle, wiec S(T(x,)) — S(T(g)).

Zatem (S oT)(z,)) = (SoT)(g)).
CBDO

4. +:R? 3 (z,y) — =+ y € R (dodawanie liczb rzeczywistych) jest odwzorowaniem
ciaglym.
Dow. Jest to po prostu twierdzenie, ze granica sumy dwoch ciaggéw zbieznych jest
suma granic.

CBDO
5. - : R? 5 (z,y) — x -y € R (mnozenie liczb rzeczywistych) jest odwzorowaniem
ciaglym.
Dow. Granica iloczynu dwoch ciaggbéw zbieznych jest iloczynem granic.
CBDO

6. :: (RxR\{0}) > (z,y) — z : y € R (dzielenie liczb rzeczywistych) jest odwzorowaniem
ciaglym.

Dow. Granica ilorazu dwoch ciagéw zbieznych jest ilorazem granic.

CBDO
Roéznica pomiedzy — i —.
Def. Jesli A C Y, to zbiér:
T HA)={recX: T(r)=A} (2)

nazywamy przeciwobrazem zbioru A przy odwzorowaniu 7.

Praykt. T : R? - R, T(z,y) = 2*> +y* T-Y(1) = ..., T7Y(1) = ..., T71(0) = (0,0),
T-1(=1)=0,T7[1,2]) = ....

Uwaga. Pojawiajacy sie wyzej symbol T~! nie oznacza, ze T jest odwracalne! Powyzszy
zapis nalezy odczytywac tgcznie.

Def. (*) Niech X C RY, O C X.

Méwimy, ze O jest otwarty w X, jezeli istnieje zbior otwarty O w RY taki, ze O =
XnNnOoO.

RYS.

1.2 Inna charakteryzacja odwzorowan ciaglych

Tw. Niech X CRY, Y cRM, T: X — Y. Woéwczas
T jest ciaglte wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobrazy wszystkich zbioréw otwartych w
Y sa otwarte w X.
Dow. —
Zakladamy, ze T' — ciagle i ze O C Y, O — otwarty.
Niech a bedzie jakim$ punktem z przeciwobrazu O: a € T~1(0O). Pokazemy, ze
3 :K(a,e)NX Cc T7HO) (3)

e>0

Gdy juz bedziemy mieli dowod (3), to wtedy:
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Zdefiniujmy O’ jako:
O = U K(a,€,).

aeT—1(0)

O’ jest otwarty, jako suma mnogosciowa kul otwartych.

Poniewaz T~ 1(0) C X, wiec tez T-1(0) Cc O' N X.

Z drugiej strony, poniewaz zachodzi (3), to mamy dla kazdego a € T~1(O): K(a,e€,) N
X C T7Y(0O) dla pewnego ¢,, z czego wynika, ze O’ N X C T~ O).

Ostatecznie: Poniewaz: T1(0) C O'N X C T~1(0), to znaczy, ze

T71(0)=0"nX,

czyli — w my$l definicji (*) wyzej — T~1(O) jest otwarty w X.
To teraz bedzie dowdd (3). Dowod bedzie niewprost: Przypusémy, ze prawdziwe jest
zaprzeczenie zdania (3), tzn. ze zachodzi

V i K(a,e )N X ¢ T7H0O).

e>0

Bierzemy wobec tego € = % i mamy, ze dla kazdego n

K(a, %) NX ¢ T-1(0).

(tzn. przeciecie wystaje poza zbior T1(0)).
Czyli dla kazdego n istnieje taki punkt a,, ze
a, € K(a, %),
a, € X,
T(a,) € O, bo a,¢d T‘l((’)),
T(a) €O, bo acT YO).
1 n—oo

Poniewaz a, € K(a, 2), to d(a,,a) < + 0, zatem

a, — a oraz T(a,) = T(a)

poniewaz 1" z zalozenia jest ciggle.
Zbidér O jest otwarty w Y, wiec

O=YNO, gdzie O jestotwarty w RY.

Zachodzi: T'(a) € O, czyli T'(a) € O' i, poniewaz O’ jest otwarty, to istnieje takie r, ze
K(T(a),r) C O
Poniewaz d(T'(a,),T(a)) = 0, to prawie wszystkie wyrazy ciagu T'(a,) sa zawarte
w kuli K(T'(a),r):
T(a,) € K(T(a),r) C O

za§ K(T'(a),r) C O (co bylo wyzej), a ponadto T'(a,) € Y (
(7?7 Chyba tez T'(a,) € Y, boa, € X oraz T : X — Y 777)
Skoro T'(a,) € Y i T(a, € O to T'(a,) € O — wiec otrzymali§my sprzecznos¢.

<
Niech z,, € X iz, = g € X. Trzeba pokaza¢, ze réwniez T'(x,) — T(g).



Roéwnowaznie bedziemy pokazywaé, ze dla dowolnego € > 0, prawie wszystkie wyrazy
T(x,) € K(T(g),¢).

Poniewaz K (T (g), €) jest zbiorem otwartym, to K (7'(g),e)NY jest zbiorem otwartym
w Y. Dalej, poniewaz dla T" — cigglego przeciwobraz zb. otwartego jest zb. otwartym, to
T-Y(K(T(g),e)NY) jest zbiorem otwartym w X. Oraz mamy: g € T (K (T(g),e) NY),
czyli razem z g musi naleze¢ do X pewne jego otoczenie.

A to znaczy, ze dla kazdego ciagu x, dazacy do g € X, wszystkie wyrazy z, od
pewnego miejsca ny musza naleze¢ do X: Dla n > ng zachodzi

r, € THK(T(g),e)NY),
tzn.
T(zn) € K(T(g),¢)

a to znaczy, ze
T(z,) = T(9).

CBDO

1.3 Jeszcze inna charakteryzacja odwzorowan cigglych
Tw.

(T ciagle na X) < < V Vv 3 VvV dxy <) =dT(x),T(y)) < e) (4)

zeX €0 >0 yeX

Dow.
—
Zaltézmy, ze teza tw. powyzej jest nieprawdziwa, tzn.

3 3 V 3 (dxy)<d) i dT(x), T(y)) > e

ze€X €>0 >0 yeX

Wybierzmy 6 = 1. Istnieje wiec taki ciag {y.} , ze

n

(2, yn) < (+)
d(T(x), T(yn)) > € (¥%)

S|

. . n [ee]
Z (*) wynika, ze y, — =,
n—oo

natomiast z (**) wynika, ze T'(y,) #— T'(x), co jest sprzeczne z zalozeniem, ze T jest
ciagte.

—
Niech z,,z € X, oraz z, —> .
WeZmy € > 0. Z zalozenia,

v (d(z,y) < §) = d(T(x), T(y)) < e.

6>0 yeX
. . n—oo . . .
Poniewaz x,, — x, to dla prawie wszystkich n zachodzi:

d(x,z,) <6 oraz d(T(z),T(x,)) <€
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n—oo

a ta ostatnia nieréwno$é mowi, ze T'(z,,) — T'(x), a to znaczy, ze T jest ciagte.
CBDO
Tw. (nazwane w notatkach ’sakramentalnym’; na pewno jest FUNDAmentalne).
Niech K C RY - zwarty, oraz niech f: K — R — funkcja ciagta. Wtedy:

1. f jest ograniczona.

2. f osiaga swoje kresy, tzn.:

3 V (@) < f(2) < f(Tmas) (5)

Tmin,Tmaz €K TEK

3. f jest jednostajnie ciagla.
Dow.
1. Przypuéémy, ze f nie jest ograniczona. Wtedy istnieje {z,} , =, € K taki, ze
floa) = oo (e)

Poniewaz K jest zwarty, wiec ciag {z,,} posiada podciag zbiezny {y,} : v, —> g €
K. Ale f jest ciaggta, wiec

fyn) = f(g)

co stanowi sprzecznosé z (e).
CBDO

2. Niech W C R bedzie zbiorem wartosci funkcji f na K: W = {f(x) : = € K}. Niech
M bedzie kresem gérnym zbioru wartosci funkcji na K: M = sup W. Kres gorny
nalezy do domkniecia zbioru: M € W. W jest domkniety, wiec istnieje ciag {z,} o

wyrazach z K taki, ze f(z,) — M. K jest zwarty, wiec domkniety, wiec istnieje
podciag {x,, } ciagu {x,} , ktory to podciag jest zbiezny do granicy nalezacej do
K:

f( lim z,, )= lim f(z,, )= M.

m—00 m—00
——

Tmazx

CBDO

3. Przypomnijmy sobie, co to znaczy, ze funkcja od argumentu rzeczywistego jest
jednostajnie ciaggta. Dla odwzorowania definicja jest analogiczna:

Def.

(T jednostajnie ciagle na X) <— (‘v’ 3V (dz,y) <) = d(T(x),T(y)) < e)
(

e>0 >0 z,yeX
6)

Teraz
Dow. Przypusémy, ze f nie jest jednostajnie ciggla, tzn.

3 vV 3 (dzy) <) = d(T(z),T(y))>e.

e>0 6>0 z,yeX

Wezmy 6 = 1 i ciagi {z,}, {y.} o wyrazach z X takie, ze

1
d(zp, yn) < - i jednoczesnie d(f(x,), f(yn)) > €.



