1 Rachunek rézniczkowy

1.1 Pochodne czastkowe, ré6zniczkowalno$é funkcji, przyrosty

Niech O C RY bedzie zbiorem otwartym, zas§ f : O — R - funkcja ciagta.
Niech x € O. Wypiszmy jawnie sktadowe x:

. flx) = flat,2?, ..., 2N).

Wybierzmy teraz k € {1,2,..., N} i traktujmy zmienne z', gdzie [ # k jako stale.
Rozwazmy granice:

= (' 2%, ... 2")

_ hmf(xl,...,xk_l,xk—|—h,xk+1,...,xN)—f(q:l,...,a:k,...,xN)

h—0 h
(1)

Def. Powyzsza granice nazywamy pochodng czqstkowg funkcji f po zmiennej z* (liczong
w punkcie ).

Def. Niech O C R" bedzie zbiorem otwartym, za$ f : O — R — funkcja ciagta. (Ten
ostatni warunek piszemy tez: f € C(O)).

Moéwimy, ze f jest rozniczkowalna r razy w sposéb ciagly, jezeli istnieja wszystkie
pochodne czastkowe az do rzedu r i sa one ciagte.

Uwaga. (terminologiczna) Ten ostatni warunek zapisujemy krocej jako: f € C"(O),
gdzie przez C"(Q) oznaczamy zbiér funkcji rézniczkowalnych r razy w sposob ciagly.
Stosujemy tez oznaczenie C'°(O) dla funkcji, ktore posiadaja pochodne ciagle dowolnie
wysokiego rzedu. Funkcje takie nazywamy funkcjami gtadkimi (naleza do nich np. wielomiany).

Tw. Niech O — otwarty podzbiér RY, oraz f € C*(O). Niech xy € O, i niech h € RY
— dostatecznie male, tzn. ||h|| < € dla pewnego € — tak, by zo + h € O RYS.

Zdefiniujmy r(zo, h) przez:

0
@ (Il,l’Q,...,LIZ‘N)

- f
f(xo+h) — Z 8— (z0)h* + (0, ).

Wtedy zachodzi: ( )
7(xo, h) h—o
h=0
wr 2
Uwaga. Znaczenie tego wzoru: Pozwala on wyznaczaé¢ przyrost funkcji: Im mniejsze h,
tym lepiej przyrost jest przyblizany przez cze$¢ liniowa.
Dow. Bedzie dla (najwazniejszego w zastosowaniach) przypadku N = 3; dla dowolnego
N jest analogiczny.

f(x(] + h) - f(ﬂf(]) = f(‘r(l) + h17x8 =+ h2,$8 =+ h3) - f(x(1]7x87x8) =
flxg+ R ad + 2 ad + ) — f(xh, x5 + h% 25+ h%) 1
+f(zg, w2+ B 23 + h3) — f(a), 22, 23 + h?) 11
+f(xy, 25, T4 + h*) — (2, 28, 23) 117
Z twierdzenia Lagrange’a o wartoéci §redniej dla funkcji jednej zmiennej mamy

0
11T = %f(xtl)axgvyg)hga
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gdzie y* — punkt pomiedzy z3 a x3 + h?;

0

=551

xé,yQ,x8+h3)h2, > E]:pg,:pg+h2[;

0
I = @f(yl7x(2)+h2ax8+h3)hl7 y2 E].’Eé,.ﬁl]é—l—hl[

of
gt T~ (Tl = g @)k

0 0 |
= | gt 1) = P )

0 0 |
+ [7 (:C(l],y2,x8 + h3) - —f(SL’(l],SL’g,.TS) h2

0x? 0x?
8 1 2 3 a 1 2 3 ] 3
+ % (x(]ux(hy ) - %f(anxoax()) h (3)

Ponadto, jezeli h — 0, to:

Poniewaz pochodne czastkowe sa ciagle, to réznice w (3) daza do zera i mamy

r(zo, h) =0
||

CBDO

1.2 Pochodna funkcji ztozonej

Usystematyzujmy oznaczenia, przydajac im, jesli trzeba, dodatkowe jeszcze wyjadnienia:
1. h = Ax — przyrost zmiennej (-ych);
2. f(x+h)— f(x) = Af — przyrost funkcji;

N of

Y @(xo)hk = df — rézniczka funkcji;
k=1

w

4. r — reszta.

Pamietajmy, ze wszystkie powyzsze obiekty: Ax, Af,df, r sa funkcjami od x i h.
Mamy tez:
Af=df +r;



im mniejsze h, tym mniejsze r i w wielu zastosowaniach fizycznych na ogét przyjmuje sie,
ze dla malych h, r jest zaniedbywalny.

Tw. (Prototyp twierdzenia o pochodnej odwzorowania ztozonego) Niech g : U — O, gdzie
UCR, OCRY oraz f: O — R. (Piszac jawnie argumenty, mamy: f(y*,y% ..., y")
oraz g(z) = g'(x),¢*(x),...,g"(x)). Niech k = f o g, tzn. k(z) = f(g(z)) lub, piszac
bardziej jawnie, ale tez bardziej rozwlekle argumenty: k(x) = f(g*(z), ¢*(x), ..., g% (z)).

Jezeli f € C'(0),g € C*(U), to k € C*(U) oraz

d Noof
—k(x) = .
dz (z) = oy’

(o)L (). (@

Dow. Liczymy iloraz réznicowy:

K+ h) — k@) _ flole+h) ~ flo@) _
h h

(tu h € R). Oznaczmy: Ay = g(z + h) — g(z) (tzn. Ay" = g'(z + h) — ¢'(x)).

o L@ DY) = Tlo(r) S pp o)Ayt + rlg(r), Ay)

h h

?\ngﬁi 2)AY r(g(x
i yilg( DAY (g });Ay) (5)

Pierwszy wyraz w powyzszym wyrazeniu (5) to jest to co trzeba, poniewaz

Ayt _ gt h) = g'@) w99
h h Ox

Natomiast drugi wyraz w wyrazeniu (5) okazuje sie ,ze dazy do 0 gdy h — 0. Bowiem,
gdy Ay =0, to Mw = 0. Natomiast gdy Ay # 0, to mamy:

r(g(z), Ay)  r(g(x),Ay) |[Ayl|

e [lAy h

W pierwszym czynniku mamy: Ay b9 i co za tym idzie, caly wyraz tez dazy do zera (z
[Ayl|

wlasnosci reszty). Drugi czynnik, tzn. iloraz “5*,

spelnia:

120]] _ || Ay[ o [[dg
h h dx

CBDO
Bedziemy dalej potrzebowaé¢ dwu prostych faktoéw dotyczacych normy i odlegtosci.
Stw. Norma jest funkcja ciagta swoich argumentow (tzn. sktadowych wektora).
Dow. Przyjrzyjmy sie wyrazeniu na norme wektora x:

2]l = /(@) + (22)2 4 (V)2
1 mamy:

1. podnoszenie do kwadratu jest funkcja ciagla,
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2. sumowanie jest funkcja ciagla,
3. pierwiastek jest funkcja ciagta.
Stw. Odlegtosé jest funkcja ciagta, tzn. jezeli z, —> z, ¥, — ¥, to
d(xn,yn) — d(z,y). (6)
Dow. Najsampierw pokazemy nastepujaca nierdwnosé czworoboku:
d(z,u) < d(z,y)+d(y, z) + d(z,u);
bowiem, piszac dwukrotnie nieréwnos¢ tréjkata, mamy:
d(z,u) < d(z,z) +d(z,u) < d(z,z)+d(z,y) + d(y,u)
(szkoda tu pisa¢ CBDO) i teraz, korzystajac dwukrotnie z nieréwnosci czworoboku:
d(n, yn) < d(zn, ) + d(2,y) + d(y, yn) = (20, yn) — d(z,y) < (20, ) + d(Y, yn);

d(z,y) < d(z,2,) + d(@n, Yn) + d(Yn, y) = d(,y) — d(2n, Yn) < d(z,2,) + d(Yn, Y);

czyli mamy
0 < |d(z,y) — d(zn, yn)| < d(z,2,) + d(yn, y);

Prawa strona powyzszej nieréwnosci z zalozenia dazy do zera, a z tego wynika (6).
CBDO

1.3 Roé6wnosé drugich pochodnych mieszanych
Tw. (o réwnosci drugich pochodnych mieszanych). Niech O C R? — zbiér otwarty. Niech
f:0 =R, feC?0O). Wtedy:

o of 0 of

Orl 0x2  Ox2 Ox! (7)

Dow. Najsampierw oznaczmy x zamiast z' oraz y zamiast z2.
Oznaczmy:

oraz

Ustalmy teraz x i h i zdefiniujmy

o(y) = f(x+h,y) — f(z,y)

Mozemy wyrazi¢ w przez ¢:

w=¢(y+k)—dly) =€)k

gdzie £ €y, y + k[; jest to wniosek z tw. Lagrange’a o wartosci §redniej. Mamy dale;

of of 9 of

G k= |5, @+ 08— 5 @O =55

o o (n,6)-h-k
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gdzie n €]z, z + h[; w ostatnim kroku znéw skorzystaliémy z tw. Lagrange’a o wartosci
§rednie;j.
Zdefiniujmy teraz

i podobnie jak wyzej, mozemy wyrazi¢ w przez ). Mamy:

w=Y(x+h)—Pa) =4 () h==
(tu ) €]z, z + h[; znéw skorzystaliSmy z tw. Lagrange’a) i dalej

_|9F _9f

()| = 2-2=(0,8) - h-k
gdzie & €]y, y + k.
W powyzszych wyrazeniach liczyliSmy te sama wielko§¢ w na dwa rbézne sposoby.
Mamy wiec:
0 of

v 29f _00f
- 0z Oy

Jesli teraz h — 0, to wtedy & — vy, n — x, oraz £ =y, 7 — x, zatem otrzymujemy
réowno$¢ pochodnych czastkowych mieszanych w punkcie (z,y).
CBDO
Przykt.: Nie mozna opuéci¢ zatozen o ciggtosci; Nieréwnos§é pochodnych mieszanych
gdy f nie jest kl. C? .

1.4 'Wyzsze pochodne

Notacja pochodnych czgstkowych. Moéwiac o pochodnej czastkowej trzeba podaé nie tylko
jej rzad (ilo§¢ rozniczkowar), ale tez powiedzie¢, po jakich zmiennych sie rézniczkuje.
Ogolnie pochodna r-tego rzedu funkcji /N zmiennych ma postac:

of  0Pf  0f
ox?’ Oxdy Oy?’

o f
@)1 (922)™ . (DN )n

i tak wszystkie drugie pochodne funkcji dwéch zmiennych sa

gdzie r=ri+ry+---+ry;

f  0Pf  0f
ox?’ Oxdy Oy?’

pochodne trzeciego rzedu:

Pf Pf Pf Pf
ox3’ 020y’ Oxoy?  Oy3’

itd.



1.5 Ro6zniczkowalnos$é odwzorowan

Powyzsze uwagi dotyczyly funkcji N zmiennych. Gdy mamy odwzorowania, rézniczkowalnosé
tychze definiujemy analogicznie:

Niech T' odwzorowuje © C RY na &/ ¢ RM, O i U sa otwarte. RYS.; niech x € O,
yeu.

Niech y = T'(x). Wypiszmy te réwnoéé¢ jawnie w sktadowych:

yh =Tt 2?2, k=1,2,..., M.

Def. Méwimy, ze T jest klasy C”, jezeli wszystkie funkcje T* € C"(0O).

Mozna wypisywaé wszystkie pochodne czastkowe rzedu r dla odwzorowania — wzory
sg podobne jak na pochodng funkcji, tylko nieco bardziej skomplikowane. Bedziemy je
wypisywaé, gdy bedzie to potrzebne, a na razie wypiszmy jawnie pierwszg pochodng
odwzorowania:

Tt Tt Tt
A A A
/
() = (@) | _| 5 o o G ®)
M. / af];JVI af];JVI o 9TM
(T (l‘)) Oxl Ox2 T oxN

i

tzn. na skrzyzowaniu i-tego wiersza i j-tej kolumny mamy pochodng R Pamietajmy,
, x
' N

ze kazda z pochodnych jest funkcja N zmiennych 2!, ... z%.

J
Oznaczenia & termigglogia: Pochodna odwzorowania (8) oznacza sie tez czasem DT.
Taka tablica liczb, jak pamietamy z czesci algebraicznej wykladu, nazywa sie macierzg;
w tym konkretnym przypadku mamy macierz pochodnej odwzorowania albo macierz
Jacobiego.
Przykt. Macierz Jacobiego zamiany wspoétrzednych kartezjaiiskich na biegunowe.

1.6 Pochodna odwzorowania zlozonego

Niech: X C RV, Y c RM, Z c RForaz S : X — Y, T : Y — Z. Pamietamy, ze
superpozycjq (ztozeniem odwzorowan S i T nazywamy odwzorowanie T o S : X — Z,
okreglone jako: (T o S)(z) = T(S(x)).

RYS.

Pamietamy tez twierdzenie, ze je§li S i T' s3 odwzorowaniami cigglymi, to 1" o S tez
jest odwzorowaniem ciaglym.

Wyprowadziliémy niedawno wzor (4) na pochodna odwzorowania zlozonego w przypadku,
gdy X bylo podzbiorem R, Y podzbiorem R", oraz Z C R:

RYS.
: . (T o S)k
Zastosujmy teraz ten wzoér w przypadku, gdy mamy pochodna T(m)
RYS.
Mamy:
(T o S)k OTk(SY(xt, 22, ... 2™), S%(at, 2%, .. 2™, .. SM (2t 22 2Y))
— g (@)= o (x)



oTk oSt oT* 052 oTk oSM
= a—yl(s(x)) : @(55) + 8—y2(5(5’3)) : @(1’) oot %—M(S(l’)) : W(l’)

M’ai* 057
Z 6yﬂ S(x)) - 57 (@). (9)
(T o S)*

To byta konkretna sktadowa (x). Dla calej macierzy Jacobiego mozna wypisaé

2
wzobr, przypominajacy jako zywo pochodna funkcji zlozonej — ale aby go prawidlowo

rozczytaé, trzeba pamietac, co oznaczaja poszczegblne symbole:
(T'05)(z) =T'(5(x)) - 5'(x)

gdzie kropka oznacza mnozenie macierzy pochodnych.
Jesli zaréwno S jak i T’ sa odwzorowaniami rézniczkowalnymi klasy C*, to i ich zlozenie
tez jest odwzorowaniem rézniczkowalnym klasy C'. Wynika to od razu z faktu, ze sumy
i iloczyny odwzorowan rézniczkowalnych typu (4) tez sa rézniczkowalne, a we wzorze (9)
sg tylko sumy i iloczyny takich wyrazen.
Analogicznie sie argumentuje pokazujac, ze jesli S oraz T' sa odwzorowaniami rézniczkowalnymi
klasy C", to i ich zlozenie tez jest odwzorowaniem rézniczkowalnym klasy C”.
Powyzsze mozna podsumowaé w twierdzeniu:
Tw. Jesdli S 1T sa odwzorowaniami klasy C", to réwniez ich ztozenie 7o S jest klasy
C". Pierwsza pochodna odwzorowania ztozonego dana jest wzorem

(T'0.5) (x) =T"(S(2)) - ' () (10)
or, in more explicit manner,
AT oS) M ork 057
S )= 2 57 @) @) (1)

Przykt. S : R? 5 (r,¢) — (v = rcos¢,y = rsing) € R2, T : R? 5 (z,y) — (u =
exp(x +y),v = exp(z — y) € R% Policzymy pochodna wprost oraz jako iloczyn macierzy
pochodnych S'iT. I tu dobrze zeby byt jakis przyktad.



