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1 Logika, arytmetyka zbioréw

1.1 Logika

Jest to zasadniczo powtorka ze szk. $redniej, byé moze z niektorymi rzeczami nowymsi.

Uwaga: Czesto stowu "logika" nadaje sie szersze znaczenie niz temu o czym bedzie
ponizej: np. méwi sie "logiczne myslenie" w sensie wyciggania wnioskéw itp. Tu "logika"
oznacza "formalne reguly dotyczace prawdziwosci zdan".

Def. Zdaniem w sensie logiki (zdaniem logicznym) nazywamy wyrzenie, ktéremu
mozemy jednoznacznie przyporzadkowaé jedna z dwoch wartosci logicznych: prawde (1)
lub falsz (0).

Uwaga: W sensie logiki zdaniami nze sq zdania pytajace i rozkazujace.

Przyktad: "Warszawa jest stolicg Polski" jest zdaniem (prawdziwym), "Pcim jest
stolicq Polski" jest zdaniem (fatszywym), "najtadniejsze kwiaty to malwy" nie jest zdaniem.

Zdania zlozone. Z jednego (lub kilku) zdan mozemy utworzy¢ nowe zdania — zdania
ztozone— przy pomocy operatoréw logicznych (zw. czasem tez spdjnikami zdaniowymi,
funktorami zdaniotwdrczymsi). Podstawowe operatory logiczne to:

1. Zaprzeczenie (negacja) zdania: "~". Dla zdania p czytamy: "nieprawda, ze p".

0
1

Operacja jednoargumentowa:

1
0

2. Koniunkcja zdan p,q: "A". ("Mnozenie" logiczne). Operacja dwuargumentowa:
czytamy "p i ¢". Koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy

lplalprg]
1)1 1
oba sg prawdziwe, co ilustrujemy przy pomocy tabelki logicznej: | 1 | 0 0
01 0
00 0

3. Alternatywa zdan p,q: "V". ("Dodawanie" logiczne). Operacja dwuargumentowa:
czytamy "p lub ¢". Koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy,
gdy co najmniej jedno z nich jest prawdziwe. Zapisujemy to przy uzyciu tabelki:

lp|a|pVa]
1]1] 1
1]0] 1
01| 1
0/0| o0

4. Implikacja zdan p, ¢: "=". Operacja dwuargumentowa: czytamy "jezeli p to ¢".



plalp=4q]
111 1
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0 0
1 1
0 1

5. Réwnowazno$é zdan: p, ¢: "<=". Operacja dwuargumentowa: czytamy "p wtedy
i tylko wtedy gdy ¢". Dwa zdania sg rbwnowazne, gdy sa oba jednocze$nie prawdziwe

plalp=q
1)1 1
lub jednoczesénie fatszywe: | 1 | 0 0
01 0
0|0 1

6. Alternatywa wykluczajaca zdan: p,q: "V". Operacja dwuargumentowa. Jest to
operacja dzialajaca odwrotnie niz réwnowaznos§¢é: Wynik zadzialania alternatywy
wykluczajacej jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy gdy jedno ze zdan jest falszywe,

pla|pVg
111} 0
a drugie prawdziwe: | 1 | 0 1
01 1
0(0] O

Def. Tautologia nazywamy zdanie ztozone, ktore jest prawdziwe niezaleznie od wartosci
logicznych zdan, z ktorych jest zlozone. (W jezyku potocznym "tautologia" nazywa sie wyrazenie
w stylu "masto maslane", czyli powtérzenie tego samego, moze innymi nieco stowami; tu definicja jest
nieco szersza, gdyz dotyczy zdan zlozonych. )

Niektore prawa rachunku zdan:
1. Prawo podwoéjnego przeczenia: ~ (~ p) <= p.

2. Prawo wylaczonego srodka: Zdanie: pV ~ p jest zawsze prawdziwe. Niech p bedzie
zdaniem: "Legia wygrala"; wtedy ~ p to "Legia przegrala lub zremisowala".

3. Prawa de Morgana:

(a) Prawo zaprzeczenia koniunkcji: ~ (p A q) <= (~ p) V (~ ¢q). (0o tym mozna
sie przekonaé¢ bezposrednim rachunkiem, wstawiajac mozliwe wartosci logiczne
zdan i patrzac czy po lewej i prawej stronie dostanie sie to samo. Jest to
uniwersalna metoda sprawdzania, czy dwa zdania zlozone sa réwnowazne.)

plalphg|~pAg | ~p|[~gqg|(~p)V(~g)
11| 1 0 0 | 0 0
1/0] 0 1 0 | 1 1
01| 0 1 1 |0 1
0j0] 0 1 1 | 1 1

(b) Prawo zaprzeczenia alternatywy: ~ (pV ¢) <= (~ p) A (~ q).



4. Prawo zaprzeczenia implikacji: ~ (p = ¢q) <= (pA ~ q).
5. Prawo transpozycji: (p = ¢q) <= (~ g\ ~ p).
6. Prawa lacznosci:
(a) Lacznos¢ koniunkcji: [(pAg) Ar] <= [pA (¢ AT)]
(b) Lacznos¢ alternatywy: [(pV q) Vr] < [pV (¢ V)]
7. Prawa rozdzielnoci:

(a) koniunkcji wzgledem alternatywy: (p A q)Vr <= (pVr)A(qVr)
(b) alternatywy wzgledem koniunkcji: (pV g) Ar <= (p A1)V (¢AT)

Kwantyfikatory. Dotycza form zdaniowych
e Dla kazdego z zachodzi ¢(z) : ¥ ¢(z)

e Istnieje taki z, ze zachodzi ¥ (z) : 3 ¢ (x)

Prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw:

e ~(V ¢() <= 3 (~ o))
zeX zeX
Przykl. Powiedzie¢, ze "nieprawda, ze wszystkie liczby naturalne sa parzyste" jest
tym samym, co powiedzieé, ze "istnieje taka liczba naturalna, ktora jest nieparzysta'.

o ~ (3Y(2)) = V¥ (~9(2))

zeX

1.2 Zbiory

Zbiobr jest pojeciem pierwotnym, niedefiniowalnym. Aby jednak na tym nie poprzestac i
powiedziec¢ o co tu chodzi, to taka pseudodefinicja mogtoby by¢: "cos, co zawiera elementy".

Def. Zbiorem pustym nazywamy zbiér, ktéry nie zawiera zadnego elementu. Oznacza
sie go 0.

Def. Zbiorem skonczonym nazywamy zbioér posiadajacy skoniczong ilosé elementéw.
Tlo§¢ elementow zbioru skonczonego A oznaczamy jako |A|, czasem tez #A.

Def. Moéwimy, ze zbiory A i B sg rdwne wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru
A nalezy do zbioru B i kazdy element zbioru B nalezy do zbioru A. Zapisujemy to tak:

A=B<«<=V,(r€ A<=z € B).

Def. Zbior A zawiera sie w zbiorze B wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru A
jest jednoczesnie elementem zbioru B. Sytuacje taka oznaczamy A C B, a o zbiorze A
moéwimy, ze jest podzbiorem zbioru B. Zapisujemy to tak: A C B <= (a € A= a € B).

Rysunek
Przyktlad. Zbiér liczb parzystych jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych. AC
Niektore proste wlasnosci inkluzji (zawierania sie ) zbiorow: B

e V,: 0 C A (zbior pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru A)
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o V4 : A C A (kazdy zbidr jest swoim podzbiorem).

Def. Jedli A C Bi A # B, to méwimy, ze A jest podzbiorem witadciwym zbioru B.

Pytanie: Ile podzbioréw ma zbidr skoriczony zawierajacy n elementéw? Odp. 2".

Def. Sumg zbioréw A i B nazywamy zbiér tych elementéw, ktore naleza do co
najmniej jednego z tych zbioréw. Zapisujemy to jako:

AUB={x:x€ AVzx e B}.

Rysunek
Def. Przecieciem (iloczynem) zbioréw A i B nazywamy zbiér tych elementéw,AUB
ktore naleza do obu zbioréw. (Przeciecie nazywamy tez czeScig wspdlng). Zapisujemy to
jako:
ANB={zx:x€ ANz € B}.

Rysunek
Def. Roéznice zbioréw A i B zapiszemy juz tylko wzorem i zilustrujemy: any
A\B={zx:x € ANz & B}.
Rysunek

Def. Moéwimy, ze zbiory A i B sa rozlaczne wtedy i tylko wtedy, gdy nie maj e
wspOlnych elementow, tzn. gdy AN B = (). ANB=1{
Dopelnienie zbioru: Kazdy zbiér A mozemy uwazaé za podzbiér jakiegos§ wiekszego
zbioru ) (wtedy €2 nazywamy nadzbiorem zbioru A).
Def. Dopelnieniem zbioru A do zbioru 2 nazywamy zbiér A’ = Q \ A. (Czasem
dopelnienie A oznacza sie tez A od "complement").
Def. Iloczynem kartezjanskim zbioréw A i B nazywamy zbiér par uporzadkowanych
(a,b), gdzie a € A,b € B:

Ax B:={(a,b) :a € Abe B}

Przykl. Niech z,y € A = R. Wtedy (z, y) — pare liczb rzeczywistych mozna interpretowaé
jako wspolrzedne punktu na plaszczyznie. Tak wiec R x R to plaszczyzna.

Przyktl. Niech A - zbiér dat, B — zbidér miejsc na Ziemi; wtedy Ax B = {(data, miejsce)}
— zbidr zdarzen historycznych.

Def. Analogicznie definiujemy iloczyn kartezjanski n zbiorow A;, Ay, ..., A, jako
zbiér n-ek uporzadkowanych:

Ay X Ay x - X Ay = {(ay,a2,...,a,) 1 a1 € Ay,...,a, € A,}

Przykl. Nasza przestrzeri, w ktorej zyjemy, to 3.

1.3 Podstawowe zbiory liczbowe i ich oznaczenia
1. N={1,2,...} — zbior liczb naturalnych. ("natural")
2. Z={...,-2,—-1,0,1,2,...} — zbior liczb catkowitych. ("Zahlen")

3.Q={z 2z = g,p € Z,q € Z\ {0},p,q — wzglednie pierwsze } — zbior liczb
wymiernych. ("quotient")

4. R — zbiér liczb rzeczywistych ("real").



1.4 Przedzialy liczbowe i ich oznaczenia
1.4.1 Przedzialy ograniczone

Niech a,b € Ria <b.
1. Ja,b[={x € R:a < x < b} (przedzial obustronnie otwarty)
2. [a,bf={r eR:a<z<b}
3. Ja,b) ={r eR:a <z <b}

4. [a,b] = {x € R:a <z < b} (przedzial obustronnie domkniety)

1.4.2 Przedzialy nieograniczone

Niech a € R.
1. Ja,c0[={z €eR:a <z}
2. [a,0[={r€eR:a<z}
3. ]—o0,al={reR:z<a}

4. | —o0,al ={zeR:z<a}

2 Funkcje

Def. Funkcjg (stosuje sie tez nazwe odwzorowanie) okreslong na zbiorze X o wartosciach
w zbiorze Y nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi x € X dokladnie jednego
elementu y € Y. x nazywamy argumentem, zas y — warto$cig funkcji. Zbiér X nazywamy
dziedzing funkcji. Zapisujemy: y = f(z). Dla jednoczesnego podania funkcji (sposobu
przyporzadkowania) oraz zbioréw X i Y piszemy: f: X — Y.

Uwaga. Do definicji funkcji trzeba podaé¢ trzy rzeczy: f, X, Y. Dwie funkcje: f :
X; — Yy oraz f : Xy — Y, dla ktorych sposéb przyporzadkowania f jest taka sama,
ale X7 # X, lub Y} # Y, uwazamy za rézne! Np. f : R — R : f(z) = = + 1 oraz
f:N—=N: f(z) =2+ 1, uwazamy za rdzne, mimo iz recepta przyporzadkowania jest ta
sama/

Def. Injekcjg nazywamy odwzorowanie o wlasnosci: f(z1) = f(x2) = x1 = .
(innymi stowy, jest to odwzorowanie réznowartosciowe)

Przykl. Przykl.

Def. Surjekcjg nazywamy takie odwzorowanie, ze kazdy y € Y jest obrazem pewnego

x € X. Zapiszmy to uzywajac kwantyfikatorow: v 3 :y = f(z). W tym przypadku
yeY zeX

moéwimy tez, ze f jest odwzorowaniem "na'.

Przykl. Def. Bijekcjg nazywamy odwzorowanie, ktére jest jednoczesnie injekcja i
surjekcja.

Przykl. Rozwazmy trzy funkcje fi, fo, f3: f1 : R = R, fi(z) := 2%; fo : R — R, U {0}, fo(z) := 2%
fz : Ry U{0} — Ry U {0}, f3(z) := 2% f1 nie jest iniekcja ani surjekcja; fo nie jest injekcja, ale
jest surjekcja; wreszcie f3 jest zardéwno injekcja jak i surjekcja. Przyklad ten pokazuje, w jak duzym



(decydujacym!) stopniu wlasnoéci funkeji (injektywnosé, surjektywnosé itp.) zalezg od zbioru, na ktérym
s, okreslone.

Bijekcje sa wazna klasag odwzorowan, gdyz mozna dla nich okresli¢ odwzorowanie
odwrotne.

Def. Jesli f : X — Y jest bijekcja, to odwzorowaniem odwrotnym do f (oznaczanym
jako f~!) jest odwzorowanie f~! : Y — X, definiowane tak: Jesli y = f(z), to f~(y) = .

Przykt. Wezmy f3; z powyzszego przykladu. Mamy tu y = f(z) = 2%, wiec z =
+vy =1 (y).

Def. Obrazem zbioru A C X przy odwzorowaniu f nazywamy zbiér B C Y oznaczany
jako B = f(A) i okreslony jako

B = U,¢ Af(SC)

Def. Przeciwobrazem zbioru C' C Y przy odwzorowaniu f nazywamy zbiér £ C X,
oznaczany jako E = f~!(C) i okreslony jako

E={xeX: f(x)eC}

Przykl. Rozwazmy funkcje f; z powyzszego przykladu: f1 : R — R, fi(z) := 2%. Mamy: f1([1,2]) =
[1,4], zas f~1([1,4]) = [1,2] U [-2, —1].

Def. Poziomicg punktu ¢ € Y nazywamy przeciwobraz punktu c € Y.

Przykl. Rozwazmy funkcje g : R? — R, okreslong jako: g(z,y) = 22 + y2. Wtedy, dla ¢ > 0,
poziomica to zbiér punktéw plaszczyzny spelniajacych réwnanie: 22 + y? = ¢, w czym rozpoznajemy
réwnanie okregu o promieniu /c. Dla ¢ = 0 poziomica jest punkt (0,0), a dla ¢ < 0 — zbiér pusty.

Jako ze zmystem cztowieka, odbierajacym zdecydowana wiekszos¢é bodzcow jest wzrok,
nic dziwnego, ze tatwiej dostrzezemy rézne aspekty funkcji patrzac na jej wykres.

Def. Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy nastepujacy podzbiér G iloczynu
kartezjariskiego X x Y: G = {(z, f(z)) € X x Y'}.

W sytuacjach, z ktérymi teraz bedziemy mie¢ do czynienia (tzn. wykresami funkcji
rzeczywistych o argumentach rzeczywistych), wykres jest podzbiorem plaszczyzny, tzn.
zbiorem par (z,y). Na osi poziomej zaznaczamy argumenty z, a na osi pionowej wartosci
funkcji y = f(x).

Def. Miejscem zerowym xq funkcji f nazywamy argument taki, ze f(zq)=0.

Uwaga. Uzywajac dopiero co wprowadzonej terminologii méwimy, ze zbiorem miejsc
zerowych funkcji f jest poziomica f~1(0).

Nastepujace wlasciwosci funkcji rzeczywistych (tzn. f : X — Y, gdzie X, Y sa podzbiorami
R) sa czesto wazne w zastosowaniach.

Def. Monotonicznosé funkcji:

e Funkcje f : X — Y nazywamy rosngcg na zbiorze A C X <= V1,20 € A: 11 <
Ty = f(21) < f(22)

e Funkcje f: X — Y nazywamy malejgcg na zbiorze A C X <= Vui, 100 € A: 11 <
Ty = f(x1) > f(z2)

e Funkcje f: X — Y nazywamy stafg na zbiorze A C X <= Vxi,20 € A: f(x1) =
f(x2)

Def. Funkcje f : X — Y nazywamy parzyste <= VYV € D : f(x) = f(—x).
Uwaga. Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY'.



Przykt. Funkcja cos(z) jest parzysta na R.

Def. Funkcje f : X — Y nazywamy nieparzystg <= Vx € D : f(z) = —f(—x).
Uwaga. Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem punktu (0, 0).
Przykt. Funkcja sin(x) jest parzysta na R.

Def. Funkcje f nazywamy ograniczong z dotu

<:/> HmeR :vxeD . f(SC) > m
Def. Funkcje f nazywamy ograniczong z gory
< Jmer  Veep : f(2) <M

Def. Funkcje f nazywamy ograniczong jesli jest jednocze$nie ograniczona z gory i z

dotu.

Przykt. Funkcja Fy : Ry 3 2 — Fi(z) :== 1 € R jest ograniczona z dotu; Fh : R_ >

x — Fy(z) := 1 € R jest ograniczona z gory; Fs : R\ {0} > z — F3(z) := 1 € R nie jest
ograniczona; a funkcja Fy : R > o — Fy(x) := sin’(x) € R jest ograniczona.

Def. Funkcja f : X — Y przyjmuje najwiekszg warto$¢ y,.. € Y dla g € X <—

f(20) = Ymaz 0raz Voex @ f(x) < f(z0).

Analogicznie
Def. Funkcja f : X — Y przyjmuje naymniejszg warto$¢ 4., € Y dla g € X <—

f(20) = Ymin 0182 Voex @ f(x) = f(20)-
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Przeksztalcenia wykresu funkcji.

o Symetria wzgledem osi O X: Przeksztalcajac wykres funkcji y = f(x) przez symetrie
wzgledem osi OX, otrzymamy wykres funkcji y = — f(x).

o Symetria wzgledem osi OY': Przeksztalcajac wykres funkcji y = f(z) przez symetrie
wzgledem osi OY, otrzymamy wykres funkcji y = f(—x).

o Symetria wzgledem punktu (0,0): Przeksztalcajac wykres funkcji y = f(z) przez
symetrie wzgledem punktu (0, 0), otrzymamy wykres funkcji y = —f(—x).

e Przesuniecie réwnolegte wykresu o wektor [a, b: W wyniku przesuniecia réwnoleglego
wykresu funkcji y = f(x) o wektor [a, b] otrzymujemy wykres funkcji y = f(z—a)+0.

o Skalowanie wykresu funkcji: wykresy y = f(x) oraz y = Af(x).

o Symetria wzgledem prostej y = x: Przeksztalcajac w ten sposéb wykres funkcji
y = f(z) otrzymamy wykres funkcji odwrotnej y = f~(z).

Funkcje: liniowa, kwadratowa, wielomiany, f. wymierne

3.1 Funkcja liniowa

Def. Funkcjg liniowg nazywamy funkcje f : R — R okre§lona wzorem f(x) = ax + b,
gdzie a,b € R.

Stw. Wykresem funkcji liniowej f(x) = ax + b jest prosta o rownaniu y = ax + b,

nachylona do osi OX pod katem « takim, ze a = tga.

Stw. Funkcja liniowa jest: rys.



e rosnaca <= a > (),
e malejaca <= a < 0,

e stala < a = 0.

Jak powiedziano, wykresem funkcji liniowej jest prosta. Patrzac na wszystkie mozliwe
proste na plaszczyznie, widzimy, ze posta¢ y = ax+0b obejmuje prawie wszystkie przypadki,
z wyjatkiem jednej klasy — prostych pionowych. Aby uwzglednié¢ takze te sytuacje, dogodnie
jest przyja¢ ogolniejsza posta¢ réownan prostej, a mianowicie

Ar+By+C =0, A#0 lubB #0
Warunki réwnoleglosci wykresé6w funkcji liniowych:
e Proste zadane jako wykresy funkcji: y = ayx + by oraz y = asx + by sa rownolegte

<~ a1 = Q2.

e Proste zadane w postaci ogélnej A;x + By + C; = 0 oraz Asx 4+ Boy + Cy = 0 sa
rownolegte <—= A, By — A;B; = 0.

3.1.1 Réwnanie liniowe z jedng niewiadoma

Def. Rownaniem lintowym z jedng niewiadomg nazywamy roéwnanie postaci ax + b = 0,
gdzie a,b € R.
Moga zachodzi¢ nastepujace sytuacje dotyczace rozwigzalnoéci takiego réwnania: rys.

e Jesli a # 0, to réwnanie ma dokladnie jedno rozwiazanie z = —2.

a

e Jeslia=01b=0, to rozwigzaniem réwnania jest dowolna liczba rzeczywista.

e Jeslia =01b# 0, to rownanie nie posiada rozwiazan

3.1.2 Uklad dwu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Niech bedzie dany uktad dwu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi z, y:

{ amr + by = (1)
asr + by = ¢
Zdefiniujmy:
W = Z; Z; = arby—ashy; W, = 2 Z; = ciby—coby; W, = Z; ; = q1Cy—Coby
Moga zachodzi¢ nastepujace sytuacje dotyczace rozwigzalnosci uktadu (1):

o Jesli W # 0, to uklad ma dokladnie jedno rozwiazanie: + = — e, y = — X2 Uktad

taki nazywamy uktadem oznaczonym.

o Jesli W = 0 = W, = W, to uklad (1) posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan;
rozwigzaniem jest kazda para liczb x, y spelniajaca dowolne réwnanie danego uktadu.
Uktad taki nazywamy wktadem nieoznaczonym.

e Jedli W = 01 co najmniej jeden z wyznacznikéw W, W, jest rézny od zera, to uktad
nie posiada rozwigzan. Uklad taki nazywamy uktadem sprzecznym.

Ilustracja
graficzna

NieréwnoSci

8 lin.

Cw.



3.2 Funkcja kwadratowa

Def. Funkcjq kwadratowg (tréjmianem kwadratowym) nazywamy funkcje: f(z) = az?® +
br + ¢, gdzie a,b,c e R, a # 0, z € R.

Wykresem funkcji kwadratowej f(xz) = az? + bx + c jest parabola o wierzchotku
w punkcie p = (—%, —ﬁ), gdzie A = b? — 4ac nazywamy wyrdznikiem tréjmianu
kwadratowego.

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej.

Funkcja kwadratowa f(r) = az? + bx + c:

e ma dwa rbézne miejsca zerowe (pierwiastki): z; = ’b;C:/Z, Tg = %, gdy A > 0;
e ma jedno miejsce zerowe xy = —%, gdy A = 0;
e nie ma miejsc zerowych, gdy A < 0.

Przykl. Rzut pionowy. Z miejsca znajdujacego sie 2 m nad podloga rzucamy w goére
pitke z predkoscia poczatkowa 3m/s. Po jakim czasie pitka upadnie na podloge? Zalozy¢
warto§¢ przyspieszenia ziemskiego 10m /s?.

Rozw. Droga w ruchu jednostajnie przyspieszonym okreslona jest wzorem: s(t) = at?/2 + vot + so,
gdzie a — przyspieszenie, vy — predkos§é poczatkowa, sg — droga w chwili ¢ = 0. Pytamy zatem, jakiej
chwili czasu t( bedzie odpowiadala wysokoéé s(typ) = 0. Mamy wiec réwnanie:

s(t) = —5t> +3t+2=0,

skad: A =49, VA =7, t; = 1[s], to = —0.4[s]. Tak wiec pilka upadnie na podloge po uplywie 1
sekundy. (Czemu odpowiada drugi pierwiastek ¢57)

Pozyteczne sa

Postaci funkcji kwadratowej:

e Postaé kanoniczna: y = a(x — p)* + q, gdzie p = _%, q= _ﬁ_

e Postaé iloczynowa: Istnieje <= A > 0. Jesli tak jest, to:

*x y=a(zr —x)* gdy A =0,
* y=a(r—z1)(r—x9) gdy A > 0.

Wzory Viéte’a:
Gdy réwnanie kwadratowe az? + bz + ¢ = 0 ma pierwiastki z1, 75, to zachodza wzory
(Viéte'a)
b

c
Ty + Ty =—5-, Tl = —
2a a

3.3 Funkcje wymierne — homografie

Def. Funkcje postaci: f(x) = %, gdzie ¢ # 0 oraz ad — bc # 0, nazywamy homografig.

Dziedzing homografii jest R \ {—4}.
Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola: wykres funkcji y = % odpowiednio
poprzesuwany: Napiszmy réwnanie funkcji homograficzne;j:

a:l:—i—%_ _a bc —ad 1

c:p+% e c? x+%

fx) =



Wida¢, iz ogblna homografie f(z) = Zﬂfj:g powstaje ze ’standardowej’ y = 1 przez: i)
przesuniecie pionowe o yy = ?; ii) przesuniecie poziome o zy = —%; iii) przeskalowanie o

czynnik bc;%l.
Prosta (pozioma) o réwnaniu y = ¢ nazywamy asymptotq poziomg; prosta (pionowa)
o réwnaniu x = —‘El nazywamy asymptotq poziomg.

4 Funkcje trygonometryczne

4.1 Funkcje trygonometryczne w tréjkacie prostokatnym
RysTrojkata
Def. Sinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek przyprostokatnej
przeciwlegtej danemu katowi do przeciwprostokatne;j:
) a
sina = —
c
Def. cosinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek przyprostokatne;j
przylegtej do danego kata do przeciwprostokatne;j:
. b
sina = —
c
Def. Tangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek przyprostokatnej
przeciwlegtej danemu katowi do przyprostokatnej przylegtej do danego kata:

¢ a
o= -
8=

Def. Cotangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek przyprostokatne;j
przylegtej do danego kata do przyprostokatnej przeciwleglej danemu katowi:

b 1
ctga = — = —
a tgx

Uwaga. Czasem, cho¢ rzadko, uzywa sie tez funkcji secans i cosecans. Sa one definiowane

jako: sec v = =+~ cosec v =
Sin &«

cosa’

4.2 Miara lukowa kata

Def. 1 radian (1 rad) jest to miara kata opartego na tuku, ktérego dtugos¢ jest réwna
dtugosci promienia okregu.

Mamy wiec proste wzory na zamiane miary kata w stopniach o, na miare tukowa a,.:

T 180

Qp = Qs =

180’ T

W szczegolnosei: 180° = m (rad); 90° = 3; 60° = Z; 30° = ¢ (podajac kat w mierze
tukowej, czesto sie juz nie podaje ze jest on mierzony w radianach).
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4.3 Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Majac zdefiniowane funkcje trygonometryczne dla dowolnego kata o € [0, 7], tatwo rozszerzy¢
te definicje na dowolny inny kat. Robi sie to tak: Niech o bedzie katem skierowanymF .tryg.dow
umieszczonym w ukl wsp. tak, ze jego poczatkowe ramie pokrywa sie z dodatnia pétosia
OX, a konicowym ramieniem jest polprosta o poczatku w punkcie (0,0). Na koficowym
ramieniu wybieramy dowolny punkt P = (z,y), rézny od punktu (0, 0).
Funkcje trygonometryczne kata o definiujemy w sposéb nastepujacy:

) Y x
sina = =, cosa = —,
r r

gdzie r jest odlegtoscia punktu P od punktu (0,0), zas r = 22 + 32

tga:g x%O,wiqca%g+kﬂ,k‘€Z
Y
ctga:y, r#0,wieca#kn, k€ Z
x

4.3.1 Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegdlnych éwiartkach uktadu
wspoélrzednych

"W pierwszej wszystkie sa dodatnie,
W drugiej tylko sinus,
W trzeciej tangens i kotangens,
A w czwartej cosinus".

4.3.2 Warto$ci funkcji trygonometrycznych dla niektéorych wartosci katow:

| o | 0°]30°]45°]60°]90° |

sina | 0 % % @ 1

cosa | 1 ? % . 0 ;I‘;l;,kresy
tga | O % 1 |3 | NI funkcji
Ctg « | NI \/g 1 % 0 trygon.

4.3.3 Parzystosé i nieparzystos§é funkcji trygonometrycznych
e Funkcja f(x) = cos(z) jest parzysta: cos(—z) = cos(x) Vyer
) z€R

e Funkcja f(x) = sin(x) jest nieparzysta: sin(—z) =

(z) sin(
e Funkcja f(z) = tg(x) jest nieparzysta: tg(—x) = —tg(v) Yaen,
(z) )V

e Funkcja f(z) = ctg(x) jest parzysta: ctg(—r) = ctg(r) Yeen,

11



4.3.4 Okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych

e Okresem podstawowym funkcji y = sinx oraz y = cosz jest 2m: Zachodzi: sin(z +
2km) = sin(x) oraz cos(z + 2km) = cos(x) Vier, Viez-

e Okresem podstawowym funkcji y = tgx oraz y = ctg x jest m: Zachodzi: tg(x+km) =
tg(r) oraz ctg(x + km) = ctg(x) Yeen,, Viez.

Czestosc? Amplituda?

4.3.5 Zwiazki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata,
tzn. tozsamosci trygonometryczne

o sina + cos?a = 1 Vaeg — jest to tzw. jedynka trygonometryczna;

sin « s

e tgca=—— a# —+km ke
COoS (v 2
cos

o ctgaa=—, a#kn, ke
sin «

o tgactga=1, a;«é%’r,kGZ

Przy uzyciu tych tozsamosci trygonometrycznych mozna udowodni¢ wiele innych — zaleznie
od potrzeby.

4.3.6 Zwiazki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi réznych katéw
Dla dowolnych katéw «, 5 zachodza zwigzki:

e sin(a + ) = sina cos 8 + cos a sin 3

e cos(a+ ) = cosa cos f — sina sin 3

Dow.
Wynikaja z nich, po przyjeciu o = (3, zwiazki na funkcje trygonometryczne podwojonego

kata

2 2

sin 2ac = 2sina cos v, cos 2av = cos” a — sin” « (2)

oraz poléwkowego kata:

L« 1 —cosa «Q 1+ cosa
sin— = ¢/ ———, COoS — = 4| ——— (3)
2 2 2 2

4.3.7 Wzory redukcyjne na sprowadzanie kata do pierwszej ¢wiartki

Okresowos$¢ funkcji trygonometrycznych oraz wzory na sume katéw pozwalaja sprowadzi¢
dowolny argument funkcji trygonometrycznej do 1. ¢wiartki.
Przykl.
sin(270? + «) = sin 270° cos a + cos 270° sin o« = — cos a;

cos(180? — av) = cos 180° cos(—al) — sin 180°sin(—«a)) = — cos(—a) = — cos «
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4.4 Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych

7 uwagi na okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych, nie mozna zdefiniowaé funkcji odwrotnych
do nich dla wszystkich argumentéw. Funkcje odwrotng do f mozna zdefiniowaé dla tych
argumentéw, dla ktorych f jest wzajemnie jednoznaczna.

Wezmy funkcje f(z) = sinz (+ zbiory, pomiedzy ktérymi f dziata). Patrzac na wykres
y = f(z) =sinzx, wida¢, ze f : X — Y jest funkcja wzajemnie jednoznaczna, jesli za zbior
argumentoéw wezmiemy X = [—7, 7], za$ za zbiér wartoéci Y = [—1, 1]. Funkcje odwrotna
sin~!(-) do funkcji sin(-) nazywamy arcsin(-) i definiujemy — zgodnie z definicjg funkcji
odwrotnej — jako: Jegli y = sin(x), to x = sin"'(y) = arcsin(y).

Uwaga: Wzajemna jednoznacznoéc¢ sin : X — Y ma miejsce takze w innych sytuacjach,
np. X, = [2, 2], Y = [—1, 1], 1 zdefiniowac funkcje arcsin,,, : [—1,1] — [%, 2X]. Standardowa
umowa moéwi, ze za X bierze sie X = [T, 7].

Ostatecznie (aby oswoi¢ z réznymi notacjami):

Def. Dla funkcji sin(-): [-F, 7] 4 [~1, 1] definiujemy odwrotna do niej funkcje arcsin (-):

[—1,1] ™" [—Z, 2] jako: Jesli y = sin(z), to = = arcsin(y).

202
(wigc np. arcsin(1) = %, arcsin(3) = % itd.). Wykres funkeji arcsin — zgodnie z ogolng

reguta uzyskiwania Wykrgséw funl<2cji odwrotnych — otrzymuje sie z wykresu sin przez
zamiane osi lub réwnowaznie przez symetrie wzgledem osi y = . Wykr.
Dla innych funkcji trygonometrycznych funkcje odwrotne definiuje sie jako: P
Def. Dla funkeji cos(-): [[0,7] <% [~1,1] definiujemy odwrotna do niej funkcje
arccos(+): [—1,1] "7 [0, 7] jako: Jedli y = cos(x), to x = arccos(y).
Def. Dla funkgji tg(-): | — Z,Z[%5] — oo, 00| definiujemy odwrotna do niej funkcje

272
arctg(+): | — oo, co["2¢] — 7, 5| jako: Jedli y = tg(z), to = = arctg(y).

4.4.1 Biegunowy uklad wspoélrzednych

Punkt na plaszczyznie mozna zaznaczy¢, zadajac uktad wspotrzednych i piszac wspolrzedne
punktu p w tym uktadzie (sa to tez sktadowe wektora OP: Do wyznaczenia polozeniarys.
punktu na plaszczyznie mozna jednak uzy¢ innego uktadu wspoétrzednych. Jezeli zamiast
(x,y) wprowadzimy r, ¢ przez

r=cosQp, y=sing

(lub na odwrét: r = /2?2 + y?, ¢ = arctg¥), to jest to rownie dobry uktad wspoétrzednych
co (z,y): Kazdemu punktowi plaszczyzny odpowiada dokladnie jedna para liczb (r, )
oraz na odwrot: Kazdej parze (r, ¢) odpowiada dokladnie jeden punkt plaszczyzny. (jest
jeden WYJATEK: punkt (0,0), gdzie kat ¢ nie jest okreslony).

Jedna z wiekszych sztuk w matematyce (i fizyce) jest dobér odpowiedniego uktadu
wspolrzednych. Gdy sie go odpowiednio (do zagadnienia) dobierze, to problem czesto
znacznie sie upraszcza lub nawet trywializuje.

Przykl. Rownanie okregu (o §rodku w (0,0) i promieniu R) ma we wspo6irzednych
kartezjanskich postaé

2* +y? = R?

za§ we wspoOlrzednych biegunowych

r =R, ¢ — dowolne.
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Przykl. Rozwazmy krzywa (kardioide)
(> +y? —ax)? =a(2® +9%), a>0

Analiza we wspoélrzednych kartezjanskich, aczkolwiek mozliwa, jest dos¢ ucigzliwa. We
wspoétrzednych biegunowych badanie jest o wiele latwiejsze i krzywa mozna narysowaé

"od reki".
r = a(l + cos ¢)
Przykl. Rozwazmy krzywa (lemniskata Bernoulliego)
(2% +y*)? =2a*(2* —y*), a>0

Mozna ja wykresli¢ we wspolrzednych kartezjanskich, aczkolwiek jest to do§¢ pracochtonne. We wspoltrzednych
biegunowych ma ona o wiele dogodniejsza do analizy postaé

r? = 2a% cos 2¢

Rys.

4.4.2 Twierdzenie cosinusé6w

Rozpatrzmy trojkat o bokach dlugosci a, b, ¢, gdzie kat miedzy bokami a i b wynosi o. Marys.
miejsce nastepujace uogdlnienie twierdzenia Pitagorasa, zwane twierdzeniem cosinusow.
(cosinusow). Zachodzi:
& =a® +b* — 2abcos .

Dow.?

4.4.3 Twierdzenie sinusé6w

Rozpatrzmy tréjkat o bokach a, b, ¢ oraz katach: a — naprzeciw boku a (tzn. kat pomiedzy

bokami b i ¢); § — naprzeciw boku b; v — naprzeciw boku c. Miedzy dlugo$ciami bokéw

a, b, c a katami «, 3, v zachodzg nastepujace zwiazki, zwane twierdzeniem sinusow.
(sinuséw). Zachodza réwnosci:

a b c

— 2R,

sina  sinf3  sinvy

gdzie R — promien okregu opisanego na tréjkacie.
Tu z grubsza powinien sie konczy¢ wyktad 3.
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5 Wielomiany
Wielomianem jednej zmiennej (tu: rzeczywistej) nazywamy funkcje
W (z) = apa™ + ap_12" ' 4 - +ay +ag, gdziea,, an_1,...,a1,a0 € R,z € R

Liczby ay,, a,_1, ..., a1, a9 nazgywamy wspotczynnikams wielomianu.

Jesli a,, # 0, to liczbe n nazywamy stopniem wielomianu: degW = n. ("degree")

Jesli V,crW () = 0, to wielomian nazywamy zerowym. Ma on wszystkie wspotczynniki
réwne zeru. Takiemu wielomianowi nie przypisujemy zadnego stopnia. (Mozna mu tez
przypisaé stopien —oo).

Def. Mowimy, ze Dwa wielomiany f(x), g(z) zmiennej rzeczywistej sa rowne <= gdy
przyjmuja te same wartosci dla kazdej wartosci zmiennej z: f = g <= V,er f(z) = g(2).

Mamy proste

Tw. Dwa wielomiany f(z), g(x) zmiennej rzeczywistej sa rowne (zapisujemy to: f = g)
wtedy i tylko wtedy gdy maja réwne wspdlczynniki przy tych samych potegach zmienne;j
x.

Tw. (o dzieleniu wielomianéw) Jesli f(x), g(z) sa wielomianamii g(x) nie jest wielomianem
zerowym, to istnieja takie wielomiany ¢(x), r(x), ze f(x) = q(z)g(z) + r(x), przy czym
degr < deg g. Wielomian ¢(x) nazywamy ilorazem wielomianéw f i g, za$ wielomian r —
resztq z dzielenia f przez g.

Def. Jesli r(z) = 0, to méwimy, ze wielomian f jest podzielny przez wielomian g.

Def. Pierwiastkiem wielomianu f nazywamy taka liczbe rzeczywista z, ze W (xy) = 0.

Tw. Reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez dwumian x — a jest réwna W (a).

Wniosek (Tw. Bézout). Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (z) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W (z) jest podzielny przez = — a.

Inna postaé zapisu. Jesli a jest pierwiastkiem wielomianu W (z), to mozna go zapisac
w postaci: W(z) = p(x)(x — a) , gdzie p(z) jest wielomianem stopnia o 1 nizszego niz

Kazdy wielomian o wspoétczynnikach rzeczywistych mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego.

Kazdy wielomian n—-tego stopnia ma co najwyzej n pierwiastkow.

Kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek.

Def. Liczbe a nazywamy k—krotnym (gdzie k € N) pierwiastkiem wielomianu W (x)
<= W (x) jest podzielny przez (x — a)*, ale nie jest podzielny przez (z — a)**1. Liczbe k
nazywamy krotnoscig pierwiastka.

6 Funkcje wymierne

Def. Funkcje: f(z) = ggg, gdzie P(z),Q(x) sa wielomianami i Q(z) # 0, nazywamy

funkcjg wymierng. Dziedzing Dy tej funkcji jest zbior Dy = {x € R : Q(z) # 0}.
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7 Funkcja wykladnicza i logarytmiczna

7.1 Funkcja wykladnicza

Funkcje wyktadnicza definiuje sie najsampierw dla wyktadnikéw naturalnych. Dla dowolnego
a € R oraz n € Ndb mozna zapisacé:

a"=a-a...a (nrazy) (4)
Stad od razu wynika, ze:
a® - aq™m = an-‘,—m (5)
oraz
()" = a™ ©)

Przyjmujemy, ze a” = 1.
Ujemng potege definiujemy rozszerzajac zasade (5) przez dopuszczenie, aby n, m byly
dowolnymi liczbami catkowitymi. Wezmy:

skad

6~

Definiujemy nastepnie potegi utamkowe. Tu zaktadamy, ze a > 0 (zaraz sie okaze dlaczego).
Oznaczmy: b = an. Mamy:

co znaczy, ze b = /a, czyli
av = {/a. (9)

Dowolna potege wymierng liczby a definiujemy teraz jako
ar = (Ya)’ (10)

gdzie n € N, p € Zdb.

Mamy tez: Jeslia > 1ib > 0, to a® > 1 i, w konsekwencji, jesli ¢; > ¢, to a® > a®.
(Dla a < 1 znaki trzeba odwréci¢). To pozwala przez ciagto$é zdefiniowaé a dla dowolnych
a>01ibe R. Wida¢ tez, ze funkcja wyktadnicza jest monotoniczna (rosnaca dla a > 11
malejaca dla a < 1).

Wykresy funkcji wyktadniczej dla a > 11 a < 1 wygladaja tak: Rys.

Jako ze funkcja wyktadnicza f(z) = a” jest rosnaca (wezmy, dla ustalenia uwagi,

a > 1) w calej swojej dziedzinie, (dziedzina jest R a zbiorem wartosci R, ) to istnieje
funkcja do niej odwrotna. Zwiemy ja logarytmem.
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7.2 Funkcja logarytmiczna

Zaktadamy, ze a > 0, a # 1.

Def. Dla danych a oraz y, jesli x jest takie, ze a® = y, to x nazywamy logarytmem o
podstawie a z y i oznaczamy: v = log, y. Dziedzing logarytmu jest R, a zbiorem warto$ci
R.

Wtasnosci (5) odpowiada:

b
log,(b-c) =log,b+log,c oraz log, (—) =log, b —log, ¢ (11)
c
a wlasnosci (6):
log, (b°) = clog, b (12)
W szczegdlnosci
n 1
loga( \/5) = E 1Oga b (13)

8 Zasada indukcji matematycznej

Zbidr liczb naturalnych posiada bardzo wazna wlasnos¢, ktorej czesto sie uzywa w dowodach.
Moéwi ona ze:

Niech bedzie dana jaka§ wlasnos¢ liczb naturalnych (nazwijmy ja tezq indukcyjng T,
ktora spelnia nastepujace warunki:

1. Liczba 1 posiada te wlasno§é (tzn. teza T; jest prawdziwa),

2. Jesli liczba n posiada te wlasnosé, to posiada ja rowniez liczba n+1 (tzn. prawdziwa
jest implikacja: T,, = T}, 11)-

Zasada indukcji oznacza, ze przy powyzszych zalozeniach, kazda liczba naturalna posiada
te wlasnoé¢ (tzn. teza T, jest prawdziwa dla kazdej n € N).

Zasada indukcji odpowiada nastepujacej intuicji: Jesli prawdziwa jest teza T}, to — na
mocy 2) — prawdziwa jest rowniez teza Ts. Skoro tak, to z 2) prawdziwa jest réwniez teza
T3, i zn6w uzywajac 2) prawdziwa jest teza T} itd.

Przykl. Nierownosé Bernoulliego: Mowi ona, ze:

Dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby rzeczywistej a > 1 zachodzi wzoér

(1+a)">1+na (14)
Dow.

1. Sprawdzamy prawdziwos$é¢ tezy 17, tzn. czy nieréwno$é jest prawdziwa dla n = 1.
Mamy: 14 a > 1 + a czyli ok.

2. Sprawdzamy prawdziwos¢ implikacji T, = 1), 1. Zapiszmy prawa strone 71}, :
(1+a)"™ = (1 +a)"(1+ a) > ||korzystamy z zatozenia o prawdziwosci T,...

orazze (1+a)>0|>(1+na)(l1+a)=14+n+1Da+na®>>1+n+1)a

czyli, zakladajac prawdziwosé tezy T, otrzymaliémy prawdziwo$¢ tezy T,,.1. Z
zasady indukcji wynika wiec, ze teza T,, jest prawdziwa dla kazej n € N — tzn.
ze niero6wnos$¢ (14) jest prawdziwa Vn € N
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Przykl. Dwumian Newtona. Najsampierw jednak zdefiniujemy (a dla tych, co znaja,
przypomnimy) symbol silnia: n! =1-2-3...(n — 1) - n, (przyjmujemy tez, ze 0! = 1), a
nastepnie wspotczynniki Newtona:

n nn—1)n-2)...(n—k+1)
<k:> - 1-2.3.---k (15)

n!
T Rln— k) (16)

zakladamy, ze n i k sa to liczby naturalne, oraz n > k. Mamy:

(5) (2)

Pokazemy teraz, ze Vn,k € N, n > k zachodzi
n n [ n+1
()= ) =00
Liczymy bezpo$rednio:

n n _nn-1)(n—-2)...n—k+1) nn-1)n-2)...(n—k+2)
<k>+<k—1>_ 1-2-3.---k . 1-2-3----(k—1)

k
k

nn-1)n—-2)..n—k+2)(n—k+1+k) [ n+1
o 1-2.3.---k - k :

Teraz przystepujemy do udowodnienia wzoru dwumiennego Newtona:
Va,b € R, Vn € N zachodzi

n___mn n n—1 n n—212 n n—kpk n n
(a+b)"=a +<1>a b+<2>a b+-~-+<k>a b+-~-+<n>b.(17)

Uwaga. Dlan = 1 wzor (17) jest oczywisty. Dlan = 21in = 3 wzoér wzor (17) powinien by¢
znany ze szkoly éredniej (a jesli nie jest, niech Czytelnik sprawdzi, ze (a+b)* = a*+2ab+b?;
(a+0b)> =a®+ 3a®b + 3ab® + b°.

Tak wiec, zgodnie ze schematem dowodu indukcyjnego:

1. teza T jest prawdziwa.

2. Aby pokaza¢ wynikanie 7,, = T,,,1, wezmy prawa strone rownosci (17) dla n + 1.
Mamy:

(a+b)"" = (a+b)"(a+b) = (a+b)"a+ (a+b)"b,

i korzystajac teraz z zalozenia o prawdziwosci 7}, mamy

(a+b)"*! =
—a,n+1+<7;l)anb+<g>an_1b2+"‘+<z)an_k+1bk+"'+<z>abn+
n n n—172 n n—k+11k n+1 n n+1
+a"b+ 1) b*+ -+ ko1 b + -+ ab” +b"" =



:a"“—l—(nirl )a"b—i—-~+<n;1 )a”‘k+1bk+-~-+<n21)ab"+bn+1a

a jest to wlasnie lewa strona rownosci (17) dla n + 1. Zatem, mozemy zakonczy¢ dowdd
moéwiac, ze

3. Rownosc (17) jest prawdziwa dla kazdego n € N.

Uwaga. Wz6r na dwumian Newtona daje sie zapisa¢ o wiele krocej uzywajac symbolu
sumy:

(a+b)" =3 ( . ) am kb (18)
k=0

Tu symbol: >°)_, A, oznacza, ze nalezy utworzy¢ sume n + 1 sktadnikéw, ktére powstaja

z wyrazenia A, przez podstawianie na miejsce k£ kolejno liczb 0,1,2,... n.
Przykl. (startuje sie od ng > 1) 2" > n?vn > 4

Przykl. (uzywa sie tezy T), i T,—1 aby pokazaé prawdziwosé T, 1) Ciag Fibonacciego.

19



