Matematyka II: Zadania przed 3. terminem
Sa tu niektdére zadania z egzaminu z rozwigzaniami i troche dodatkowych

1. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji
f(x, y) — (33'2 4 2y2)67(;¢2+y2)

Odp. Jedno minimum (w p. (0,0)), dwa maksima w punktach (0, 41), i jeszcze dwa
punkty siodlowe (to oczywiscie nie ekstrema) w punktach (£1,0).

Rozw. Punkty stacjonarne (lub: krytyczne, lub: podejrzane o ekstremum) liczymy
z warunkow zerowania sie pochodnych czastkowych f. Mamy:

fo = 2z—22%—dzy®)e~ @) = 0 = z(1-22—-2%) = 0 = 2 = 0 lub 2°+2¢° = 1;
fy = (4y—2x2y—4y3)e*(x2+y2) =0= y(2—2*-2y*) =0 = y = 0 lub 2*+2y* = 2.
skad otrzymujemy cztery mozliwe ukady rownan:
I:x=0,y=0; IIl:2=0,2*°+2*=2; IIl:2°+2*=1,y=0;
IV 2?4 2% = 1,2% + 2y° = 2
ktore maja rozwiazania:
I:(0,0); II:(x1,0); III:(0,41);

(IV daje uklad sprzeczny — dlaczego?).

Aby znalezé¢ ekstrema, nalezy obliczy¢ macierz drugich pochodnych D?f w tych
punktach i zbada¢, czy jest dodatnio lub ujemnie okreslona. Mamy:

fx;v = (2 — 101’2 — 4y2 —+ 41-4 + 8I2y2)€—(z2+y2);
Joy = fya = (—12zy + 4x3y + 8y3:c)e’("”2+y2);
— (4 — 2% — 16y + 42%y® + 8y*)e” @),
= (4 — 22 — 16y° + 427y + 8y* (
W punktach krytycznych mamy:

(a) I D*f; = [ g Z ] - jest dodatnio okreslona (dlaczego?) — MINIMUM.

(b) I: D*f; =+ [ _02 _22 ] - jest ujemnie okreslona (dlaczego?) - MAKSIMUM.

(¢) Il D*f; =1 [ _04 (2) ] — nie jest okreslona ani dodatnio ani ujemnie — SIO-
DL.O.

2. Znalez¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji:
flay)=z+2y

w kole K: K = {(z,y) e R?: 2> +y* < 1.



Rozw. Szukamy najsampierw wewngtrz kota punktow stacjonarnych (zwanych tez
krytycznymi, badz podejrzanymi o ekstrema). W tym celu liczymy pochodne czast-
kowe funkcji f:

fwzla fy:2

i przyrownujemy do zera. Wida¢, ze zawsze pochodne czastkowe sa rozne (tu: wiek-
sze) od zera, tak wiec wewngtrz kota nie ma ekstremdw.

Wobec tego, szukamy wartoéci najwiekszych na brzegu, tzn. na okregu z + y? = 1.
A to jest problem podpadajacy pod metode mnoznikow Lagrange’a, bo szukamy
ekstreméw funkcji f przy warunku g(z,y) = 22 + y*> — 1 = 0. Tworzymy wigc
funkcje F(z,y) = f(x,y) + Ag(z,y) (gdzie X — mnoznik Lagrange’a), liczymy jej
pochodne i przyrownujemy do zera. W ten sposob dostajemy rownania:

F,=14+2\x=0, F,=2+2\y=0. (1)
Mnozac pierwsze rownanie przez —2 i dodajac do drugiego, dostaniemy
2M(—2z 4+ y) =0,

skad A = 0 lub y = 2z. Pierwsza mozliwos¢ nie moze zachodzi¢, gdyz po wstawieniu
A = 0 do réwnan (1) dostalibysmy 1 = 0,2 = 0, czyli sprzecznosé¢. Pozostaje wiec
mozliwoéé y = 2x. Pamietajmy, Zze mamy jeszcze réwnanie wiezu 22 + y? = 1; po
wstawieniu tam otrzymanej rownosci y = 2z dostajemy:

5rl=1 — x:ii

V5

i, poniewaz y = 2x, otrzymujemy dwa punkty pi, ps podejrzane o ekstrema:

(12 B 1 2
4! \/57 \/5 ;o D2 \/57 \/5 .
Mozna teraz zbadac, czy p1, pe sa ekstremami przez: 1) wyliczenie drugiej pochodnej,
albo 2) skorzystanie z twierdzenia, ze funkcja ciggta na zbiorze zwartym osigga
swoje kresy, wobec czego, jesli ma punkty krytyczne, to w nich przyjmuje wartosci

najwieksze i najmniejsze. Tu zbiorem jest okrag, wiec zbiér zwarty (domkniety i
ograniczony). Wartosci funkcji w punktach py, py sa:

f‘pl = \/gaf’pz = _\/ga

wobec czego, w p; funkcja osiaga maksimum na okregu (a wiec jest to tez wartosé
najwieksza na catym kole K), a w py funkcja osiaga minimum na okregu (a wiec
jest to tez warto$¢ najmniejsza na calym kole K).

. Znalez¢ ogdlne rozwiazania y(t) rownan rézniczkowych:

(a) ¥" +y — 6y =0,
(b) v +y' — 6y = 2te".

Rozw.



(a) RORJ: Rownanie charakterystyczne: A2 + X\ — 6 = 0 ma pierwiastki: \; = —2,
Ao = 3. Stad Rozwigzanie Ogolne Roéwnania Jednorodnego yo; = Cie ™ +
Cge3t.

(b) RSRN: Niejednorodnosé¢ jest 'zgadywalna’, jako ze jest postaci wielomian (tu:
pierwszego stopnia) razy eksponens. Wyktadnik w eksponensie wyrazu nie-
jednorodnego nie pokrywa sie z zadng z wartosci wiasnych réownania cha-
rakterystycznego. Przewidujemy wiec rozwigzanie w postaci: (wielomian 1.
stopnia) x e, czyli Rozwiazanie Szczegolne Rownania Niejednorodnego ysy =
(A + Bt)e™t. Wstawiajac te posta¢ do rownania niejednorodnego, dostajemy:
(—2B+ A)e '+ Ate™" = 2te”". Rownanie to musi by¢ spelnione tozsamosciowo
dla kazdego ¢, skad mamy: —2B + A = 0 (wspolczynnik przy e ), B = 2
(wspolezynnik przy te™!). Znajdujemy stad wspotezynniki: A =4, B = 2, czyli

ysy = (4 + 2t)e”?

Rozwiazanie Ogoélne Réwnania Niejednorodnego yon jest suma powyzszych
wyrazen:
YoN = YsN + You-

4. Zmalez¢ wartosci wlasne i wektory wlasne operatora danego macierza A:

5 —1 -1
A= -1 5 -1
-1 -1 5

Rozw.
(a) warto$ci wtasne: Liczymy wielomian charakterystyczny macierzy:

5-x) -1 -1
wa(A)=det| -1 (5-X) -1 =(-X>=35-)\) -2
~1 -1 (5-X\

Wida¢, ze warto podstawi¢ t = 5 — A, co daje wa(t) = t3 — 3t — 2. War-
tosci wlasne A sg pierwiastkami réwnania charakterystycznego. Zauwazamy,
ze jednym z pierwiastkow rownania charakterystycznego jest t; = —1 (Jesli
w zadaniu kolokwialnym pojawi sie réwnanie trzeciego stopnia, to z bardzo wy-
sokim prawdopodobiefnstwem jednym z pierwiastkéw jest niewielka liczba catko-
wita. Chyba ze uktadajacy zadanie jest ztoSliwy albo sie pomyli.). Stad mamy:
wa(t) = (t+1)*(t — 2), ktorego pierwiastki sa: t; = —1 (podwojny), to = 2. W
przeliczeniu na lambdy: \y =5 —t; =6, Ay =5 — 1ty = 3.

(b) Wektory wtasne:

Q@
i. vy jest wektorem spelniajgcym rownanie: Av; = A\jvq. Niech v; = | 3
Y

Wstawiajac te posta¢ do réwnania Av, = vy, gdzie \; = 6, dostajemy

uktad réwnan na sktadowe wektora vi: o + 3+ v = 0 (trzy razy to samo,

wiec nie przepisujemy dwu pozostalych réwnari, bo sa identyczne). Jedna



ze sktadowych (np. a) mozemy wiec wyrazi¢ jako funkcje pozostalych:

a = —( — 1, co daje posta¢ wektora wlasnego:
-6 -7 —1 -1
V] = ﬁ = ﬁ 0 + v 1
0 1 0

gdzie (3,7 sg dowolnymi liczbami. Innymi stowy, zbior wektoréw whasnych
tworzy tu dwuwymiarowa przestrzen wektorowa, rozpinana przez wektory

—1 —1

0 oraz 1

1 0
o
ii. vy jest wektorem spelniajacym roéwnanie: Ave = Ayvg. Niech vy = |
Y

Wstawiajac te posta¢ do réwnania Avy = Aguy, gdzie Ny = 3, dostajemy
uklad réwnan na sktadowe wektora vs:

20 - —y =0

—a 28 - 0
—a —f 42y = 0

Rozwigzujemy uktad, dostajac na wspotczynniki: § = v, a = v, czyli vy

jest
vy 1
Vo = Y =7 1
ol 1
gdzie v jest dowolng liczba. Innymi stowy, zbiér wektorow wlasnych tworzy
1
tu jednowymiarowa przestrzen wektorows, rozpinang przez wektor | 1
1

5. W zalezno$ci od parametru p znalez¢ rozwiazanie(-a) uktadu réwnan:

p 1 1 T 1
1 p 1 y | =11
1 1 p z 1

Rozw. Korzystamy z wzoré6w Cramera. Liczymy wyznaczniki:

W:

_ S

11 111
p 1l=@-1%p+2); Wo=|11p 1|=@p-1>%
1 p 1 1 p

D 1 p 11
W,=11 l|l=@p@-D3W.=|1 p 1|=(@(p-17>~
11 p 111

Mamy trzy mozliwe sytuacje:



(a)

Gdy W #£ 0, tzn. p # 11 p # —2, to uktad ma jednoznaczne rozwigzanie dane
przez wzory Cramera:

x—%— w1 'z—WZ— 1
W o2V TW T v T W T2
Gdy p = =2, to W = 0, za$ pozostate wyznaczniki sg rézne od zera — uktad

jest sprzeczny.

Gdy p = 1, to wszystkie wyznaczniki sg réwne zeru. Ukltad przyjmuje wtedy
postac:

111 x 1
1 11 y|l=1]1
1 11 z 1

Wszystkie rownania sa takie same, wystarczy wiec napisa¢: v +y + 2z = 11
mozna wyrazi¢ jedna ze zmiennych (np. z) jako funkcje ziy: 2z =1—2 —y,
gdzie z,y sa dowolne. Jest tu wiec nieskoriczenie wiele rozwigzan — tworza one
dwuparametrowa rodzine.

Czesto wygodne jest rownowazne zapisanie rozwigzania w postaci wektorowej.

Uzupelniajac powyzsze wyrazenie na z dwoma tautologicznymi réwnaniami:
r =x,y =Yy, mozemy zapisac

x x 0 1 0
y | = Y =10 | +=x 0 +y 1
z l—z—y 1 —1 —1



