
Matematyka II: Zadania przed 3. terminem
S¡ tu niektóre zadania z egzaminu z rozwi¡zaniami i troch¦ dodatkowych

1. Znale¹¢ ekstrema lokalne funkcji

f(x, y) = (x2 + 2y2)e−(x
2+y2)

Odp. Jedno minimum (w p. (0, 0)), dwa maksima w punktach (0,±1), i jeszcze dwa
punkty siodªowe (to oczywi±cie nie ekstrema) w punktach (±1, 0).
Rozw. Punkty stacjonarne (lub: krytyczne, lub: podejrzane o ekstremum) liczymy
z warunkow zerowania si¦ pochodnych cz¡stkowych f . Mamy:

fx = (2x−2x3−4xy2)e−(x
2+y2) = 0 =⇒ x(1−x2−2y2) = 0 =⇒ x = 0 lub x2+2y2 = 1;

fy = (4y−2x2y−4y3)e−(x
2+y2) = 0 =⇒ y(2−x2−2y2) = 0 =⇒ y = 0 lub x2+2y2 = 2.

sk¡d otrzymujemy cztery mo»liwe uk¡dy równa«:

I : x = 0, y = 0; II : x = 0, x2 + 2y2 = 2; III : x2 + 2y2 = 1, y = 0;

IV : x2 + 2y2 = 1, x2 + 2y2 = 2

które maj¡ rozwi¡zania:

I : (0, 0); II : (±1, 0); III : (0,±1);

(IV daje ukªad sprzeczny � dlaczego?).

Aby znale¹¢ ekstrema, nale»y obliczy¢ macierz drugich pochodnych D2f w tych
punktach i zbada¢, czy jest dodatnio lub ujemnie okre±lona. Mamy:

fxx = (2− 10x2 − 4y2 + 4x4 + 8x2y2)e−(x
2+y2);

fxy = fyx = (−12xy + 4x3y + 8y3x)e−(x
2+y2);

fyy = (4− 2x2 − 16y2 + 4x2y2 + 8y4)e−(x
2+y2).

W punktach krytycznych mamy:

(a) I: D2fI =
[
2 0
0 4

]
- jest dodatnio okre±lona (dlaczego?) � MINIMUM.

(b) II:D2fI = 1e

[
−2 0
0 −12

]
- jest ujemnie okre±lona (dlaczego?) � MAKSIMUM.

(c) II: D2fI = 1
e

[
−4 0
0 2

]
� nie jest okre±lona ani dodatnio ani ujemnie � SIO-

D�O.

2. Znale¹¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji:

f(x, y) = x+ 2y

w kole K: K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ¬ 1.
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Rozw. Szukamy najsampierw wewn¡trz koªa punktów stacjonarnych (zwanych te»
krytycznymi, b¡d¹ podejrzanymi o ekstrema). W tym celu liczymy pochodne cz¡st-
kowe funkcji f :

fx = 1, fy = 2

i przyrównujemy do zera. Wida¢, »e zawsze pochodne cz¡stkowe s¡ ró»ne (tu: wi¦k-
sze) od zera, tak wi¦c wewn¡trz koªa nie ma ekstremów.

Wobec tego, szukamy warto±ci najwi¦kszych na brzegu, tzn. na okr¦gu x2 + y2 = 1.
A to jest problem podpadaj¡cy pod metod¦ mno»ników Lagrange'a, bo szukamy
ekstremów funkcji f przy warunku g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0. Tworzymy wi¦c
funkcj¦ F (x, y) = f(x, y) + λg(x, y) (gdzie λ � mno»nik Lagrange'a), liczymy jej
pochodne i przyrównujemy do zera. W ten sposób dostajemy równania:

Fx = 1 + 2λx = 0, Fy = 2 + 2λy = 0. (1)

Mno»¡c pierwsze równanie przez −2 i dodaj¡c do drugiego, dostaniemy

2λ(−2x+ y) = 0,

sk¡d λ = 0 lub y = 2x. Pierwsza mo»liwo±¢ nie mo»e zachodzi¢, gdy» po wstawieniu
λ = 0 do równa« (1) dostaliby±my 1 = 0, 2 = 0, czyli sprzeczno±¢. Pozostaje wi¦c
mo»liwo±¢ y = 2x. Pami¦tajmy, »e mamy jeszcze równanie wi¦zu x2 + y2 = 1; po
wstawieniu tam otrzymanej równo±ci y = 2x dostajemy:

5x2 = 1 =⇒ x = ± 1√
5

i, poniewa» y = 2x, otrzymujemy dwa punkty p1, p2 podejrzane o ekstrema:

p1 =
(
1√
5
,
2√
5

)
; p2 =

(
− 1√
5
,− 2√
5

)
.

Mo»na teraz zbada¢, czy p1, p2 s¡ ekstremami przez: 1) wyliczenie drugiej pochodnej,
albo 2) skorzystanie z twierdzenia, »e funkcja ci¡gªa na zbiorze zwartym osi¡ga

swoje kresy, wobec czego, je±li ma punkty krytyczne, to w nich przyjmuje warto±ci
najwi¦ksze i najmniejsze. Tu zbiorem jest okr¡g, wi¦c zbiór zwarty (domkni¦ty i
ograniczony). Warto±ci funkcji w punktach p1, p2 s¡:

f |p1 =
√
5, f |p2 = −

√
5,

wobec czego, w p1 funkcja osi¡ga maksimum na okr¦gu (a wi¦c jest to te» warto±¢
najwi¦ksza na caªym kole K), a w p2 funkcja osi¡ga minimum na okr¦gu (a wi¦c
jest to te» warto±¢ najmniejsza na caªym kole K).

3. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania y(t) równa« ró»niczkowych:

(a) y′′ + y′ − 6y = 0,
(b) y′′ + y′ − 6y = 2te−t.

Rozw.
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(a) RORJ: Równanie charakterystyczne: λ2 + λ− 6 = 0 ma pierwiastki: λ1 = −2,
λ2 = 3. St¡d Rozwi¡zanie Ogólne Równania Jednorodnego yOJ = C1e

−2t +
C2e

3t.

(b) RSRN: Niejednorodno±¢ jest 'zgadywalna', jako »e jest postaci wielomian (tu:
pierwszego stopnia) razy eksponens. Wykªadnik w eksponensie wyrazu nie-
jednorodnego nie pokrywa si¦ z »adn¡ z warto±ci wªasnych równania cha-
rakterystycznego. Przewidujemy wi¦c rozwi¡zanie w postaci: (wielomian 1.
stopnia)×e−t, czyli Rozwi¡zanie Szczególne Równania Niejednorodnego ySN =
(A + Bt)e−t. Wstawiaj¡c t¦ posta¢ do równania niejednorodnego, dostajemy:
(−2B+A)e−t+Ate−t = 2te−t. Równanie to musi by¢ speªnione to»samo±ciowo
dla ka»dego t, sk¡d mamy: −2B + A = 0 (wspóªczynnik przy e−t), B = 2
(wspóªczynnik przy te−t). Znajdujemy st¡d wspóªczynniki: A = 4, B = 2, czyli

ySN = (4 + 2t)e−t

Rozwi¡zanie Ogólne Równania Niejednorodnego yON jest sum¡ powy»szych
wyra»e«:

yON = ySN + yOJ .

4. Znale¹¢ warto±ci wªasne i wektory wªasne operatora danego macierz¡ A:

A =

 5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5


Rozw.

(a) warto±ci wªasne: Liczymy wielomian charakterystyczny macierzy:

wA(λ) = det

 (5− λ) −1 −1
−1 (5− λ) −1
−1 −1 (5− λ)

 = (5− λ)3 − 3(5− λ)− 2
Wida¢, »e warto podstawi¢ t = 5 − λ, co daje wA(t) = t3 − 3t − 2. War-
to±ci wªasne A s¡ pierwiastkami równania charakterystycznego. Zauwa»amy,
»e jednym z pierwiastków równania charakterystycznego jest t1 = −1 (Je±li
w zadaniu kolokwialnym pojawi si¦ równanie trzeciego stopnia, to z bardzo wy-

sokim prawdopodobie«stwem jednym z pierwiastków jest niewielka liczba caªko-

wita. Chyba »e ukªadaj¡cy zadanie jest zªo±liwy albo si¦ pomyli.). St¡d mamy:
wA(t) = (t+1)2(t− 2), którego pierwiastki s¡: t1 = −1 (podwójny), t2 = 2. W
przeliczeniu na lambdy: λ1 = 5− t1 = 6, λ2 = 5− t2 = 3.

(b) Wektory wªasne:

i. v1 jest wektorem speªniaj¡cym równanie: Av1 = λ1v1. Niech v1 =

 α
β
γ

.
Wstawiaj¡c t¦ posta¢ do równania Av1 = λ1v1, gdzie λ1 = 6, dostajemy
ukªad równa« na skªadowe wektora v1: α + β + γ = 0 (trzy razy to samo,
wi¦c nie przepisujemy dwu pozostaªych równa«, bo s¡ identyczne). Jedn¡
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ze skªadowych (np. α) mo»emy wi¦c wyrazi¢ jako funkcje pozostaªych:
α = −β − γ, co daje posta¢ wektora wªasnego:

v1 =

 −β − γβ
γ

 = β
 −10
1

+ γ
 −11
0


gdzie β, γ s¡ dowolnymi liczbami. Innymi sªowy, zbiór wektorów wªasnych
tworzy tu dwuwymiarow¡ przestrze« wektorow¡, rozpinan¡ przez wektory −10
1

 oraz

 −11
0

.

ii. v2 jest wektorem speªniaj¡cym równanie: Av2 = λ2v2. Niech v2 =

 α
β
γ

.
Wstawiaj¡c t¦ posta¢ do równania Av2 = λ2v2, gdzie λ2 = 3, dostajemy
ukªad równa« na skªadowe wektora v2:

2α −β −γ = 0
−α +2β −γ = 0
−α −β +2γ = 0

Rozwi¡zujemy ukªad, dostaj¡c na wspóªczynniki: β = γ, α = γ, czyli v2
jest

v2 =

 γ
γ
γ

 = γ
 11
1


gdzie γ jest dowoln¡ liczb¡. Innymi sªowy, zbiór wektorów wªasnych tworzy

tu jednowymiarow¡ przestrze« wektorow¡, rozpinan¡ przez wektor

 11
1

.
5. W zale»no±ci od parametru p znale¹¢ rozwi¡zanie(-a) ukªadu równa«: p 1 1

1 p 1
1 1 p


 x
y
z

 =
 11
1


Rozw. Korzystamy z wzorów Cramera. Liczymy wyznaczniki:

W =

∣∣∣∣∣∣∣
p 1 1
1 p 1
1 1 p

∣∣∣∣∣∣∣ = (p− 1)2(p+ 2); Wx =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 p 1
1 1 p

∣∣∣∣∣∣∣ = (p− 1)2;

Wy =

∣∣∣∣∣∣∣
p 1 1
1 1 1
1 1 p

∣∣∣∣∣∣∣ = (p− 1)2;Wz =
∣∣∣∣∣∣∣
p 1 1
1 p 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (p− 1)2.
Mamy trzy mo»liwe sytuacje:
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(a) Gdy W 6= 0, tzn. p 6= 1 i p 6= −2, to ukªad ma jednoznaczne rozwi¡zanie dane
przez wzory Cramera:

x =
Wx
W
=
1

p+ 2
; y =

Wy
W
=
1

p+ 2
; z =

Wz
W
=
1

p+ 2
.

(b) Gdy p = −2, to W = 0, za± pozostaªe wyznaczniki s¡ ró»ne od zera � ukªad
jest sprzeczny.

(c) Gdy p = 1, to wszystkie wyznaczniki s¡ równe zeru. Ukªad przyjmuje wtedy
posta¢:  1 1 11 1 1

1 1 1


 x
y
z

 =
 11
1


Wszystkie równania s¡ takie same, wystarczy wi¦c napisa¢: x + y + z = 1 i
mo»na wyrazi¢ jedn¡ ze zmiennych (np. z) jako funkcj¦ x i y: z = 1 − x − y,
gdzie x, y s¡ dowolne. Jest tu wi¦c niesko«czenie wiele rozwi¡za« � tworz¡ one
dwuparametrow¡ rodzin¦.

Cz¦sto wygodne jest równowa»ne zapisanie rozwi¡zania w postaci wektorowej.
Uzupeªniaj¡c powy»sze wyra»enie na z dwoma tautologicznymi równaniami:
x = x, y = y, mo»emy zapisa¢ x

y
z

 =
 x

y
1− x− y

 =
 00
1

+ x
 10
−1

+ y
 01
−1


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