Zadania z analizy i algebry.
(wyktad prof.prof. J. Wojtkiewicza i K. Napiorkowskiego)

ALGEBRA, przestrzenie wektorowe

Zadanie 1
Zbadaé czy wektor v mazna przedstawi¢ jako kombinacje liniowsg wektorow e; i es, gdzie
1 4 7
i) v= 2], e.= 1|5, e = |8 ,
3 6 9
oraz
1 1 —1
i1) v= 12|, ee=|11], e=|1]/,
3 -1 1

Odp. i) tak: v = 2e; — ey, ii) nie.

Zadanie 2
Czy wektory

_[1+2i] _[7—1}
Wizl i | W2T 344

sa liniowo zalezne? Zbada¢ sprawe nad ciatem R! i nad ciatem C?.
Odp. Pytamy, czy réwnanie

T1W] + T9Wy = 0 s
ma rozwiazanie dla x; € R, gdy nad R' oraz z; € C! gdy nad C'. Rozwigzmy:

I1Z+l’2(3+2):0,

Z drugiego x; = (—1+3i)x9 i to do pierwszego, co da: [(1+42i)(—1+3i)+7—i]zy = 0. To
istotnie jest zero. Rozwiazaniemi sa wiec dowolne x5 i 1 = (=1 + 3i)zy. Widaé jednak,
ze jesli 75 € R! to y jest zespolone. Zatem nad R! wektory w; i wy sg liniowo niezalezne,
a nad C! zalezne.

Zadanie 3
Zbada¢ liniowa niezalezno$é¢ nad cialem R' i nad C* wektoréw
1 0 1 1
Z) e = 1 5 €y = 1 5 €3 = 1 s ey = 0 s
0 1 1 1



oraz

0 1 i
’LZ) f1 = 1 y f2 - 1 5 f3 - 1
2 —1 1

Odp.: W przypadku i) widaé¢ gotym okiem, ze s liniowo zalezne nad R! bo réwnanie
Are1 + Aoes + Azes + Ageq = 0 ma rozwigzanie Ay = Ay = Ay = A, A3 = —2\ dla dowolnego
A, a skoro sg liniowo zalezne nad R! to i nad C' tez, bo R* € C'. W przypadku i)
rozwiazujemy rownanie {1f) + Eofy + E3f5 = 0, czyli uktad

S+1i63 = 0,
S +i6+E& = 0,
26 — i+ &3 =

Dodajac pierwsze pomnozone przez ¢ do trzeciego dostajemy &; = 0. Uwzgledniajac to z
drugiego dodanego do trzeciego znajdujemy 263 = 0 czyli {3 = 0 1 wtedy (z pierwszego)
& = 0 tez. Zatem wektory fy, fy, f3 sa linowo niezalezne nad obydwoma ciatami.

Zadanie 4
Dowiesé¢, ze wektory
2 21 1
Wi = 1 s Wo = —1 s W3 = 2
—1 1 3

s liniowo zalezne.
Odp.: Rozwiazujemy réwnanie x1wy + xows + x3w3 = 0, czyli uktad

25(31 + 2Zl’2 +x3 = 0 s
il’l — T + 21‘3 =0 s
—i:z:l + Ty + 35(33 = 0.

Dodanie drugiego do trzeciego daje x3 = 0. Wtedy pierwsze sprowadza sie do x1+ize = 0,
a drugie do ixy — 22 = 0, czyli do pierwszego pomnozonego przez i. Zatem szukanym
rozwigzaniem jest xo = ix1, x3 = 0 i 1 dowolne. Poniewaz albo x; albo x5 jest zespolone
(albo nawet oba) to wektory wy, wy oraz ws sg liniowo zalezne nad C*, ale nie nad R'.

Zadanie 5
Dowies¢, ze jesli wektory ey, ey oraz e sa liniowo niezalezne (nad R' lub C') to takimiz
sa wektory

f1 = e1+e2—i—e3,
f; = e +eg,

f3 = e, +e;3 .



Odp.: Jak zwykle pytamy, czy z faktu, ze \f; + Aofy + A3f5 = 0 wynika, ze A\ = Ay =
A3 = 0. Wiemy teraz takze, iz rownanie £1e1 + &€0 + E3€3 = 0 ma tylko rozwiazanie
&1 =& =& = 0. Piszemy wiec:

0= )\1f1 —+ )\gfg -+ >\3f3 = )\1(61 + ey + eg) + )\2(81 + 82) + )\3(62 + 83)
= (M +A)er + (A + Ao+ Ag)ea + (A + Ag)es

Zatem na mocy zatozenia musimy mie¢ Ay +Xy = 0, Ay + Ao+ A3 = 01 A\; + A3 = 0. Drugie
z pierwszym daje A3 = 0, wtedy trzecie daje \; = 0 i na koniez z drugiego wynika wtedy
ze 1 )\2 = 0.

Zadanie 6
Dowies¢, ze nastepujace zbiory wektorow-funkcji (tj. wektoréw z przestrzeni V- = Map(R!, R'))
sa liniowo niezalezne

a) sinx, cosx,

b) 1, sinx, cosz,

c) sinz, sin2x, ..., sinnz

d) 1, cosw, «cos2x, ..., coSnT

e) 1, cosxz, sinz, cos2x, sin2z, ..., cosnx, sinnr.

Odp.: W przypadku a) jest jasne, ze Asinx + cosx = 0 moze dla wszystkich x €
(a,b) C R' zachodzi¢ tylko dla A = & = 0: jesli @ = km i @ = Ir + 47 naleza do (a,b)
to jest to trywialne, jesli nie, to mozna zrézniczkowac¢ i ma sie Acosz — Esinx = 0 oraz
Asin z+4€ cos x = 01 znéw jedynym rozwigzaniem obu dla wszystkich xz-6w jest A = 0§ = 0.
To samo w przypadku b): n1+ Asinz + cosx = 0 dla wszystkich x € (a,b) C R tez
wymaga 1 = A = £ = 0. W przypadku ¢) mozemy postuzy¢ sie indukcja. Zaktadamy, ze
wektory te sa liniowo niezalezne dla jakiegos n (dla n = 1 jest to oczywiste) i sprawdzamy,
czy z tego wynika to samo dla n + 1, to znaczy, ze

f(x)=Aisinx 4+ Aysin2zx + ...+ A\, sinnx + A,y sin(n+ 1)z =0,

(symbol = przypomina, ze ma to byé¢ 0 dla wszystkich x) tylko dla \y = As = A, =
Ant1 = 0. Skoro ma to zachodzi¢ dla wszystkich x to znaczy ze i

d2

s () = —Aisina — 22 X\gsin 22 + ... — n? A\, sinnz — (n+ 1)* A1 sin(n + Dz =0 .
T

Mnozymy f(z) przez (n + 1)? i dodajemy do tego tu wyzej, co da

[(n+1)* =1\ sinz + [(n+ 1) —4]dgsin 22 + ...+ [(n+ 1) = n?]\,sinnz =0,

To za$ na mocy zalozenia o liniowej niezaleznosci wektorow sinx, sin2z, ..., sinnz
oznacza, ze [(n+ 1)? — 1]\ = [(n+1)2 =4\ = ... = [(n + 1)> — n*]\, = 0. Stad
zeru musza by¢ wszystkie \; o @ = 1,...,n z wyjatkiem ewentualnie k-tej, o takim k,
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ze (n + 1) — k? = 0. Ale to si¢ nie moze zdarzy¢, bo w indukcji rozpatrujemy tylko
n+1 >k Zatem \; = Ay = ...\, = 01 z tozsamosciowego znikanie f(z) wynika, iz
takze A\,41 = 0. W przypadku d) takze postugujemy sie indukcja. Zakladamy, ze teza
(liniowa niezaleznos¢) jest prawdziwa dla n mamy pokazaé, ze

g(x) =n+ Acosz+ Aycos2z + ...+ A\, cosnx + Ay cos(n+ 1)z =0,

pociggazasoban =\, = ... =\, = A\py1 = 0. Mnozymy g(x) przez (n+1)? i odejmujemy
od tego dwakro¢ zrozniczkowane g(z) = 0. Jak wyzej wynika stad, ze Ay = Ao = ... A\, =0
i zostaje nam w g(z) = 0 tylko n+ A\, 11 cos(n+1)z = 0, co zné6w wymaga by n = \,.1 = 0.
Wreszcie w przypadku e) takze zaktadamy, ze n+ X\ cos x+&; sin x+\, cosnz+&, sinnz =
Otylkodlan =X\ =& = ... = A\, =&, = 01 robimy dla n 4+ 1 sztuczke z druga
pochodna co zostawia nam 7+ \,1 cos(n + 1)x + &,11sin(n + 1)x = 0. To tez wymaga,
by 7 = Aus1 = &1 = 0 (choéby na mocy tego, ze teza jest prawdziwa dla n = 1, a
czymze si¢ r6zni x od (n+ 1)z? - tylko dziedzina...)

Zadanie 7
Dowies¢, ze wektory

fi =sinz, f, = sin®z, f3 = sin 3x

7 przestrzeni wektorowej V = Map(R', R') s liniowo zalezne.
Odp.: To proste (mozna da¢ do domu)

sin 3x = sin(2z + x) = sin 2z cos x + sin x cos 2x

= 2sinx cos®z + sinz(1 — 2sin’ ) = 3sinx — 4sin’ x .

Czyli f3 = 3f; — 4f;, co dowodzi, ze fi, f5, f5 sa liniowo zalezne.

Zadanie 8
Dowiesé¢, ze wektory
1 3 2
e = 2 s €y — 1 s €3 — 3 s
3 2 1

tworza baze przestrzeni wektorowej R3.

Odp.: Trzeba pokazac, ze dowolny wektor w mozna przedstawic¢ jako kombinacje liniowa
tych trzech, tj. w postaci z1e; + z2es + 33 = w. Niech w = [a, b, ¢|]. Trzeba pokazac,
ze uktad réwnan

r1 + 310 + 223 = a, 209 +4x3 =a+b—c
2x1+x2+3x3:b, 41’1 +2x3:—a+b+c
3r1 + 29 + 13 = C, 211 + 4x, =a—b+c



ma rozwigzanie. Mnozac pierwsze rownanie przez —2 i dodajac je do trzeciego

209 +4x3 = a+b—c
4oy +2253 = —a+b+c
2r1 — 8rs3 = —a—3b+ 3¢

Teraz trzecie razy —2 i dodaé¢ do drugiego. Otrzymujemy 18x3 = a+ 7b—5c. Czyli mamy
x3. W podobny spos6b mozna znalezé 18z, = —ba + b + 7c oraz 18x, = Ta — 5b + ¢
(symetria rownan!). Latwo sprawdzi¢, ze to dobry wynik. Skoro jest rozwiazanie dla
dowolnego wektora w to (e, eq, e3) tworza baze.

Zadanie 9
Znalez¢ wymiar i jaka$ baze podprzestrzeni wektorowej E C R* rozpinanej przez wektory
Vi, ..., Vg

3 ~1 2
~1 1 |3
~1 7
3 1 —2

Vi = ) Vo =

9
1 I
2 va =
1

N =~ W W

Odp.: Poniewaz R* ma wymiar 4, zatem przynajmniej jeden z tych wektorow musi by¢
liniowo zalezny od pozostatych. Odrzuémy ostatni (bo ma brzydkie liczby). Aby zobaczy¢,
czy pierwsze cztery sa liniowo zalezne sprobujmy zapisa¢ czwarty jako kombinacje liniowsa
trzech pierwszych, tj. jako vy = x1vy + x9vy + 23v3. To daje uktad réwnan

2.7}1 + 3%’2 + 3%’3 = -1 s
r1+3ry—x3 = 1,
25(71+4SL’2—SL’3 = -1 ,

Ty +2x9+3x3 = 1.

Wezmy trzy pierwsze na razie. Odja¢ od trzeciego pierwsze. To da xo = 4x3. Wstawiamy
to do dwu pierwszych i mamy uktad (ten prof. Zybertowicza, ale wida¢ komputer do tego
niepotrzebny - uklady sa zawsze i wszedzie)

2x1 4+ 1bz3 = -1,
r1+1lxs = 1.

To tatwo rozwiaza¢ (drugie razy dwa i odjac¢ od pierwszego). Stad mamy jako rozwiazanie
uktadu trzech pierwszych réwnan

—26 12 3
1 7 ; 2 7 ) 3 7
Teraz mozemy sprawdzié¢ ostatnie
—26 12 3
—+2- —+3--=-1.
7 + . + .



Cztery rownania na trzy zmienne - trzeba mieé¢ cholerne szczeScie zeby sie udato!! To
dowodzi, ze wektory cztery pierwsze wektory sa liniowo zalezne bo

—26 n 12 n 3 0

—vVvi+—vVvo+=-v3—vy=0.

Vit V2t o Vs 4

Zarazem z jednoznacznosci tego rozwiazania wynika, ze jak bySmy wrzieli ktorekolwiek
dwa wektory z vy, vy, v to si¢ nie uda, tzn. v, nie jest kombinacja liniowa tylko dwu z
nich. Zatem wymiar podprzestrzeni F jest rowny 3, a jako jej baze mozna wzia¢ wektory
v, Vo, v3. (Dla porzadku mozna by vs wyrazi¢ przez te baze, ale niech to oni zrobia
sobie w domu).

Zadanie 10
Znalez¢ wymiar i baze podprzestrzeni E C R?* rozpictej przez wektory

1

W1 = Wy = W3 = Wy =

1 1 0
2 1 2 3

317 317 1 3

4 1 3 7

Odp.: Znéw zobaczmy, czy sie da przedstawi¢ w, w postaci yywy + yaWo + ysws. Aby sie
dato musi by¢ spetniony uktad réwnan:

T, + Zo =
201 + 19+ 223 =
3r1+ 310+ 13 =
dxy + 19+ 33 =

- W W e

Rozwiazmy trzy pierwsze, a potem sprawdzimy ostatnie. Drugie minus pierwsze daje
x5 =1— 3x1. To do trzeciego i mamy razem z pierwszym uklad (kolejny!)

T1+ 2Ty = 1 s

> +3 2

- Ty = 2.

511 2
Stad juz tatwo i mamy jako rozwiazanie trzech pierwszych

1'1:2, $2:—1, $3:O.
(Latwo sprawdzi¢, ze to rozwiazuje trzy pierwsze rownania). Teraz sprawdzamy czwarte:
4-241-(-1)+3-(0)=7.

Hurra! Znow sie udato! Czyli wy jest liniowo zalezny od wy, wo 1 W3: Wy = 2w — Wo.

Co wiecej znoéw rozwiazanie jest jednoznaczne, wiec wszystkie trzy, wi, wy 1 W3 sa juz
liniowo niezalezne. Zatem wymiar dimFE = 3, a jej baza moga by¢ te trzy wektory.
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Zadanie 11
Znalezé wymiar i baze podprzestrzeni F' C R* rozpictej przez wszystkie wektory postaci

2y —22—1t=0
’ r—4y+42+2t=0 "~

SR SN

Odp.: dwa razy pierwszy warunek plus drugi da x = 0. Z pierwszego zas mamy, ze
t = 2y — 2z. Wektory rozpinajace F sa wiec postaci

0 0 0
1 0

:Z =y 0 +z 1 =ye;+zey.
2y — 2z 2 —2

Wektory e; i ey sa ewidentnie liniowo niezalezne. Zatem dimF = 2 i jej baza moga by¢
e;les.

Zadanie 12
Zmnalez¢ wymiar i baze sumy podprzestrzeni F z zadania 10 i F' z zadania 11.
Odp.: Jeden z pieciu wektorow

W = Wo = W3 —

W= N O

1 1 0
2 1 1
317 317 0"’
4 1 2
rozpinajacych E & F' musi by¢ liniowo zalezny od pozostatych. Wyrzuémy pierwszy bo
najbardziej skomplikowany. Zobaczmy nastepnie, czy wy si¢ da zapisa¢ jako kombinacja
liniowa w3, w4 1 ws. Golym okiem widacé, ze sie nie da. Co wiecej, Latwo sprawdzi¢, ze
rownanie £ ws + 4y w4+ 2 ws = 0 ma tylko rozwigzanie x = y = 2 = 0. Zatem EQ F = R*
bo jest rozpinana przez cztery wektory wo, ws, w, i ws, ktére mozna przyjac za jej baze.

Zadanie 13
Pokaza¢, ze podprzestrzeii liniowa E C R* zlozona z wektoréw postaci

3z—4t =0
’ r—y+z+t=0"

+ N8

jest rozpinana przez dwa wektory.

Odp.: Warunki sa dwa na cztery sktadowe. Wezmy x i z jako niezalezne. Wtedy ¢t = %z

oraz (po wstawieniu tego do drugiego warunku) x —y + gz =0,czyliy=2+ gz. Zatem



kazdy wektor z E musi mie¢ postacé

1 0
1 147
0 3
Zadanie 14
Pokazaé, ze podprzestrzen E rozpieta przez wektory vy, vy, v, v, postaci
1 0 2 3
vy = 0 Vo = ! vy=|"" vy = 0
1 — 21 2 — 1 ) 3 — 1 ’ 4 — 41
7 1—1 0 1
zawiera wektory
1 2
w ! oraz Wy = 0
1 — 31 2 — 2 )
1 1—1

oraz, ze wektory wi, wa, V3, v4 rozpinaja te sama podprzestrzen F.
Odp.: Najpierw trzeba pokazaé¢, ze réwnania xq vy + To Vo + T3 V3 + T4 V4 = Wy oraz
Y1 V1 + Y2 Vo + Y3 V3 + Y4 V4 = Wy maja rozwiazania. Pierwsze daje uktad réwnan

T +2x34+3x4 = 1,

1T9 — 123 = 1,
211 +xo+2x3+4y = 3,
iy + (1 — 1)y +x, = 1.

7 drugiego x9 — x3 = 1, czyli x5 = 1 + x3. To do pozostatych trzech, co da uktad

T +2x3+3x4 = 1,
25(,’1 +2$L’3+4SL’4 = 2,

il’1+(1—i)l‘3—|—$4 = 1.
Od drugiego odjac¢ pierwsze: xy = 1 — x4. To do pierwszego i trzeciego

2(1‘3+ZE4) = 0,
(1—i>(l’3+l’4) = 1.

Czyli da sie przedstawi¢ wq, z tym, ze nie w sposob jednoznaczny. To oznacza, ze same
wektory vi, vy v3 i vy sa liniowo zalezne (czyli dimFE < 4). Istotnie, widaé, ze v4 =



v1+Vo+vs. Zatem by dowiesé, ze wo € E wystarczy pokazaé, ze wo = Y1V, +yaVa +y3Vs.
Wida¢, ze wy = vy + v3 po prostu. Ogolniej, mozna zauwazy¢, ze

W1:V1+V2—|—)\(V1+V2—|—V3—V4),

W2:V2+V3—|—€(V1—|—V2+V3—V4),

dla dowolnych A i £ poniewaz vi + vy +v3+vy, =0. Kladac A =1, =2 (A=1,£{=1)
i odejmujac od drugiego pierwsze (od pierwszego drugie) dostajemy

Vo = Wy — V3,

Vi =W — Wy + V3,

(co tatwo sprawdzi¢). Zatem kazdy wektor postaci avy + fvy + yv3 € E mozna napisaé
jako

a(wi —wy+v3) + B(we —v3) +yvs=aw; + (B —a)wa + (. — B+ 7)Ws .

Zatem wektory wy, ws i vy takze rozpinaja F.

Zadanie 15
W pewnej bazie w R™ wektory vy, vy v3 maja wspotrzedne
1 1 1
Vi = 1 ) Vo = 1 ) V3 = 2
1 2 3

Pokazaé, ze vi, vo v3 sa takze baza tej przestrzeni i poda¢ w tej nowej bazie wspotrzedne
wektora w, ktory w pierwotnej bazie ma wspotrzedne (6,9, 14).
Odp.: Niech wyjéciowa baza beda wektory e, e; e3. Zatem

Vi = e +e te;z,
Vo = e1+e2—|—2e3,

vy = e;+ 2ey;+ 3es .
Odejmijmy pierwsze od drugiego:
€3 = —V|+Vy.
To do dwu pozostatych:

Vo = €3 —|—62 + 2(—V1 —|—V2) s
V3 = e;+ 282 + 3(—V1 + Vg) .

czyli

e +e = 2vi—vy,

e1—|—2e2 = 3V1—3V2—|—V3 .
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Od drugiego pierwsze oraz od dwa razy pierwszego drugie. Razem wiec mamy

€ = Vi3 +Vy—Vy,
€ = Vi —2V2—|—V3,
e; = —Vi+Vy.

Udalo sie jednoznacznie wyrazi¢ trzy (z zalozenia) liniowo niezalezne wektory eq, e, i e3
przez wektory vy, vy i v3, co oznacza, ze te drugie tez sa liniowo niezalezne, czyli tez
moga by¢ baza przestrzeni. Mozemy teaz przerobi¢ wektor w:

w = 661—|—9€2+1463
= 6(V1 + Vo —V3)—|—9(V1 —2V2—|—V3) +14(—V1—|—V2)
= vi+2vy+3vsy,

czyli wspohrzedne w w bazie vy, v i v3 to (1,2,3).
Zapiszmy to przez macierz zmiany bazy. Niech

(e1,e9,€3) = (Vi,va,v3) | 1 -2 1

Mnozenia “paluchowe” podrazumywajetsia. Jesli teraz napiszemy (stosujac konwencje
sumacyjna wujka A.E.) wektor w w postaci w = e,-wfe) (indeksik e u wée) ma przypominaé
ze wfe) = (6,9, 14) to sa wspolrzedne w bazie e;) to bedziemy mie¢:

W = eiwée) = VkRkiwée) = kaév) .

gdzie RF, jest macierza zmiany bazy, a wfv) = Rkiwfe) jawnie wyglada tak:

1 1 -1 6 1
1 2 3y _ _
(U}(v), ’UJ(U), UJ(U)) = 1 —2 1 9 = 2
-1 1 0 14 3
Zadanie 16
Jak w zadaniu 15 tylko teraz
2 3 1
Vi = 1 s Vo = 2 s V3 = -1 s
-3 -5 1

a W w pierwotnej bazie ma wspotrzedne (6,2, —7).
Odp.: Znéw piszemy

vy = 281"‘62—383,
Vo = 381+282—563,
V3 = e} —eg+e;3.
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Trzecie dodaé¢ do pierwszego, a potem dwa razy trzecie do drugiego

Vi +vVvy = 381—263,

V2+2V3 = 581—363,

Teraz pierwsze razy 3, drugie razy 2 i odjac, oraz pierwsze razy 5, a drugie razy 3 i odja¢:

e = —3V1—|—2V2—|—V3,
e3 = —Hvi+3vy+vsy.
Do tego jeszcze
€ = e, —Vsgte;s

(—3V1 —|—2V2—|—V3) —V3+(—5V1 —|—3V2—|—V3)
= —8V1—|—5V2—|—V3 .

Razem wiec

e = —3V1—|—2V2—|—V3,
€ = —8V1+5V2+V3,
ey — —5V1—|—3V2—|—V3.
Czyli macierz zmiany bazy to
-3 -8 =5
2 D 3
1 1 1

a wspolrzedne w w bazie v; to

-3 -8 =5 6 1
2 5 3 2 | =11
1 1 1 -7 1
Zadanie 17
Sprawdzi¢, ze wielomiany
wi=x+1, wo=x—1, W3:£L'2—|—l‘,

tworza baze przestrzeni wektorowej wielomianéw stopnia nie wickszego niz dwa i znalezé
wspolrzedne w tej bazie wielomianu v = 222 + 3z + 1.
Odp.: Trzeba sprawdzi¢, ze w1, W, W3 s3 liniowo niezalezne, czyli, ze rownosé

)\1W1 + >\2W2 + )\3W3 =0 s

11



dla wszystkich wartosci x zachodzi tylko gdy A\; = Ay = A3 = 0. To wida¢:

ME+1)+ Xz -1+ +2) = (A — X)) + (A + da+ X3)x + X32° =0,
wymaga by A3 = 0, oraz Ay —Xa = 01 A+ A3 = 0. A to rzeczywiscie tylko dla \; = Ay = 0.
Czyli sg liniowo niezalezne, a zatem tworza baze¢. Chcemy teraz napisaé

v=2243zx+1 = wlv1 +wzv2 —I—W31)3

= (x+1Dv' + (z—1)0* + (2* + 2)v° .
Czyli v3 = 2 oraz v! +v? +v® =3 iv! —0v? =1. Stad v! = 1, v? = 0. Istotnie

L (z+1)+2 (2*+2)=22"+3x+1.

Zadanie 18

W bazie eq, es, e3, wektory vy, vy, v3, maja sktadowe (wspotrzedne) (1,2,1), (2,3, 3) oraz
3,8,2), zas wektory wi, we, W3 maja w tejze samej bazie sktadowe (3,5,8), (5,14, 13)
i((1,9,2). Sprawdzie¢, ze trzy wektory vy, vo, vz lub trzy wektory wi, wo, w3 takze
tworza dwie inne bazy tej samej przestrzeni i znalez¢ macierz przejscia z jednej z nich do
drugie;j.

Odp.: mamy

Vi = € + 282 + e3 ,
Vo = 261 + 382 + 383 ,
V3 = 361 + 882 + 283 ,

Drugie od 2xpierwszego: 2vy — vy = €y — eg, czyli e3 = ey — 2vy + v,. To do pierwszego
i trzeciego:
Vi :el+282+62—2V1+V2 s
V3 = 361 + 892 + 2(92 — 2V1 + Vg) ,

czyli
3V1 — Vo = 81“—382 s
4V1 — 2V2 +vy = 361 + 1062 s
Teraz pierwsze x3 od drugiego i mamy e; = —Hvy + vy + v3. Zatem
e = 3V1 — Vo — 3(—5V1 + Vo + V3 s
€3 = —5V1+V2+V3—2V1+V2 .
Reasumujac:
e = 18V1 - 4V2 - 3V3 y
€ = —OV]+Vy+tvg,
ey — —7V1 + 2V2 + vs .
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W podobny sposéb mozna wyrazi¢ e; takze przez w;, ale nie warto tego robié¢ (trzeba by
dowies¢, ze w; tez sa baza). Mamy teraz (w konwencji sumacyjne;j):

Ww,; = ej (RA)ji s ej =V (Rgl)lj s
czyli
W, =V, (Rgl)lj (RA)jZ- )

. I o
Zatem jesli V = w; V), to V.= v, V[, gdzie V) = (R,;l) ; (Ra)’; Vi, przy czym

18 -5 =7\ /3 5 1 —17 =71 -4
Rg'Ry=|—-4 1 2 5 14 9= 9 20 9
-3 1 1 8§ 13 2 4 12 8
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