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1 Wst¦p

Spis zagadnie« planowanych do poruszenia:

1. Podstawowe poj¦cia mechaniki kwantowej: wektor stanu, funkcja falowa, równanie
Schrödingera.

2. d = 1, kanoniczne przykªady teoretycznie: Cz¡stka w prostok¡tnej studni potencjaªu,
oscylator harmoniczny, potencjaª Morse'a.

3. Numeryczne rozwi¡zywanie równania Schrödingera metod¡ 'strzelania'. Kilka przykªadów
numerycznie (Lennard-Jones)

4. Prosta dynamika. Studnia podwójna i tunelowanie. Zastosowanie: Magnetyki molekularne
i pami¦ci magnetyczne.

5. Rozpraszanie w jednym wymiarze.

6. Jak si¦ tworz¡ pasma energetyczne w strukturach periodycznych � analitycznie (w
granicy N →∞) i numerycznie (kilka studni potencjaªu obok siebie).

7. ? Dynamika nieco bardziej skomplikowana. Rozpªywanie si¦ gaussianu? (EXACT)
Rozchodzenie si¦ paczki falowej w obecno±ci potencjaªu? (NUMERIC)

8. Przybli»enie ciasnego wi¡zania. Model sieciowy cz¡stek nieoddziaªuj¡cych. Pasma
energetyczne d = 1, d = 2. Przykªad z MITologii (Metal�Insulator Transition)

9. Model sieciowy z nieporz¡dkiem. Lokalizacja Andersona w d = 1 i jak j¡ zobaczy¢.

10. ? HuM?
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2 Podstawowe poj¦cia mechaniki kwantowej

2.1 Wektor stanu, funkcja falowa

Podstawow¡ wielko±ci¡ w mechanice kwantowej jest funkcja falowa, zwyczajowo oznaczana
ψ i zale»na od zmiennych przestrzennych (trzech, je»eli mamy jedn¡ cz¡stk¦; 3N , je±li
mamy N cz¡stek) oraz od czasu.

Informacja �zyczna, któr¡ mo»na wyci¡gn¡¢ z funkcji falowej, jest mniej peªna, ni» byªo
to w przypadku mechaniki klasycznej. W szczególno±ci, obowi¡zuje zasada nieoznaczono±ci,
mówi¡ca, i» nie mo»na zmierzy¢ naraz z dowoln¡ dokªadno±ci¡ okre±lonych par obserwabli
(np. poªo»enia i p¦du). Okazuje si¦, »e niepewno±ci pomiaru ∆x i ∆p s¡ rz¦du staªej
Plancka:

∆x ·∆p ∼ ~. (1)

Innym przejawem zasady nieoznaczono±ci jest jej wersja dla energii i czasu. Je±li mamy
chwil¦∆t na pomiar czasu, to energii ukªadu w tym czasie nie mo»emy zmierzy¢ dostatecznie
dokªadnie, a jedynie z dokªadno±ci¡ ∆E tak¡, »e

∆E ·∆t ∼ ~. (2)

Sama funkcja falowa nie posiada interpretacji �zycznej; posiada j¡ natomiast kwadrat jej
moduªu. Interpretacja jest probabilistyczna: Je±li we¹miemy maªy obszar przestrzenny o
obj¦to±ci ∆V , to |ψ|2∆V jest prawdopodobie«stwem znalezienia cz¡stki w obszarze.

St¡d wynika warunek na normalizacj¦ funkcji falowej: Poniewa» prawdopodobie«stwo
znalezienia cz¡stki w caªej przestrzeni jest równe 1, wi¦c funkcja falowa musi speªnia¢∫

|ψ|2d3V = 1. (3)

O funkcjach falowych zakªadamy, »e maj¡ porz¡dne wªa±ciwo±ci matematyczne: Zakªadamy,
»e s¡ ci¡gªe i ró»niczkowalne, oraz »e s¡ caªkowalne z kwadratem, tzn. »e

∫
|ψ|2d3V <∞.

Zbiór wszystkich funkcji falowych tworzy przestrze« wektorow¡, zwan¡ przestrzeni¡
Hilberta. Znaczy to, »e stany (wektory z przestrzeni) mo»na dodawa¢ (ogólniej � bra¢
ich kombinacje liniowe) i w ten sposób otrzymywa¢ nowe stany. Wªa±nie ten aspekt
odpowiedzialny jest za efekty interferencyjne (nakªadanie si¦ fal).

Kto przechodziª kurs algebry (lub matematyki), powinien pami¦ta¢, »e przestrze«
Hilberta H to przestrze« z iloczynem skalarnym, tzn. mamy w niej dodatnio okre±lon¡
form¦ biliniow¡.

Dla przypomnienia: Forma biliniowa: Odwzorowanie (·, ·) : H ×H → C, speªniaj¡ca, dla dowolnych
wektorów x, y, z ∈ H oraz liczby α ∈ C:

• (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), (x, y + z) = (x, z) + (y, z);

• (x, αy) = α(x, y) , (αx, y) = ᾱ(x, y),

• (x, x) ­ 0.

W �zyce cz¦sto stosuje si¦ notacj¦ Diraca: (x, y) =≡ 〈x|y〉.
Jeszcze, dla odró»nienia, co to jest wektor stanu i funkcja falowa: Wektor to punkt w przestrzeni

wektorowej, a funkcja falowa � to wektor w konkretnej bazie. I tak, b¦dziemy gªównie u»ywa¢ przedstawienia
poªo»eniowego funkcji falowej. Tu na iloczyn skalarny dwu funkcji ψ, φ mamy:

(ψ, φ) =
∫
ψ̄(x)φ(x)dx.
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Ale równowa»ne jest przedstawienie p¦dowe, tzn. wyra»enie funkcji falowej jako funkcji p¦du. Od jednego
przedstawienia do drugiego przechodzi si¦ tu przez transformacj¦ Fouriera � odpowiada ona innemu
wyborowi bazy w przestrzeni Hilberta.

Jeszcze, z rozp¦du: Niech F : H → H � operator liniowy w przestrzeni Hilberta. Operator sprz¦»ony

do F , ozn. F †, jest okre±lony przez:
(x, Fy) = (F †x, y)

dla dowolnych wektorów x, y ∈ H. Mówimy, »e F jest samosprz¦»ony (hermitowski), gdy F = F †.

2.2 Równanie Schrödingera z czasem

Analogonem równania Newtona (lub Lagrange'a, lub Hamiltona) jest równanie Schrödingera
na funkcj¦ falow¡ ψ, zale»n¡ od zmiennych przestrzennych i czasu. Ogólnie ma ono posta¢:

i~
∂ψ

∂t
= Hψ, (4)

gdzieH jest operatorem samosprz¦»onym, zwanym operatorem Hamiltona lub hamiltonianem.
Dla jednej cz¡stki w potencjale zewn¦trznym V (x) hamiltonian ma posta¢ tak¡, jak
caªkowita energia w mechanice klasycznej:

H =
p2

2m
+ V (x) = − ~2

2m
∆+ V (x), (5)

gdzie p jest operatorem p¦du:
p = −i~∇, (6)

za± ∆ to laplasjan:

∆ ≡ ∇2 = ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

2.3 Równanie Schrödingera bez czasu

Je±li potencjaª V (x) w (5) nie zale»y od czasu, to równanie Schrödingera mo»na rozseparowa¢.
Dokªadniej, poszukajmy rozwi¡za« w postaci iloczynu funkcji, z których jedna zale»y tylko
od zmiennych przestrzennych, a druga od czasu. Ogólne rozwi¡zanie równania b¦dzie sum¡
funkcji tej postaci.

Zakªadamy wi¦c, »e
ψ(x, t) = u(x)f(t); (7)

wstawmy t¦ posta¢ do (4) i podzielmy przez ψ. Otrzymamy:

i~
f

df
dt
=
1
u

[
− ~2

2m
∇2u+ V (x)u

]
. (8)

Lewa strona równania zale»y tylko od t, a prawa tylko od x. W ten sposób, obie strony
musz¡ by¢ równe staªej, której sens wyja±nimy za chwil¦; nazwijmy j¡ E. W ten sposób
dostaniemy równanie na f :

df
dt
=
1
i~
Ef, (9)

które to równanie banalnie si¦ caªkuje, otrzymuj¡c

f(t) = Ce−iEt/~. (10)
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Na funkcj¦ u otrzymamy teraz równanie[
− ~2

2m
∇2 + V (x)

]
u(x) = Eu(x). (11)

Jaki jest �zyczny sens staªej separacji E? W równaniu (9) nie mamy »adnych ogranicze«
na f . W równaniu (11) � te» pozornie nie mamy, ale tylko pozornie: O ile rozwi¡zania
(11) istniej¡ dla dowolnych warto±ci E, to rozwi¡zania �zycznie akceptowalne � ju» tylko
dla niektórych. Tu '�zycznie akceptowalne' znaczy: normowalne, tzn. takie, »e∫

|u(x)|2d3x

jest sko«czona. (Takie funkcje nazywamy caªkowalnymi z kwadratem, lub elementami
przestrzeni L2(R3)). Wtedy równanie (11) jest zagadnieniem wªasnym, tzn. równaniem
na funkcje i warto±ci wªasne.

�¡cznie na funkcj¦ ψ mamy

ψ(x, t) = u(x)e−iEt/~. (12)

Ogólne rozwi¡zanie równania (4) jest sum¡ takich szczególnych rozwi¡za«. Zauwa»my, »e
w dowolnej chwili czasu

|ψ(x, t)|2 = |u(x)|2

(bo E jest rzeczywiste, co si¦ niedªugo oka»e).

2.4 Postulaty mechaniki kwantowej, operatory samosprz¦»one

Postulat 1. Ka»da zmienna dynamiczna wyst¦puj¡ca w opisie ruchu cz¡stki mo»e by¢
reprezentowana przez pewien liniowy operator samosprz¦»ony.

I tak np., operatorem poªo»enia jest operator mno»enia przez x; operatorem p¦du jest
operator p = −i~∇; operatorem caªkowitej energii jest hamiltonian.

Dla ka»dego takiego operatora Ω mo»emy napisa¢ jego równanie wªasne:

Ωvi = ωivi

gdzie vi jest funkcj¡ wªasn¡ Ω, z któr¡ stowarzyszona jest warto±¢ wªasna ωi.
Warto±ci wªasne maj¡ bezpo±rednie znaczenie �zyczne, o czym mówi
Postulat 2. W wyniku pomiaru zmiennej dynamicznej reprezentowanej przez operator Ω

mo»emy otrzyma¢ tylko jedn¡ z jego warto±ci wªasnych ωi.
Chciaªoby si¦ mie¢ gwarancj¦, »e otrzymamy tu wyª¡cznie liczby rzeczywiste (poªo»enie,

energi¦, p¦d, ...). Ale to jest zagwarantowane przez postulat 1, tylko trzeba sobie przypomnie¢,
»e warto±ci wªasne operatorów samosprz¦»onych s¡ rzeczywiste.

Zatrzymajmy si¦ na chwil¦ przy hamiltonianie. Dla niektórych ukªadów mamy ci¡gªe
widmo energii (np. dla cz¡stki swobodnej � mo»liwa jest dowolna, wi¦ksza od zera warto±¢
energii), dla innych (np. atomów) � warto±ci dyskretne.

Okazuje si¦, »e funkcje wªasne energii mo»na podzieli¢ na dwie klasy: Do pierwszej
z nich nale»¡ funkcje dobrze zlokalizowane � odpowiadaj¡ one dyskretnym warto±ciom
wªasnym energii. Do drugiej nale»¡ funkcje, które pozostaj¡ sko«czone na dowolnie du»ych
odlegªo±ciach � odpowiadaj¡ one widmu ci¡gªemu. (Inaczej je te» trzeba normowa¢).
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Ilustracj¦ faktu, »e dopuszczalne energie atomów s¡ dyskretne, mamy na RYS., przed-
stawiaj¡cym widmo atomów Sªo«ca: Przej±cia pomi¦dzy ró»nymi poziomami energetycznymi
manifestuj¡ si¦ jako ciemne pr¡»ki w widmie.

Linie widmowe s¡ charakterystyczne dla danego pierwiastka � stanowi¡ 'odcisk palca'.
Uwaga o odkryciu helu.

Uwaga o Kirchho�e i uzyskaniu zªota ze Sªo«ca.

Uwaga. Nie znaczy to, »e nie wolno nam w ogóle posªugiwa¢ si¦ operatorami niesa-
mosprz¦»onymi � u»ywa si¦ ich zreszt¡ nagminnie. Ale nie odpowiadaj¡ one �zycznym
obserwablom.

Zakªadamy, »e wszystkie funkcje wªasne dowolnej zmiennej dynamicznej tworz¡ ukªad
zupeªny, tzn. ka»da funkcja ci¡gªa mo»e by¢ przedstawiona w postaci ich kombinacji
liniowej.

Skoro tak, to pewn¡ funkcj¦ falow¡ przedstawmy jako liniow¡ kombinacj¦ funkcji
wªasnych vi operatora Ω:

ψ =
∑
i

aivi. (13)

Dokonajmy teraz pomiaru zmiennej dynamicznej Ω na ukªadzie. Jaki wynik otrzymamy?
W ±wietle postulatu 2, jedynymi mo»liwymi wynikami pomiaru s¡ warto±ci wªasne ωi. Ale
któr¡ z tych warto±ci wªasnych otrzymamy, skoro ψ (na ogóª) nie jest funkcj¡ wªasn¡ Ω?
I tu mamy

Postulat 3. W wyniku pomiaru wielko±ci Ω na stanie opisywanym przez funkcj¦ falow¡ (13)
otrzymamy jedn¡ z warto±ci wªasnych ωi z prawdopodobie«stwem |ai|2. Tak wi¦c mo»emy
by¢ pewni, »e otrzymamy w wyniku pomiaru jedn¡ z warto±ci wªasnych tylko wtedy, gdy
ukªad jest w jednym ze stanów wªasnych.

2.5 Wªa±ciwo±ci funkcji wªasnych

Zbierzmy tu (i ewentualnie dodajmy nowe) wªa±ciwo±ci funkcji wªasnych operatorów
samosprz¦»onych (w szczególno±ci hamiltonianu).

Niech {vi} b¦dzie zbiorem funkcji wªasnych jakiego± operatora samosprz¦»onego (np.
hamiltonianu).

• Zupeªno±¢: Ka»da funkcja falowa da si¦ przedstawi¢ jako liniowa kombinacja funkcji
wªasnych.

• Ortogonalno±¢: Funkcje wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom wªasnym s¡ ortogonalne,
tzn.

(vi, vj) =
∫
v̄i(x)vj(x)dx = δij

Uwaga. Je±li si¦ zdarzy, »e mamy kilka funkcji odpowiadaj¡cych tej samej warto±ci
wªasnej (tzw. przypadek z degeneracj¡), to nie musz¡ one by¢ ortogonalne. Zawsze
jednak w podprzestrzeni tworzonej przez takie funkcje wªasne mo»na wybra¢ baz¦
ortogonaln¡.

• Operatory komutuj¡ce maj¡ wspólny ukªad funkcji wªasnych.

• Zasada wariacyjna: Je±li E0 jest energi¡ stanu podstawowego, to dla dowolnej funkcji
falowej φ mamy

E0 ¬
(φ,Hφ)
(φ, φ)

.
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Uwaga 1.W ten sposób mo»na oszacowa¢ z góry energi¦ stanu podstawowego. Mo»na
te» szacowa¢ od doªu energie stanu podstawowego, ale jest to znacznie trudniejsze.

Uwaga 2. Mo»na te» podobnie uzyska¢ oszacowanie z góry energii stanu nie-podstawowego,
odpowiednio zmniejszaj¡c konkurencj¦, tzn. ograniczaj¡c si¦ do odpowiedniej podprzestrzeni
caªej przestrzeni Hilberta (tw. o minimaksie).

• Funkcje wªasne mo»na wybra¢ jako rzeczywiste (je±li nie ma pola magnetycznego).

• Funkcja wªasna stanu podstawowego nie ma miejsc zerowych; tak wi¦c funkcje
wªasne stanów ponadpodstawowych musz¡ mie¢ miejsca zerowe ('w¦zªy').

• Stan podstawowy jest niezdegenerowany.

Wªasno±ci specy�czne dla d = 1:

• Wszystkie poziomy energetyczne widma dyskretnego s¡ niezdegenerowane.

• a) n−ta funkcja wªasna ma n − 1 miejsc zerowych, b) wi¦c funkcja wªasna stanu
podstawowego nie ma zer).
Uwaga. Ta wªasno±¢ dotyczy tylko d = 1. Antysymetryczne funkcje falowe ukªadu
wielu cz¡stek mog¡ mie¢ miejsca zerowe.
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3 d = 1, kanoniczne przykªady teoretycznie

B¦dziemy w tej Section rozwi¡zywa¢ równanie Schrödingera w jednym wymiarze, o postaci

− ~
2m
d2

dx2
ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x) (14)

3.1 Cz¡stka w studni potencjaªu, niesko«czenie wysokiej

Zacznijmy od analizy prostego problemu: Cz¡stka znajduje si¦ w studni potencjaªu. �ciany
tej studni maj¡ niesko«czon¡ wysoko±¢, a wewn¡trz cz¡stka jest swobodna.

Konkretniej, 'setup' wygl¡da nast¦puj¡co: Cz¡stka ma mas¦ m. Potencjaª V (x) = 0
dla x ∈ [0a]. Na ±ciankach x = 0 oraz x = a potencjaª jest 'niesko«czenie wysoki', (RYS.)
co znaczy, »e cz¡stka nie mo»e tam si¦ znajdowa¢ i tym obszarem si¦ nie zajmujemy.

Równanie Schrödingera ma wi¦c posta¢

− ~
2m
d2

dx2
ψ(x) = Eψ(x) (15)

Pora powiedzie¢ co± o warunkach brzegowych. �¡damy, aby funkcja falowa byªa tak
gªadka, jak to mo»liwe. (Warunek ten mo»na wyprowadzi¢ z zasady wariacyjnej, zauwa»aj¡c,
»e funkcja nieró»niczkowalna, a tym bardziej nieci¡gªa prowadzi do du»ej energii kinetycznej,
wi¦c im gªadsza, tym lepiej, tzn. tym ni»sza jest energia. Dokªadniej nie b¦dziemy tego
wyprowadza¢, narzucaj¡c wymaganie ci¡gªo±ci/gªadko±ci jako warunek brzegowy).

Poniewa» w obszarze poza 0 ¬ x ¬ a cz¡stki nie ma, to tam ψ(x) = 0. Z ci¡gªo±ci,
musimy wi¦c mie¢

ψ(0) = ψ(a) = 0. (16)

Napiszmy ogólne rozwi¡zanie równania (15), na razie nie zwracaj¡c uwagi na warunki
brzegowe. Przepiszmy (15) jako:

ψ′′ + εψ = 0

gdzie

ε =
2mE
~2

. (17)

Ogólne rozwi¡zanie tego równania to

ψ(x) = A cosh(
√
−ε)x+B sinh(

√
−εx) dla E < 0,

ψ(x) = A cos(
√
εx) +B sin(

√
εx) dla E > 0.

Dla pierwszej mo»liwo±ci nie uda si¦ speªni¢ warunków brzegowych. Pozostaje druga
mo»liwo±¢, tzn. trygonometryczna. Warunek znikania funkcji falowej dla x = ±a daje:

√
εa = nπ, n = 1, 2, . . . (18)

Bior¡c pod uwag¦ de�nicj¦ (17), mamy:
2mE
~2
= n2π2, co daje dla energii (tu zaznaczmy

zale»no±¢ od n:

En =
~2π2

2ma2
n2, n = 1, 2, . . . (19)

a dla funkcji falowych
ψn(x) = N sin

nπ

a
x, n = 1, 2, . . . (20)
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N jest dowolnym czynnikiem. Je±li chcemy, aby funkcja falowa byªa unormowana, to

N =

√
2
a
, więc ψn(x) =

√
2
a
sin

nπ

a
x, n = 1, 2, . . .

Uwaga. O asymptotyce warto±ci wªasnych: Niezale»nie od tego, jaka jest posta¢
potencjaªu V , mamy, w przypadku niesko«czenie wysokich ±cian, asymptotyczne zachowanie
si¦ warto±ci wªasnych takie, jak w przypadku swobodnym:

E(V )n ∼ n2,

a dokªadniej

lim
n→∞

E(V )n

E
(0)
n

= 1, (21)

gdzie E(0)n � energia wªasna n−tego stanu w potencjale V (x) = 0 � jest dana przez (19).
Dowód jest caªkiem chytry i wykorzystuje przeksztaªcenie równania ró»niczkowego

(zwane jest ono problemem Sturma � Liouville'a) na równanie caªkowe, ªatwiejsze do
badania. Wykorzystuje si¦ tutaj teori¦ operatorów zwartych. Dobry odno±nik to notatki
prof. P. Urba«skiego, ?? na stronie wydziaªowej.

RYSUNKI: Funkcje falowe

3.2 Cz¡stka w prostok¡tnej studni potencjaªu o sko«czonej gª¦boko±ci

Mamy tu cz¡stk¦ o masie m w potencjale V (x), okre±lonym nast¦puj¡co:

V (x) =
{
0 dla |x| ¬ a
U dla |x| > a

(22)

RYS. Jest to jama, wi¦c U > 0.
Naszym celem jest rozwi¡zanie równania Schrödingera (14) z powy»szym potencjaªem

i znalezienie funkcji wªasnych oraz warto±ci wªasnych (dopuszczalnych energii).
Poni»ej zajmujemy si¦ stanami zwi¡zanymi, tzn. o energii U > E > 0.
UWAGA o stanach niezwi¡zanych o dodatniej (w porównaniu z U) energii. (B¦dziemy

rozpatrywa¢ sytuacj¦, gdzie E > U , tzn. E − U > 0; s¡ to tzw. stany rozproszeniowe,
zajmiemy si¦ nimi pó¹niej).

W obszarze II, tzn. |x| < a, potencjaª jest równy zeru, tak wi¦c mamy tu

− ~2

2m
ψ′′ = Eψ lub ψ′′ +

2mE
~2

ψ = 0

Wprowad¹my oznaczenie:

ω =

√
2mE
~2

(23)

Ogólne rozwi¡zanie równania Schrödingera w tym obszarze to

ψ = B sinωx+ C cosωx, skąd ψ′ = ωB cosωx− ωC sinωx (24)

(pochodnej b¦dziemy za chwil¦ potrzebowa¢).
W obszarach I (tzn. x < −a) i III (tzn. x > a) mamy równanie

− ~2

2m
ψ′′ + Uψ = Eψ lub ψ′′ +

2m(E − U)
~2

ψ = 0
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i wprowadzaj¡c oznaczenie

κ =

√
2m(U − E)

~2
(25)

mamy, w obszarze I, funkcj¦ falow¡ w postaci:

ψ = Ae+κx + A′e−κx.

Dla energii mniejszej od zera, stany wªasne musz¡ by¢ zlokalizowane, i z tego powodu
wspóªczynnik A′ musi by¢ równy zeru. Ostatecznie mamy w obszarze I:

ψ = Ae+κx, ψ′ = skąd ψ′ = κAe+κx. (26)

Analogicznie, w obszarze III mamy:

ψ = De−κx, ψ′ = −κDe−κx. (27)

Staªe A,B,C,D nie mog¡ by¢ dowolne, poniewa» funkcja falowa ma by¢ tak gªadka, jak
to mo»liwe. Najwi¦ksz¡ jej gªadko±¢ zapewnimy, »¡daj¡c, aby w punktach x = ±a funkcja
falowa byªa ci¡gªa oraz ró»niczkowalna, tzn. aby na granicach I/II oraz II/III byªy równe
wartos¢i funkcji oraz jej pochodnej.

W ten sposób, na granicy I/II, tzn. dla x = −a, mamy:{
ψI(−a) = ψII(−a), co daje : Ae−κa = −B sinωa+ C cosωa
ψ′I(−a) = ψ′II(−a), co daje : κAe−κa = ωB cosωa+ ωC sinωa

(28)

Analogicznie na granicy II/III, tzn. dla x = +a, mamy:{
ψII(a) = ψIII(a), co daje : De−κa = B sinωa+ C cosωa
ψ′II(a) = ψ

′
III(a), co daje : −κDe−κa = ωB cosωa− ωC sinωa (29)

Zapiszmy te warunki jednolicie w postaci ukªadu równa« liniowych na wspóªczynniki
A,B,C,D: 

e−κaA +sinωaB − cosωaC +0D = 0
κe−κaA −ω cosωaB −ω sinωaC +0D = 0
0A +sinωaB +cosωaC −e−κaD = 0
0A +ω cosωaB −ω sinωaC +κe−κaD = 0

(30)

Powy»szy ukªad jest ukªadem równa« na 5 wielko±ci (A,B,C,D, oraz � nie zapominajmy
� te» E, która tkwi niejawnie w κ oraz ω).

Aby ukªad (30) miaª niezerowe rozwi¡zanie w zmiennych A,B,C,D, musi znika¢
wyznacznik D tego ukªadu. Otrzymamy st¡d dopuszczalne warto±ci energii. Mamy:

D ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e−κa sinωa − cosωa 0
κe−κa −ω cosωa −ω sinωa 0
0 + sinωa +cosωa −e−κa
0 +ω cosωa −ω sinωa +κe−κa

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (31)

Liczymy ten wyznacznik, (tak jak to byªo uczone na algebrze � przyda si¦ tu rozw.
Laplace'a). Wyznacznik okazuje si¦ by¢ równy

e−2κ
(
2ωκ cos(2ωa) + κ2 sin(2ωa)− ω2 sin(2ωa)

)
10



i otrzymujemy, po paru przeksztaªceniach, warunek znikania wyznacznika równowa»ny
równaniu (31):

D ≡ 2ωκ cos(2ωa) + κ2 sin(2ωa)− ω2 sin(2ωa) = 0 (32)

Rozwi¡»my to równanie kwadratowe, wyra»aj¡c κ jako funkcj¦ pozostaªych wielko±ci.
Mamy dwa rozwi¡zania:

κ1 = −ω ctgωa oraz κ2 = ω tgωa. (33)

Wygodniej nieco b¦dzie pracowa¢ w zmiennych ξ, η:

ξ = ωa, η = κa (34)

Równania (33) w tych zmiennych przybieraj¡ posta¢

η = ξ tg ξ lub η = −ξ ctg ξ. (35)

Przypomnijmy teraz sobie, »e zmienne ξ, η nie s¡ niezale»ne, lecz obie zawieraj¡ energi¦.
Zobaczmy, »e:

ξ2 + η2 = a2(κ2 + ω2) = a2
2m
~2
(E + U − E) = 2mUa

2

~2
≡ R2.

(skorzystali±my tu w drugiej równo±ci z de�nicji (25) oraz (23), oraz zde�niowali±my R
przez ostatni¡ równo±¢).

Otrzymujemy zatem nast¦puj¡cy ukªad równa« na ξ, η:{
η = ξ tg ξ

ξ2 + η2 = R2
lub

{
η = −ξ ctg ξ

ξ2 + η2 = R2
(36)

Ka»da z dwóch wersji ukªadu jest ukªadem równa« przest¦pnych (TRANSCENDENTNYCH)1

na zmienne ξ, η. Warto na taki ukªad spojrze¢ gra�cznieRYS.. Wida¢, »e wersje: 'tangensowa'
i 'cotangensowa' przeplataj¡ si¦, a tak»e, »e dla dowolnego U zawsze istnieje rozwi¡zanie
ukªadu (36) (gaª¡¹ 'tangensowa'), a zatem zawsze istnieje co najmniej jeden stan zwi¡zany.

Maj¡c jakie± rozwi¡zanie ukªadu (36), mo»na przeze« wyrazi¢ energi¦:

E = −~2ω2

2m
= − ξ2~2

2ma2
(37)

Wyznaczmy jeszcze funkcj¦ falow¡. Zrobimy to, rozwi¡zuj¡c ukªad (30) dla zeruj¡cego
si¦ wyznacznika, tzn. przy speªnionych warunkach (36). Pami¦taj¡c, »e rozwi¡zania s¡
wyznaczone z dokªadno±cia do staªej multiplikatywnej (tzn. czynnika), we¹my np. C = 1.
Wtedy na A,B otrzymamy dwa równania (dwa pierwsze spo±ród równa« (30)):

e−κa

cosωa A + sinωa
cosωa B = 1

κe−κa

cosωa A − ω B = ω sinωacosωa

(38)

We¹my gaª¡¹ 'tangensow¡' rozwi¡za«, tzn. κ = ω tgωa. Wtedy powy»szy ukªad (39)
przyjmuje posta¢:

e−κa

cosωa A + κ
ω

B = 1
κe−κa

cosωa A − ω B = κ
(39)

1Nie myli¢ z transcendentalnymi
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którego rozwi¡zanie jest:
A = cosωa eκa, B = 0.

Z pozostaªych dwóch równa« wyznaczamy jeszcze wspóªczynnik D i mamy rozwi¡zanie

A = cosωa eκa, B = 0, C = 1, D = cosωa eκa = A. (40)

Wida¢ st¡d, »e to rozwi¡zania s¡ symetryczne.
Drug¡ cz¦±¢ rozwi¡za« otrzymujemy przez wzi¦cie 'cotangensowej' gaª¦xi rozwi¡za«.

Post¦puj¡c analogicznie jak wy»ej, dostajemy:

A = sinωa eκa, B = 1, C = 0, D = − sinωa eκa = −A. (41)

Wida¢, »e tu dla odmiany rozwi¡zania s¡ antysymetryczne.
Wykresy kilku funkcji falowych przedstawiono na RYS. dla parametrów [...].

3.3 Oscylator harmoniczny

Tu mamy potencjaª kwadratowy, i równ. Schrödingera jest:

− ~2

2m
ψ(x) +

1
2
kx2ψ(x) = Eψ(x) (42)

Zde�niujmy, (podobnie jak w oscylatorze klasycznym) cz¦sto±¢ przez:

ω =

√
k

m
. (43)

Wtedy równanie (42) mo»emy przepisa¢ jako

d2

dx2
ψ +
2m
~2

(
E − 1
2
mω2x2

)
ψ = 0 (44)

Opªaca si¦ przeskalowa¢ odlegªo±¢ tak, by otrzyma¢ bezwymiarow¡ zmienn¡. Konkretnie,
wprowad¹my:

ξ =
√
mω

~
x (45)

Ró»niczkowania po x skaluj¡ si¦ prosto:
d
dx
=
dξ
dx
d
dξ
=
√
mω

~
d
dξ

, oraz
d2

dx2
=
mω

~
d2

dξ2
, i

równanie (44) przyjmuje posta¢

ψ′′ +
(2E

~ω
− ξ2

)
ψ = 0, (46)

gdzie primem oznaczyli±my ró»niczkowanie po ξ.
B¦dziemy szuka¢ rozwi¡za« tego równania. Najsampierw zbadajmy jego asymptotyk¦,

gdy ξ →∞. Dla du»ych ξ, w (46) mo»na zaniedba¢ wyraz z E, i mamy:

ψ′′ ≈ ξ2ψ;

dla du»ych ξ, przybli»onym rozwi¡zaniem jest: ψ = e±ξ
2/2 (bowiem ψ′′ ≈ ±e±ξ2/2 +

ξ2e±ξ
2/2, i dla du»ych ξ istotny jest tylko drugi wyraz).
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Dla du»ych ξ, funkcja falowa powinna d¡»y¢ do zera, trzeba wi¦c wzi¡¢ znak minus i
mamy:

ψ ≈ e−
1
2 ξ
2
. (47)

Mamy ju» asymptotyk¦. Teraz b¦dziemy zgadywa¢ dokªadn¡ posta¢ rozwi¡zania. Zaªó»my
rozwi¡zanie w postaci (co najwy»ej nie wyjdzie, je±li zgadli±my ¹le...):

ψ(ξ) = χ(ξ)e−
1
2 ξ
2
. (48)

Odno±nie χ te» musimy poczyni¢ jakie± zaªo»enia nt. asymptotyki: Na pewno musi to by¢
funkcja regularna, oraz nie mo»e rosn¡¢ zbyt szybko dla ξ →∞ � konkretnie, nie szybciej
ni» exponens.

Po kilku przeliczeniach (liczenie pochodnych itp. � nic specjalnego, same techniczne
rzeczy; �W. � PRZELICZY�) dostajemy z (46) równanie na χ:

χ′′ − 2ξχ′ +
(2E

~ω
− 1

)
χ = 0. (49)

Oznaczmy:
2E
~ω
− 1 = 2n; (50)

wtedy równ. (49) jest
χ′′ − 2ξχ′ + 2nχ = 0. (51)

Okazuje si¦, »e na ogóª, rozwi¡zanie równania (51) ucieka do niesko«czono±ci wykªadniczo,
z wyj¡tkiem przypadków kiedy n jest liczb¡ caªkowit¡ lub zerem; wtedy rozwi¡zanie jest
wielomianem.

Przekona¢ si¦ o tymmo»na przez rozwini¦cie w szereg i patrz¡c na zale»no±¢ rekurencyjn¡
pomi¦dzy kolejnymi wspóªczynnikami rozwini¦cia.

Sprawd¹my to bezpo±rednio, jak to si¦ mówi � 'by inspection'; przeprowad¹my wi¦c inspekcj¦ sytuacji.
Rozwi«my χ(ξ) w szereg Taylora, oraz wypiszmy wszystkie potrzebne wyra»enia z (51):

χ = a0 + a1ξ + a2ξ2 + a3ξ3 + a4ξ4 + . . .
χ′ = +a1 + 2a2ξ + 3a3ξ2 + 4a4ξ3 + 5a5ξ4 + . . .
ξχ′ = 0 + a1ξ2a2ξ2 + 3a3ξ3 + 4a4ξ4 + . . .
χ′′ = 2a2 + 2 · 3a3ξ + 3 · 4a4ξ2 + 4 · 5ξ3 + 5 · 6ξ4 + . . .

Wstawiaj¡c te wyra»enia do (51), mamy przy odpowiednich wspóªczynnikach:

ξ0 : 2a2 + 2na0 = 0 =⇒ a2 = −a0n
ξ1 : 6a3 + 2(n− 1)a1 = 0 =⇒ a3 = − 1

2(2·3)a1(n− 1)
ξ2 : 3 · 4a4 + 2(n− 2)a2 = 0 =⇒ a4 = − 1

2(3·4)a2(n− 2)
ξ3 : 4 · 5a5 + 2(n− 3)a3 = 0 =⇒ a5 = − 1

2(4·5)a3(n− 3)
ξ4 : 5 · 6a6 + 2(n− 4)a4 = 0 =⇒ a6 = − 1

2(5·6)a4(n− 4)
. . . . . . . . .

St¡d ju» ªatwo zgadn¡¢ (albo i ±ci±le wyprowadzi¢) ogóln¡ zale»no±¢ rekurencyjn¡:

ak = −
(n− k + 2)
2k(k − 1)

ak−2.

Wida¢ st¡d, »e:

• Je±li n jest liczb¡ naturaln¡ (lub zerem), to szeregurywa si¦ po sko«czonej ilo±ci wyrazów � funkcja
χ(ξ) jest zatem wielomianem.

• Wwielomianie mog¡ by¢ wyrazy tylko parzyste albo tylko nieparzyste (inaczej si¦ szereg nie urwie).
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• Co si¦ dzieje, gdy n nie jest liczb¡ naturaln¡ lub zerem? Otó» wtedy mamy, dla du»ych k:

ak+2
ak
∼ 1
2k
,

a asymptotyka tego jest taka sama, jak asymptotyka szeregu okre±laj¡cego eξ
2/2, czyli, dla du»ych ξ,

mamy: χ(ξ) ≈ eξ2/2. Zatem caªa funkcja falowa nie maleje eksponencjalnie do zera � dokªadniejsze
przyjrzenie si¦ da wniosek, »e f. falowa ro±nie eksponencjalnie � zatem nie jest ona �zycznie
akceptowalna. zatem

St¡d, pami¦taj¡c o (50), otrzymujemy wzór na dopuszczalne warto±ci energii:

En = ~ω
(
n+
1
2

)
; (52)

wida¢, »e poziomy energii s¡ równo oddalone � inaczej ni» w o wiele sztywniejszej jamie
potencjaªu o niesko«czenie wysokich ±cianach.

Teraz popatrzmy na f. wªasne: Te wielomiany, co si¦ otrzymuje, jak i samo równanie
(51) s¡ oczywi±cie bardzo dobrze znane (nihil novi sub sole...), s¡ wa»ne i maj¡ swoj¡
nazw¦: wielomiany Hermite'a. Podamy tu bez dowodu wzór na n−ty wielomian:

Hn(x) = (−1)neξ
2 dn

dξn
e−ξ

2
; (53)

Kilka pierwszych wielomianów ma posta¢ �W � SPRAWDZI�:

H0(ξ) = 1; H1(ξ) = 2ξ; H2(ξ) = 4ξ2 − 2; H3(ξ) = 12ξ3 − 8ξ (54)

Wida¢, »e na przemian s¡ one parzyste i nieparzyste � co dotyczy te» funkcji falowych.
Kilka pierwszych funkcji wªasnych jest na rysunkach RYS.

3.4 Potencjaª Morse'a

Potencjaª Morse'a jest zde�niowany jako:

V (x) = A(e−2αx − 2e−αx), A > 0, α > 0; (55)

jego wykres, p. RYS.. Potencjaª o takim ksztaªcie u»ywany jest do opisu krzywej energii
potencjalnej cz¡steczek dwuatomowych. Parametrami s¡ tu dwie staªe: gª¦boko±¢ potencjaªu
A oraz poªo»enie minimum, wyznaczane przez staª¡ α.

Poziomy energetyczne i funkcje falowe cz¡stki w potencjale Morse'a dadz¡ si¦ obliczy¢
analitycznie, co za chwil¦ uczynimy.

Innym potencjaªem, cz¦sto u»ywanym do fenomenologicznego opisu krzywej energii
potencjalnej dla cz¡steczek dwuatomowych, jest tzw. potencjaª Lennarda-Jonesa. Dla
niego nie udaªo si¦ znale¹¢ ±cisªego rozwi¡zania, ale bez kªopotu mo»na charakterystyki
stanów zwi¡zanych (energie wªasne, funkcje falowe) w tym potencjale znale¹¢ numerycznie.
Tym si¦ zajmiemy za chwil¦.

Mamy wi¦c równanie Schrödingera, które od razu zapiszemy w postaci

d2

dx2
ψ(x) +

2m
~2
(E − V (x))ψ(x) = 0, (56)

gdzie V (x) dane jest przez (55).
Stany zwi¡zane mamy dla E < 0; przypadek E > 0 odpowiada widmu ci¡gªemu.
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Warto wprowadzi¢ bezwymiarow¡ zmienn¡ ξ przez

ξ =
2
√
2mA
α~

e−αx. (57)

Wida¢, »e ξ ­ 0. Gdy x→∞, to ξ → 0; za± gdy x→ −∞, to ξ → +∞.
�atwo wyrazi¢ potencjaª V (x) przez ξ:

V =
α2~2

8m
ξ2 − A α~√

2mA
ξ. (58)

Teraz, przeliczamy pochodn¡ d
dx na

d
dξ :

d
dx
=
dξ
dx
d
dξ
= −α2

√
2mA
α~

e−αx
d
dξ
= −αξ d

dξ
,

i (po nieskomplikowanych rachunkach) �W � ODTWORZY�! dla drugiej pochodnej

d2

dx2
= α2

(
ξ2
d2

dξ2
+ ξ
d
dξ

)
.

Korzystaj¡c z tego, przepiszmy równ. Schrödingera w zmiennej ξ. Po kilku rachunkach (z
zakresu zamiany zmiennych w równaniach ró»niczkowych) mamy:

d2

dx2
ψ(x) +

2m
~2
(E − V (x))ψ(x) = ψ′′ + 1

ξ
ψ′ +

[
2mE
α2~2

1
ξ2
− 1
4
+

√
2mA
α~
1
ξ

]
ψ = 0. (59)

(primem oznaczyli±my tu ró»niczkowanie po ξ). Wprowad¹my dalej oznaczenia:

s =

√
2m(−E)

~α
, n+ s+

1
2
=

√
2mA
α~
; (60)

(pami¦tamy, »e E < 0, zatem s powy»ej jest dobrze okre±lone) w tych oznaczeniach mamy:

ψ′′ +
1
ξ
ψ′ +

[
−1
4
+
(
n+ s+

1
2

) 1
ξ
− s2

ξ2

]
ψ = 0 (61)

Musimy teraz zastanowi¢ si¦, jak b¦dzie wygl¡daªa asymptotyka funkcji falowych w zmiennej
ξ. W przedziale 0 < ξ <∞, co odpowiada −∞ < x <∞, funkcja powinna by¢ regularna.
Gdy ξ → ∞, tzn. x → −∞, funkcja ψ powinna d¡»y¢ do zera. Gdy za± ξ → 0, tzn.
x→ +∞, funkcja ψ powinna równie» d¡»y¢ do zera.

Popatrzmy teraz na asymptotyk¦ równania (61). Dla du»ych ξ, mamy

ψ′′ − 1
4
ψ ≈ 0,

co daje: ψ ≈ e±ξ/2; z uwag powy»ej wynika, »e powinni±my wybra¢ ψ ≈ e−ξ/2 . Z kolei
dla ξ bliskich zeru, mamy:

ψ′′ +
1
ξ
ψ′ − s2

ξ2
ψ ≈ 0,

i mo»na sprawdzi¢, �W »e powy»sze równanie jest speªnione przez funkcj¦ pot¦gow¡:
ψ ≈ ξ±s. Aby ψ byªa nieosobliwa, musimy wzi¡¢ znak plus: ψ ≈ ξ+s .

Zapostulujmy teraz znów, (tzn. zróbmy Ansatz na) posta¢ funkcji falowej: (co najwy»ej
nie zgadniemy...)

ψ = e−ξ/2ξsw(ξ); (62)

Z powy»szych warunków (w ramkach) wynikaj¡ warunki na funkcj¦ w(ξ):
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• w(ξ) musi by¢ regularna;

• w(ξ) musi by¢ sko«czona dla ξ = 0;

• w(ξ) musi rosn¡¢ wolniej od exponensu dla ξ →∞.

Wstawiaj¡c Ansatz (62) do równania (61), po rachunkach na ok. póª strony, �W �
SPRAWDZI� dostajemy równanie na w(ξ):

ξw′′ + (2s+ 1− ξ)w′ + nw = 0. (63)

Jest to równanie na kon�uentn¡ funkcj¦ hipergeometryczn¡. Znów darujemy tu sobie
szersze przytoczenie wyników dotycz¡cych tej funkcji. Id¡c 'od tyªu', rozwa»my funkcj¦ F (α, γ; y)
zde�niowan¡ przez szereg

F (α, γ; y) = 1 +
α

γ 1!
y +

α(α+ 1)
γ(γ + 1) 2!

y2 +
α(α+ 1)(α+ 2)
γ(γ + 1)(γ + 2) 3!

y3 + . . . , (64)

gdzie α, γ s¡ parametrami, za± y � argumentem, w ogólno±ci zespolonym.
Jak wa»na jest notacja, i jak ªatwo si¦ pomyli¢, gdy si¦ za du»o znaczków naraz p¦ta.

Równowa»nie zapiszemy F u»ywaj¡c tzw. symbolu Pochhammera:

(α)0 = 1, (α)1 = α, (α)2 = (α)(α+ 1), . . . , (α)k = α (α+ 1) . . . (α+ k − 1) (65)

co mo»na te» wyrazi¢ przez funkcj¦ Γ Eulera (prosty dowód indukcyjny):

(a)k =
Γ(a+ k)
Γ(k)

.

Pozostaj¡c przy symbolach Pochhammera, mamy

F (α, γ; y) = 1 +
(α)1
(γ)1

1
1!
y +
(α)2
(γ)2

1
2!
y2 + · · ·+ (α)k

(γ)k

1
k!
yk + . . .

=
∞∑
k=0

(α)k
(γ)k

yk

k!
(66)

Funkcja F (α, γ; y) speªnia równanie:

yF ′′ + (γ − y)F ′ − αF = 0, (67)

o czym si¦ mo»na przekona¢ przez bezpo±rednie wstawienie:

F = 1 + (α)1(γ)1
1
1! y + (α)2(γ)2

1
2! y
2 + (α)3(γ)3

1
3! y
3 + . . . + (α)k(γ)k

1
k! y
k + . . .

−αF = −α −α (α)1(γ)1
1
1! y −α (α)2(γ)2

1
2! y
2 −α (α)3(γ)3

1
3! y
3 + . . . −α (α)k(γ)k

1
k! y
k + . . .

F ′ = + (α)1(γ)1
1
1! + (α)2(γ)2

1
1! y + (α)3(γ)3

1
2! y
2 + . . . + (α)4(γ)4

1
3! y
3 + . . . + (α)k+1(γ)k+1

1
k! y
k + . . .

γF ′ = +γ (α)1(γ)1
1
1! +γ

(α)2
(γ)2

1
1! y +γ

(α)3
(γ)3

1
2! y
2 + . . . +γ (α)4(γ)4

1
3! y
3 + . . . +γ (α)k+1(γ)k+1

1
k! y
k + . . .

−yF ′ = 0 − (α)1(γ)1
1
1!y − (α)2(γ)2

1
1! y
2 − (α)3(γ)3

1
2! y
3 + . . . − (α)k(γ)k

1
(k−1)! y

k + . . .

yF ′′ = 0 + (α)2(γ)2
1
1! y + (α)3(γ)3

1
1! y
2 + . . . + (α)4(γ)4

1
2! y
3 + . . . + (α)k+1(γ)k+1

1
(k−1)! y

k + . . .

Czytelnik zechce sprawdzi¢ znikanie czªonów przy pot¦gach 0, 1, 2, 3, a my sprawdzimy znikanie wspóªczynnika
przy yk: �ywcem przepisuj¡c z ostatniej kolumny, mamy:

−α (α)k
(γ)k

1
k!
+ γ
(α)k+1
(γ)k+1

1
k!
− (α)k
(γ)k

1
(k − 1)!

+
(α)k+1
(γ)k+1

1
(k − 1)!

=

(α)k
(γ)k+1

1
k!

(
− α(γ + k) + γ(α+ k)− k(γ + k) + (α+ k)k

)
= −αγ−αk+γα+γk−kγ−k2+αk+k2 = 0.

Równanie (67), jako równanie drugiego rz¦du, ma drugie liniowo niezale»ne rozwi¡zanie f2. Okazuje si¦,
»e wyra»a si¦ ono te» przez funkcj¦ hipergeometryczn¡:

f2 = y1−γF (α− γ − 1, 2− γ; y)

Zach¦cam Czytelnika, aby to sprawdziª.
Dla nas teraz, z postaci (64), wa»ne jest wywnioskowanie, »e:
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• je±li α jest ujemn¡ liczb¡ caªkowit¡, to szereg (64) urywa si¦ na |α|−tym wyrazie i rozwi¡zanie jest
wielomianem.

• je±li α ma inn¡ warto±¢, to szereg (64) dla du»ych |y| zachowuje si¦ jak eksponens, co prowadzi do
niecaªkowalnych rozwi¡za«. Okazuje si¦, »e asymptotyczne zachowanie funkcji F (α, γ; y) jest

F (α, γ; y) =
Γ(γ)
Γ(α)

yα−γey
(
1 +O( 1

|y|

)
.

Te i inne fakty s¡ pokazane w wielu dobrych tekstach - p. np.[8].

Zako«czymy tu konstatacj¡, »e wiele funkcji, wyst¦puj¡cych w innych problemach mechaniki kwantowej,

mo»na wyrazi¢ przez kon�uentn¡ funkcj¦ hipergeometryczn¡. Tak jest np. z wielomianami Hermite'a i

wielomianami Legendre'a.

Tak wi¦c widzimy, »e na ogóª ro±nie ona jak Exponens; ale dla wyj¡tkowych warto±ci
n, b¦d¡cych liczbami caªkowitymi lub zerem, rozwi¡zanie (63) jest wielomianem. �W.
Wypisa¢ te wielomiany dla n = 0, 1, 2, 3.

Pami¦tajmy jednak, »e n nie mo»e by¢ dowolne, musz¡ by¢ bowiem speªnione równo±ci
(60); równania te mo»na speªni¢ jedynie dla sko«czonej ilo±ci n, dla tych mianowicie, dla
których jest speªnione jest √

2mA
αh

> n+
1
2
;

(tak, by s, okre±lony przez (60), byª dodatni). Poniewa» n musi by¢ caªkowite, wi¦c wida¢,
i» liczba poziomów musi by¢ sko«czona.

Je±li minimum jest dostatecznie pªytkie, tzn. takie, »e speªniona jest nierówno±¢
√
2mA
αh

<
1
2

to stan zwi¡zany w ogóle si¦ nie pojawi.
Kilka pierwszych funkcji wªasnych jest na rysunkach RYS.

3.5 W dowolnym ujemnym potencjale zawsze istnieje stan zwi¡zany

Okazuje si¦, »e sytuacja opisana w Subsec. 3.2jest typowa w wymiarze 1 i 2. Mianowicie,
mamy

Tw. W dowolnym potencjale V (x) ∈ C∞0 (R) takim, »e V (x) ¬ 0 dla ka»dego x ∈ R,
zawsze istnieje przynajmniej jeden stan zwi¡zany.

Uwaga.Oznaczenie C∞0 (R) oznacza zbiór funkcji niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalnych
i o zwartym no±niku (tzn. równych zeru poza zbiorem domkni¦tym i ograniczonym). To
zaªo»enie wprowadzamy ze wzgl¦dów technicznych, tak by mie¢ gwarancj¦, »e funkcja
falowa jest ró»niczkowalna dowoln¡ ilo±¢ razy. Mo»na klas¦ ró»niczkowalno±ci znacznie
obni»y¢, ale nie b¦dziemy tego robi¢.

Dowód jest prosty i opiera si¦ na zasadzie wariacyjnej. Najsampierw, korzystaj¡c z
tej zasady, poka»emy

Lemat. Niech dwa potencjaªy: V (x) oraz Ṽ (x) speªniaj¡:

V (x) ¬ Ṽ (x) dla dowolnego x. (68)

Wtedy energie stanów podstawowych E0 w potencjale V i Ẽ0 w potencjale Ṽ speªniaj¡

E0 ¬ Ẽ0. (69)
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Dowód lematu: Oznaczmy: H̃ = T + Ṽ , H = T + V (tu T jest operatorem energii

kinetycznej: T = − ~2

2m
d2

dx2
). Niech ψ̃0 b¦dzie funkcj¡ falow¡ stanu podstawowego hamiltonianu

H̃. Mamy wówczas:
(ψ̃0, Hψ̃0) ¬ (ψ̃0, H̃ψ̃0) = Ẽ0, (70)

bo warto±ci ±rednie energii kinetycznej s¡ takie same po obu stronach nierówno±ci, i
nierówno±¢ (70) wynika z nierówno±ci (68) dla potencjaªów.

Z zasady wariacyjnej mamy:

E0 ¬ (ψ̃0, Hψ̃0),

co dowodzi (69).
KoniecDowoduLematu

.
Teraz, we¹my dowolny potencjaª taki V , jak w zaªo»eniu (tzn. wsz¦dzie niedodatni).

Zde�niujmy dla« potencjaª jamy prostok¡tnej V� tak, by dla dowolnego x ∈ R, byªo:
V� ¬ V . Wiemy, »e dowolny potencjaª jamy prostok¡tnej posiada przynajmniej jeden
stan zwi¡zany, tzn. energia stanu podstawowego E� w tym potencjale jest mniejsza od
zera. Wówczas z nierówno±ci (69) widzimy, »e w potencjale V energia stanu podstawowego
jest mniejsza od E�.

KoniecDowoduTwierdzenia
.
Uwaga. Istotnym zaªo»eniem jest, aby potencjaª V byª niedodatni. Gdy tak nie b¦dzie,

to mo»e on nie mie¢ stanów zwi¡zanych � jak to widzieli±my na przykªadzie potencjaªu
Morse'a.
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4 Stany zwi¡zane w d = 3; gar±¢ przykªadów teoretycznych

4.1 Ruch w polu o symetrii sferycznej. Separacja zmiennych

Równanie Schrödingera wygl¡da tu podobnie jak uprzednio:

− ~
2m
∆ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x) (71)

gdzie tym razem jednak ∆ jest laplasjanem trójwymiarowym, (za¹ x ∈ R3).
Przepiszmy powy»sze równanie podobnie, jak to ju» robili±my:

∆ψ(x) +
2m
~
(E − V (x))ψ(x) = 0. (72)

Przepiszmy teraz operator Laplace'a we wspóªrz¦dnych sferycznych. (Byªo to, a przynajmniej
powinno byªo by¢, na Analizie II; je±li nie to zach¦cammocno do samodzielnego przeliczenia
�W). Wynik jest nast¦puj¡cy:

1
r2

∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+
1
r2

[
1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+
1
sin2 θ

∂2ψ

∂φ2

]
+
2m
~
(E − V (r))ψ(x) = 0. (73)

Zaªo»yli±my tutaj sferyczn¡ symetri¦ potencjaªu; tak wi¦c V zale»y tylko od r (a nie
zale»y od k¡tów). Czªony w nawiasie kwadratowym, zawieraj¡ce pochodne po k¡tach θ, φ,
to operator kwadratu momentu p¦du. Nie b¦dziemy o nim teraz wi¦cej mówi¢, z wyj¡tkiem
uwagi, »e ze wzgl¦du na symetri¦ sferyczn¡, komutuje on z peªnym hamiltonianem, tak
wi¦c stany stacjonarne mo»na klasy�kowa¢ zgodnie z warto±ciami wªasnymi operatora
momentu p¦du � a s¡ to dwie liczby kwantowe: Caªkowita warto±¢ momentu p¦du l i jego
rzut na wybran¡ o±, konwencjonalnie wybiera si¦ tu o± z.

Je±li operator momentu p¦du okre±limy jako L̂2, to mamy

− ~
2m

[
1
r2

∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+
L̂2

r2
ψ

]
+ V (r)ψ = Eψ. (74)

Teraz: Zakªadamy, »e funkcja falowa od trzech zmiennych r, θ, φ daje si¦ przedstawi¢
jako iloczyn funkcji, z których jedna zale»y tylko od promienia, a druga tylko od k¡tów.
Konkretnie, zakªadamy, »e funkcja falowa jest postaci:

ψ(r, θ, φ) = R(r)Ylm(θ, φ). (75)

Funkcje Ylm(θ, φ) s¡ funkcjami wªasnymi operatora L̂2. Nazywaj¡ si¦ one funkcje kuliste;
istniej¡ algorytmy znalezienia ich jawnej postaci, ale my opu±cimy tu ten aspekt. Nadmienimy
jedynie, »e okazuje si¦, »e warto±ci wªasne i funkcje wªasne operatora L̂2 s¡

L̂2Ylm = l(l + 1)Ylm

Wstawiaj¡c teraz (75) do (74), dostaniemy równanie na funkcj¦ radialn¡ R(r): (procedura
jest analogiczna jak w d = 2)

1
r2
d
dr

(
r2
dR
dr

)
− l(l + 1)

r2
R +
2m
~2
(E − V (r))R = 0. (76)
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Znajd¹my teraz posta¢ funkcji radialnej. Okazuje si¦, »e warto podstawi¢:

R(r) =
χ(r)
r
. (77)

Po niezbyt dªugich rachunkach, dostaniemy z (76) równanie na χ:

d2χ
dr2
+
(
2m
~2
(E − V (r))− l(l + 1)

r2

)
χ = 0. (78)

Zbadajmy teraz, jaki warunek brzegowy (tu: asymptotyk¦ w zerze) powinna speªnia¢
funkcja χ. Otó», je±li V (r) jest wsz¦dzie sko«czona, to tako» i funkcja falowa powinna by¢
wsz¦dzie sko«czona; a to znaczy, »e

χ(0) = 0. (79)

Uwaga. Tu niejawnie skorzystali±my z faktów, nie udowadnianych tutaj, ale daj¡cych si¦ udowodni¢ na

gruncie teorii eliptycznych równa« ró»niczkowych cz¡stkowych. Jeden to argument powy»ej: je±li V (r) jest
wsz¦dzie sko«czona, to tako» i funkcja falowa powinna by¢ wsz¦dzie sko«czona. Drugi � ze szczególnym

przypadkiem którego zetkn¦li±my si¦ wcze±niej � to, »e je±li potencjaª ma sko«czon¡ gªadko±¢ (jest klasy

Cα), to funkcja ma gªadko±¢ o dwa wi¦ksz¡ (Cα+2).

Spójrzmy teraz na równanie na χ (78). Ma ono posta¢ identyczn¡, jak równanie
jednowymiarowe, z efektywn¡ energi¡ potencjaln¡

Vl(r) = V (r) +
~2

2m
l(l + 1)
r2
; (80)

ten ostatni czªon mo»na interpretowa¢ jako energi¦, pochodz¡c¡ od siªy od±rodkowej.

4.2 Cz¡stka w studni potencjaªu

Tu potencjaª zale»y tylko od promienia r, i ma posta¢ analogiczn¡ do tej, która byªa w
sytuacji jednowymiarowej:

V (r) =
{
0 dla |r| ¬ a
U dla |r| > a

(81)

Mo»na tu znale¹¢ energie wªasne i funkcje wªasne dla dowolnej warto±ci momentu p¦du;
ale my ograniczymy si¦ do przypadku zerowego momentu p¦du, tzn. l = 0.

Równanie na cz¦±¢ radialn¡ (78) ma posta¢(
d2χ
dr2
+ ω2

)
χ = 0 dla |r| ¬ a, (82)

(
d2χ
dr2
− κ2

)
χ = 0. dla |r| > a (83)

gdzie:

ω2 = −2m
~2
E, κ2 =

2m
~2
(E − U)

bardzo podobnie jak w jednym wymiarze... Ale tu mamy jeden warunek zszycia na granicy
r = a � drugi warunek te» jest, ale ju» uwzgl¦dniony � to regularno±¢ w zerze.
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Funkcja falowa (ju» z uwzgl¦dnionymi warunkami: regularno±ci oraz asymptotycznego
d¡»enia do zera w niesko«czono±ci) ma posta¢

χ(r) =
{
A sinωr dla r ¬ a
Be−κr dla r > a

(84)

gdzie staªe A,B wyznaczamy z warunków zszycia, tzn. wymagania, aby warto±ci funkcji
falowych z obszarów: | ¬ a oraz r > a byªy równe dla r = a, plus ten sam warunek na
pierwsze pochodne. Konkretnie, mamy:{

A sinωa = Be−κa

Aω cosωa = B(−κ)e−κa (85)

Warunki te mo»na przeanalizowa¢ analogicznie jak w przypadku jednowymiarowym, (albo
po prostu podzieli¢ drugie równanie przez pierwsze) i dosta¢

κ = −ω ctgωa (86)

znów dokªadnie takie, jak w przypadku jednowymiarowym. Ale uwaga! Tam byªy dwie
rodziny rozwi¡za«: 'tangensowa' i 'cotangensowa', a tu mamy tylko t¦ drug¡.

Wprowad¹my, identycznie jak dla d = 1, zmienne bezwymiarowe ξ, η zamiast ω, κ
przez

ξ = aω, η = aκ (87)

i mamy {
ξ2 + η2a = 2mUa2

~2
η = −ξ ctg ξ (88)

i wygodnie jest znów spojrze¢ gra�cznie na proces rozwi¡zywania ukªadu równa« (88)
RYS.. Widzimy tu jednak ró»nic¦ jako±ciow¡ w porównaniu z sytuacj¡ jednowymiarow¡:
Wskutek braku gaª¦zi 'tangensowej', istnieje zakres parametrów, dla których ukªad (88)
wcale nie ma rozwi¡za«, tzn. nie ma stanów zwi¡zanych. Konkretnie, jest tak, je±li

2mUa2

~2
<
π2

4
(89)

RYS. � rozpªywanie si¦ funkcji falowej przy dochodzeniu do warunku (89) Jest
to przejawem ogólnej sytuacji w trzech wymiarach: w dostatecznie sªabym potencjale nie
ma stanów zwi¡zanych. Doprecyzowanie i szerszy komentarz s¡ w nast¦pnej Subsection.

4.3 W d = 3 dla dostatecznie sªabego potencjaªu nie ma stanów
zwi¡zanych

Zjawisko, które obserwowali±my wy»ej, tzn. brak stanów zwi¡zanych dla dostatecznie
pªytkiej trójwymiarowej jamy, jest ogólniejsze: okazuje si¦, »e w d = 3, dostatecznie pªytki
potencjaª nie ma stanów zwi¡zanych � niezale»nie od jego ksztaªtu czy symetrii.

Pokazanie dowodu tego faktu graniczymy tu do potencjaªów sferycznie symetrycznych.
Dowód wynika z oszacowania na liczb¦ stanów zwi¡zanych w potencjale. Istnieje sporo

takich oszacowa«, ró»ni¡cych si¦ jako±ci¡ (i trudno±ci¡ dowodu), oraz zakresem stosowalno±ci.
Zainteresowany czytelnik mo»e zaznajomi¢ si¦ z tymi rzeczami w [7]. Tu przytoczymy dwa
takie oszacowania.
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B¦dziemy zakªada¢, »e potencjaª V (x) jest niedodatni (daje si¦ to zaªo»enie rozlu¹ni¢),
»e jest gªadki. Niech n(V ) oznacza ilo±¢ stanów zwi¡zanych w takim potencjale.

Ograniczymy si¦ tu do sytuacji, gdy moment p¦du jest równy zeru (gdy jest niezerowy,
te» mo»na dosta¢ ró»ne oszacowania).

Tw. (Oszacowanie Bargmana).

n(V ) ¬
∫ ∞
0

r|V (r)|dr. (90)

Tw. (Oszacowanie Calogero). Je±li ponadto V (r) jest monotoniczny, to

n(V ) ¬ 2
π

∫ ∞
0

√
|V (r)|dr (91)

Zanim przyst¡pimy do dowodu oszacowania Bargmana (Calogero zostawimy jako ¢wiczenie),
zobaczmy, jak z któregokolwiek z tych oszacowa« wynika fakt nieistnienia stanów zwi¡zanych
dla dostatecznie sªabych potencjaªów. We¹my operator Schrödingera:

Hλ = T + λV,

gdzie λ jest nieujemnym parametrem rzeczywistym. Wida¢ od razu, »e gdy we¹miemy
którekolwiek z oszacowa« (90) lub (91), to dla dostatecznie maªego λ prawa strona
nierówno±ci b¦dzie mniejsza od 1 � co znaczy, »e nie ma stanów zwi¡zanych.

No to teraz b¦dzie
Szkic dowodu. B¦dzie bowiem korzystane z ró»nych naturalnych, ale nieudowodnionych

faktów; szczegóªowe dowody mo»na znale¹¢ np. w [7].
Punktem startowym b¦dzie równanie (78) na radialn¡ funkcj¦ falow¡ χ(r) wraz z

warunkiem (79). Zauwa»my tu, »e pochodna w zerze musi by¢ ró»na od zera: χ′(0) 6= 0.
Dowód b¦dzie polegaª na znalezieniu, a raczej oszacowaniu, ilo±ci zer funkcji χ, a to z

kolei sprowadzi si¦ do znalezienia/oszacowania ilo±ci zer pochodnej χ′(r).
Dla funkcji χmamy równanie identyczne jak w jednym wymiarze, obowi¡zuje tam wi¦c

twierdzenie z tamtej sytuacji, mówi¡ce o ilo±ci w¦zªów: Mamy mianowicie, n−ta funkcja
falowa ma n miejsc zerowych (nie liczymy tu zera w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych. Tzn.
χ0 dla stanu podstawowego nie ma w¦zªów, χ1 ma jeden itd.; numeracja jak w j¦zyku C).

Popatrzmy teraz na równanie (78) na χ dla ró»nych warto±ci energii E, nie tylko dla
energii wªasnych. Typowe zachowanie dla du»ych r to zachowanie wykªadnicze, z dodatnim
wykªadnikiem.

Zbadamy zakres E od jakiej± warto±ci mniejszej od E0 a» do zera: E ∈ [E0 − ε, 0],
ε > 0.

We¹my najsampierw E < E0. Funkcja χ0 achowuje si¦ jak na RYS.; d¡»y ona do
niesko«czono±ci (je±li wystartowali±my z warunku χ′(0) > 0). W miar¦ wzrostu E, dla
izolowanej warto±ci E0, funkcja χ0 d¡»y dla du»ych r do zera, a dla E > E0 (i E < E1),
zaczyna mie¢ jedno miejsce zerowe i d¡»y do −∞ (RYS.). Tak jest a» do E = E1, gdzie
χ1(r) d¡»y do zera, by potem, dla E > E1, znów d¡»y¢ do niesko«czono±ci (RYS.).

Opisane wy»ej zachowane byªo goªosªowne, ale mo»na powy»szy scenariusz udowodni¢.
(A kto si¦ bawiª metod¡ strzelania, to si¦ przekona, »e opisane wy»ej zachowanie goªosªowne
nie byªo).

Teraz, we»my przypadek, gdy mamy sko«czon¡ ilo±¢ stanów zwi¡zanych n, i we¹my
zakres energii En < E ¬ 0. Widzimy, »e ilo±¢ zer funkcji χn jest taka sama jak funkcji
dla E = 0; za± n jest po prostu ilo±ci¡ stanów zwi¡zanych!
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Popatrzmy teraz na zera pochodnej. Z rysunku mo»na wnosi¢, »e ilo±¢ zer funkcji jest
równa ilo±ci zer pochodnej, a dokªadniej, »e jest mniejsza lub równa ilo±ci zer pochodnej.

Okazuje si¦, »e ilo±¢ zer pochodnej mo»na oszacowa¢. Nale»y w tym celu przej±¢ od
równania Schrödingera do równania Riccatiego, co niniejszym uczynimy.

Rozwa»amy wi¦c równanie

−χ′′(r) + V (r)χ(r) = 0, (92)

gdzie przeskalowali±my zmienn¡ r (bez zmiany nazwy) tak, by nie paª¦taªy si¦ tu staªe

(tzn. r → r
~2

2m
).

Teraz zde�niujmy

a(r) =
χ(r)
χ′(r)

− r (93)

tam gdzie χ′(r) 6= 0. Mamy wi¦c:

χ(r) = (a(r) + r)χ′(r),

i przeliczamy dalej:

χ′(r) = (a′(r) + 1)χ′(r) + (a(r) + r)χ′′(r)

= χ′(r) + a′(r)χ′(r) + V (r)(a(r) + r)χ(r)

= χ′(r) + a′(r)χ′(r) + V (r)(a(r) + r)2χ′(r).

Tak wi¦c, je±li χ′(r) 6= 0, mamy

a′(r) = −V (r)(a(r) + r)2; (94)

równanie (94) to wªa±nie rzeczone równanie Riccatiego.
Mo»na spyta¢, czy nie byªa to zamiana w stylu 'zamieniª stryjek siekierk¦ na kijek',

bo wprawdzie obni»yli±my o jeden rz¡d równania, ale równanie staªo si¦ nieliniowe.
Uprzedzaj¡c nieco wypadki, powiemy, »e taka zamiana si¦ opªaca, bo po odrzuceniu
okre±lonych czªonów dodatnich, równanie przeksztaªca si¦ w nierówno±¢ (ró»niczkow¡),
któr¡ mo»na odcaªkowa¢ i otrzyma¢ st¡d oszacowanie na liczb¦ zer funkcji χ(r).

Poniewa» potencjaª V jest niedodatni: V ¬ 0, to wskutek (94) a′(r) > 0, zatem a(r)
ro±nie i staje si¦ niesko«czone w ka»dym zerze χ′(r). A poniewa» a(r) jest monotoniczna,
to liczba biegunów a(r) jest dokªadnie równa liczbie zer a(r)+ r (p. RYS.), a to � w my±l
(93) � jest równe liczbie zer funkcji χ(r). Tu wspomogli±my si¦ faktem, »e χ(r) oraz χ′(r)
nie mog¡ si¦ jednocze±nie zerowa¢ (dla r 6= 0), bo równanie na χ jest drugiego rz¦du, wi¦c
gdyby gdzie± byªo: χ(r) = χ′(r) = 0, to χ musiaªoby by¢ równe zeru wsz¦dzie (z tw. o
istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania).

Teraz, wprowad¹my pomocnicz¡ funkcj¦ b, wyra»aj¡c¡ si¦ przez a; na funkcj¦ b otrzymamy
najsampierw równanie ró»niczkowe, a po odrzuceniu paru czªonów � nierówno±¢ ró»niczkow¡,
któr¡ nast¦pnie da si¦ odcaªkowa¢. Konkretnie,we¹my:

b(r) =
a(r)
r
; (95)

mamy:

b′(r) =
a′(r)
r
− a(r)

r2
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= −V (a+ r)
2

r
− a

r2
= −rV (b+ 1)2 − b

r
. (96)

Dalej, mamy: b(0) = 0, poniewa» a(0) = lim
r→0

u(r)
u′(r)

− r = 0, sk¡d wynika lim
r→0

b(r) =

lim
r→0

a′(r) = 0, co wynika z (94). Zauwa»my wreszcie, »e bieguny b(r) pokrywaj¡ si¦

dokªadnie z biegunami a(r), tak wi¦c liczba biegunów b jest równa n(V ).
Zaªó»my, »e b ma zera w z1 = 0 < z2 < · · · < zn i bieguny w punktach p1 < p2 < · · · <

pn, przy czym zi < pi < zi+1. Tak wi¦c b(r) > 0 w ka»dym przedziale ]zi, pi[, tak wi¦c,
odrzucaj¡c ostatni wyraz w (96), mamy:

b′(r) ¬ −rV (b(r) + 1)2,

lub

−
[ 1
1 + b

]′
¬ −rV (r) = r|V (r)|,

poniewa» V ¬ 0. Caªkuj¡c od zi do pi, otrzymamy:

1 =
∫ pi
zi
− d
dr

(
1

1 + b(r)

)
¬
∫ pi
zi
r|V (r)|dr.

A teraz! Sumuj¡c po i, mamy

n(V ) ¬
n∑
i=1

¬
∫ pi
zi
r|V (r)|dr ¬

∫ ∞
0

r|V (r)|dr, (97)

o co chodziªo.
Koniec (szkicu) dowodu.
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5 Double wells

5.1 Powtórka z rozrywki: Jama potencjaªu i stany w niej zwi¡zane

Przypomnijmy sobie obrazki, z których wnioskowali±my o ilo±ci i energii stanów zwi¡zanych
w prostok¡tnej jamie potencjaªu. Obrazki te byªy bardzo sugestywne i klarowne; maj¡
jednak jedn¡ wad¦. Mianowicie, kiepsko poddaj¡ si¦ rozszerzeniu do bardziej skomplikowanych
sytuacji � takich jak ta, któr¡ si¦ zaraz zajmiemy, a gdzie mamy do czynienia z dwiema
studniami potencjaªu.

Aby od razu nie skaka¢ na gª¦bok¡ wod¦, rozwa»my raz jeszcze przypadek jamy
prostok¡tnej. Warunki zszycia na funkcje w trzech obszarach prowadziªy do ukªadu 4
równa« na 5 niewiadomych (4 wspóªczynniki i energia � ukª (30)). Warunkiem istnienia
nietrywialnego rozwi¡zania ukªadu (30) byªo znikanie wyznacznika (31). Prowadzi to do
równania (32), co stanowi równanie, z którego wyznaczamy dopuszczalne energie.

Pod¡»ymy teraz inn¡ nieco drog¡: Wystartujmy z wyra»enia na wyznacznik D. Jest
on funkcj¡ energii oraz parametrów, tzn. gª¦boko±ci jamy U oraz jej szeroko±ci a: DSW ≡
D(E;U, a). Dla danych U oraz a, sporz¡d¹my wykres funkcji SWD(E;U, a) i popatrzmy,
gdzie ma ona zera. B¦d¡ to dopuszczalne energie ukªadu.

Dla przypomnienia, mamy wi¦c:

DSW e2κa = 2ωκ cos(2ωa) + κ2 sin(2ωa)− ω2 sin(2ωa)

gdzie przypomnijmy oznaczenia:

κ =

√
2m(U − E)

~2
, ω =

√
2m(E)

~2
. (98)

Bierzemy takie jednostki, »e ~ = 1, 2m = 1; no i robimy wykres, w zakresie E od 0 do U .
Na RYS. mamy wykres DSW e2κa dla U = 1, a = 5. (Czynnik e2κ jest dla wygody

� na zera wyznacznika nie ma wpªywu). Nie liczy si¦ pierwsze zero (tzn. dla E = 0),
bo tam DSW zawsze ma zero. Z rysunku wida¢, »e mamy 4 stany zwi¡zane o energiach
0.07; 0.23; 0.6; 0.96.

5.2 Prostok¡tna jama podwójna (double well). Struktura dwóch
najni»ej le»¡cych poziomów

Rozwa»ymy tu przykªad nie najogólniejszy, ale zawieraj¡cy wszystkie co trzeba aspekty
dotycz¡ce double well (przynajmniej je±li chodzi o przypadek symetryczny; asymetryczny
zostawimy na pozniej).

Setup b¦dzie analogiczny jak dla pojedynczej studni prostok¡tnej � see 3.2. Niech
0 ¬ a < b. Potencjaª V (x) jest okre±lony przez:

V (x) =



U dla x < −b obszar I
0 dla −b ¬ x < −a obszar II
U dla −a ¬ x < a obszar III
0 dla a ¬ x < b obszar II'
U dla b < x obszar I'

(99)

(see RYS.). Funkcja falowa w poszczególnych obszarach da si¦ napisa¢ analogicznie
jak w przypadku pojedynczej jamy prostok¡tnej, see 3.2. Konkretnie, mamy (z rozp¦du
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wypiszemy od razu pochodne):

ψI(x) = Aeκx, ψ′I(x) = κAeκx,
ψII(x) = B sinωx+ C cosωx, ψ′II(x) = ωB cosωx− ωC sinωx,
ψIII(x) = D sinhκx+ F coshκx, ψ′III(x) = κD coshκx+ κC sinhκx,
ψII′(x) = B′ sinωx+ C ′ cosωx, ψ′II′(x) = ωB′ cosωx− ωC ′ sinωx,
ψI′(x) = A′e−κx, ψ′I′(x) = −κA′e−κx,

(100)

Staªe:A,B,C,D, F,B′, C ′, A′ (tak¡ ustalamy kolejno±¢ zmiennych) wyznaczymy z warunków
zszycia (równo±ci funkcji oraz pochodnych na granicach mi¦dzy obszarami). Wypisywanie
tych równo±ci jest cokolwiek nudne, wi¦c � poniewa» wiadomo, co si¦ robi � darujemy to
sobie. Wynikiem jest ukªad równa« liniowych na wspóªczynniki A,B,C,D, F,B′, C ′, A′.
Jest to ukªad jednorodny, wi¦c dla istnienia nietrywialnego rozwi¡zania, musi znika¢
wyznacznik DDW tego» ukªadu, tzn. musi zachodzi¢ DDW = 0, gdzie::

DDW =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e−κb sin(ωb) − cos(ωb) 0 0 0 0 0
κe−κb −ω cos(ωb) −ω sin(ωb) 0 0 0 0 0
0 − sin(ωa) cos(ωa) sinh(κa) − cosh(κa) 0 0 0
0 ω cos(ωa) ω sin(ωa) −κ cosh(κa) κ sinh(κa) 0 0 0
0 0 0 sinh(κa) cosh(κa) − sin(ωa) − cos(ωa) 0
0 0 0 κ cosh(κa) κ sinh(κa) −ω cos(ωa) ω sin(ωa) 0
0 0 0 0 0 sin(ωb) cos(ωb) −e−κb
0 0 0 0 0 ω cos(ωb) −ω sin(ωb) κe−κb

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(101)

Powy»ej mamy dla κ i ω te same oznaczenia, co , i w pojedynczej jamie, tzn. wzór (98).
We¹my do analizy, zamiast czystego wyznacznika,

DDW = DDW e2κb (102)

»eby pozby¢ si¦ niepotrzebnie du»ego czynnika.
Darujemy sobie wypisywanie wyra»enia naDDW (E; a, b, U), danego przez (102) (podobnie

jak Al w Toy Story 2). Do wypisania wyra»enie na DDW (E; a, b, U) potrzeba ponad 2
ekranów, a w tym momencie nie potrzebujemy od niego niczego prócz wykresu DDW (E)
dla kilku wybranych warto±ci parametrów a, b, U .

Przede wszystkim sprawd¹my, »e odtwarzaj¡ si¦ energie dla jamy pojedynczej, gdy
we¹miemy a = 0. Na rys. RYS. mamy wykres DDW (E; 0, 5, 1). Wida¢, »e energie stanów
zwi¡zanych s¡ takie same jak w pojedynczej studni. (Uwaga:Wyra»enia naDDW (E; 0, 5, 1)
oraz e2κDSW (E; 5, 1) nie s¡ identyczne � rózni¡ si¦ czynnikiem

√
E(U − E), który jednak

nie ma wpªywu na poªo»enie zer).
Dla w¡tªej bariery, nic specjalnego si¦ nie dzieje (RYS.: a = 0.5, b = 5, U = 1), jedynie

poziomy energetyczne troch¦ si¦ przesuwaj¡.
Natomiast, gdy bariera robi si¦ ju» dobrze gruba (RYS.: a = 3, b = 8, U = 1),

obserwujemy, »e poziomy energetyczne ukªadaj¡ si¦ w pary; w ka»dej parze ró»nice energii
s¡ bardzo maªe (najmniejsze dla stanów 0 i 1, wi¦ksze dla 2 i 3 itd).

Przyjrzyjmy si¦ te» tu funkcjom falowym. We¹my tu stan podstawowy i pierwszy
stan wzbudzony. (RYS.) Wida¢, »e funkcje falowe s¡ dobrze zlokalizowane wewn¡trz
ka»dej jamy. Ponadto, funkcja stanu podstawowego jest symetryczna, za± pierwszego stanu
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wzbudzonego � antysymetryczna (pierwsza nie ma w¦zªów, druga ma jeden w¦zeª � wiemy
o tym sk¡din¡d, bo mówi o tym tw. oscylacyjne). Wida¢ t¦», »e w barierze pomi¦dzy
jamami funkcja jest bardzo maªa. Ponadto, w obu studniach, funkcje ψ0 oraz ψ1 s¡ bardzo
bliskie (w jednej z cz¦±ci ró»ni¡ si¦ oczywi±cie znakiem).

5.3 Dynamika � tunelowanie cz¡stki

5.3.1 Dynamika ukªadu dwustanowego

A teraz! Rozpatrzmy problem dynamiczny. Mo»e si¦ to wydawa¢ znacz¡cym skokiem w
bok, bo od Sec. 1 zajmujemy si¦ tylko równaniem stacjonarnym. Ale tu analiza b¦dzie
prosta.

Jako przestrze« stanów we¹my tu jedynie podprzestrze« rozpinan¡ przez funkcje ψ0
i ψ1. Dowolna funkcja z tej podprzestrzeni jest liniow¡ kombinacj¡ funkcji ψ0 i ψ1. W
dowolnej chwili czasu mo»emy wi¦c napisa¢:

ψ(t, x) = a0(t)ψ0(x) + a1(t)ψ1(x). (103)

W takiej postaci wstawmy funkcj¦ falow¡ do równania Schrödingera z czasem. Mamy
(poni»ej dot oznacza pochodn¡ po czasie):

i~ψ̇ = i~(ȧ0ψ0 + ȧ1ψ1) = H(a0ψ0 + a1ψ1) = a0E0ψ0 + a1E1ψ1. (104)

Je±li teraz pomno»ymy powy»sze równanie przez ψ0 i wycaªkujemy po zmiennych przestrzennych
(tzn. we¹miemy iloczyn skalarny z wektorem wzdªu» osi 0), to dostaniemy:

i~ȧ0 = E0a0;

Analogicznie dla a1:
i~ȧ1 = E1a1.

Mo»na od razu te równania scaªkowa¢ i mamy:{
a0(t) = e−iE0t/~a0(0),
a1(t) = e−iE1t/~a1(0).

(105)

Uwaga. W opisany wy»ej sposób mo»na otrzyma¢ ewolucj¦ czasow¡ dowolnego ukªadu
sko«czeniewymiarowego, nie tylko dwustanowego.

5.3.2 Ewolucja czasowa cz¡stki w podwójnej symetrycznej jamie

Pami¦tajmy tu, jak zachowuj¡ si¦ funkcje wªasne ψ0 (o energii E0), oraz ψ1 (o energii
E1). (tzn. wa»ny aspekt to: Moduªy funkcji falowych w obu jamach s¡ bardzo bliskie).
We¹my teraz ich kombinacje liniowe, okre±lone poni»ej (zakªadamy tu, »e ψ0 jest wsz¦dzie
dodatnia, za± ψ1 jest dodatnia w lewej jamie):

ψL = ψ0 + ψ1, ψR = ψ0 − ψ1; (106)

ψL jest prawie caªkowicie zlokalizowana w lewej jamie, za± ψR � w prawej jamie. Powiedzenie:
'prawie caªkowicie zlokalizowana' mo»emy doprecyzowa¢, licz¡c caªk¦ z kwadratu funkcji
falowej dla x < 0 oraz x > 0).

Uwaga: Funkcje ψL, ψR nie s¡ unormowane, ale ten aspekt jest w tej chwili nieistotny.
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We¹my teraz ψL za stan pocz¡tkowy i rozpatrzmy ewolucj¦ takiego ukªadu.
Mamy, dla funkcji ψL: a0(0) = a1(0) = 1, i patrz¡c na ewolucj¦ zadan¡ wzorem (105),

mamy:
ψ(t) = e−iE0t/~ψ0 + e−iE1t/~ψ1.

Aby dokªadniej zorientowa¢ si¦ w zale»no±ci czasowej funkcji ψ(t), wyª¡czmy z niej czynnik
fazowy; mamy w ten sposób:

ψ(t) = e−iE0t/~
(
ψ0 + e−i∆Et/~ψ1

)
, (107)

gdzie oznaczyli±my przez ∆E rozszczepienie poziomów:

∆E = E1 − E0. (108)

Widzimy, »e (modulo nieistotny czynnik fazowy) funkcja falowa b¦dzie 'przelewaªa si¦'
z jednej jamy do drugiej. Charakterystyczny czas takiego procesu tunelowania b¦dzie
okre±lony przez staª¡ w wykªadniku; gdy czas t przyjmie warto±¢ T , równ¡

∆E
~
T = π, (109)

to funkcja falowa b¦dzie miaªa posta¢: ψ(T ) = ψ0−ψ1 = ψR, tzn. cz¡stka b¦dzie (z bardzo
dobrym przybli»eniem) zlokalizowana w prawej jamie.

Na �lmiku wygl¡da to nast¦puj¡co:
FILMIK

5.3.3 Gdy jama jest niesymetryczna...

A co b¦dzie, gdy jamy b¦d¡ niesymetryczne?
Có», tu traci si¦ prostot¦ obrazka.
Przede wszystkim, przyjrzyjmy si¦ funkcjom falowym. Dla ustalenia uwagi we¹my

potencjaª, w którym studnie maj¡ jednakow¡ szeroko±¢, ale dno jednej ze studni (powiedzmy,
prawa) le»y nieco ni»ej od dna lewej. RYS. Wystarczy tu bardzo niewielka ró»nica energii
'denek', aby spowodowa¢ prawie caªkowite zlokalizowanie funkcji falowej stanu podstawowego
w ni»szej z poªówek. RYS..

W tej sytuacji, trudno b¦dzie zbudowa¢ funkcj¦ zlokalizowan¡ w lewej poªówce. Trzeba
do tego wzi¡¢ du»¡ ilo±¢ funkcji wªasnych. W efekcie, ruch ma charakter 'quasi-periodyczny',
a obserwuj¡c go goªym okiem, dostrzegamy raczej chaos FILMIK. Statystycznie rzecz
bior¡c, wi¦kszo±¢ funkcji falowej pozostaje zlokalizowana w lewej studni, ale z du»ymi i
szybkimi, chaotycznymi �uktuacjami.

Mo»e by¢ jednak wyj¡tek! A mianowicie, gdy jama b¦dzie na tyle asymetryczna, »e
pojawi si¦ sytuacja, gdy b¦d¡ bardzo bliskie energie nie E0 i E1 (jak w jamie symetrycznej),
tylko E1 i E2. Odpowiada temu sytuacja, gdy w lewej jamie mamy stan bez w¦zªów,
a w prawej z jednym w¦zªem; i sytuacja bardzo przypomina t¦, któr¡ znamy z jamy
symetrycznej. RYS.

Zastosowania do magnetyków molekularnych.

28



6 Rozpraszanie w d = 1

6.1 Ogólniki. Macierz M

Setup, (czyli tu: postawienie problemu) jest nast¦puj¡ce. Mamy centrum rozpraszania,
czyli potencjaª; zakªadamy o nim, »e jest funkcj¡ o no±niku zwartym. Na centrum pada
z lewej strony fala o amplitudzie A i wektorze falowym k. Energia jest wi¦ksza od zera,
wi¦c k jest rzeczywiste (pó¹niej opªaci si¦ zaªo»y¢, »e energia oraz k przyjmuj¡ warto±ci
zespolone...) Poza no±nikiem funkcji ma wi¦c ona posta¢ ψLin = Aeikx. Podobnie, pada
fala z prawej strony; zapisujemy j¡ jako ψRin = De

−ikx. Fale te cz¦±ciowo przechodz¡ przez
barier¦ (by¢ mo»e caªkowicie, a by¢ mo»e wcale), a cz¦±ciowo odbijaj¡ si¦ (RYS.).

Mamy wi¦c po lewej stronie bariery: ψL = Aeikx+Be−ikx, po prawej za± ψR = Ceikx+
De−ikx. Dwa z tych wspóªczynników wyra»aj¡ si¦ przez pozostaªe. Za»¡dajmy np. aby ψL

wyra»aªo si¦ przez ψR. Znaczy to, »e A,B maj¡ by¢ kombinacj¡ liniow¡ wspóªczynników
C,D, co zapiszmy w postaci macierzowej:[

A
B

]
=M

[
C
D

]
, (110)

co de�niujemacierz rozpraszaniaM . Wyznaczymy j¡ przez rozwi¡zanie równania Schrödingera.
Powy»szy setup nie jest jedynym mo»liwym. Niedªugo zetkniemy si¦ z równowa»nym

postawieniem problemu, kiedy chcemy opisa¢ fal¦ wychodz¡c¡ ψout = Be−ikx+Ceikx jako
funkcj¦ fali wchodz¡cej ψin = Aeikx +De−ikx. B¦dzie to w Subsec. 6.3.

6.2 Rozpraszanie na prostok¡tnych: garbie i jamie potencjaªu

Rozwa»my teraz rozpraszanie na prostok¡tnym garbie potencjaªu (RYS.). Potencjaª V (x)
jest równy:

V (x) =
{
0 dla |x| ­ a
U dla |x| < a

(111)

Na razie we¹miemy U > 0.

6.2.1 Przypadek E > U

Rozwa»ymy tu przypadek, gdy E > U ; przypadek, gdy 0 < E < U rozwa»a si¦ bardzo
podobnie.

Naszym celem jest obliczenie macierzy M , a z niej � wspóªczynników przej±cia i
odbicia. Zrobimy to przez wyznaczenie funkcji falowej z równania Schrödingera. Mamy,
w poszczególnych oczywistych obszarach:

ψ(x) =


Aeikx +Be−ikx dla x < −a (obszar I)
Geik

′x + Fe−ik
′x dla −a < x < a (obszar II)

Ceikx +De−ikx dla x > a (obszar III)
(112)

gdzie:

k =

√
2mE
~2

, k′ =

√
2m(E − U)

~2
(113)

Staªe A,B,C,D,G, F wyznaczamy z warunków zszycia, tzn. warunków równo±ci funkcji
oraz jej pochodnej na granicach mi¦dzy obszarami.
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I tak, na granicy I/II mamy równo±ci:{
Ae−ika +Be+ika = Ge−ik

′a + Fe+ik
′a

ikAe−ika − ikBe+ika = ik′Ge−ik
′a − ik′Fe+ik′a (114)

Chcemy wyrazi¢ wspóªczynniki A,B jako funkcje wspóªczynników G,F . Ukªad (114) jest
ukªadem równa« liniowych, który rozwi¡zuje si¦ standardowo. Wida¢, »e A,B wyra»aj¡
si¦ przez G,F liniowo, co zapiszemy w postaci macierzowej:[

A
B

]
=
1
2k

[
ei(k−k

′)a(k + k′) ei(k+k
′)a(k − k′)

e−i(k+k
′)a(k − k′) ei(k−k

′)a(k + k′)

]
︸ ︷︷ ︸

≡P

[
G
F

]
(115)

Analogicznie, na granicy II/III mamy warunki zszycia:{
Ge+ik

′a + Fe−ik
′a = Ce+ika +De−ika

ik′Ge+ik
′a − ik′Fe−ik′a = ikCeika − ikDe−ika (116)

sk¡d wyznaczamy wspóªczynniki G,F jako funkcje C,D i wynik zapiszemy znów w postaci
macierzowej: [

G
F

]
=
1
2k′

[
ei(k−k

′)a(k + k′) e−i(k+k
′)a(k′ − k)

ei(k+k
′)a(k′ − k) e−i(k−k

′)a(k + k′)

]
︸ ︷︷ ︸

≡P ′

[
C
D

]
(117)

co de�niuje macierz P ′.
Wprowad¹my oznaczenia:

ε = eika, ε′ = eik
′a (118)

Wtedy mamy

P =
1
2k

[
εε′−1(k + k′) εε′(k − k′)
ε−1ε′−1(k − k′) ε−1ε′(k + k′)

]
, (119)

P ′ =
1
2k′

[
εε′−1(k + k′) −ε−1ε′−1(k − k′)
−εε′(k − k′) ε−1ε′(k + k′)

]
(120)

Wyrazimy A,B jako funkcje C,D, (tzn. � zgodnie z (110) � wyznaczymy macierz M),
je±li pomno»ymy macierze P oraz P ′. Tzn. mamy:

M = P · P ′ = 1
4kk′

[
ε2[(k + k′)2ε′−2 − (k − k′)2ε′2] (k + k′)(k − k′)(ε′2 − ε′−2)
(k + k′)(k − k′)(ε′2 − ε′−2) ε−2[(k + k′)2ε′2 − (k − k′)2ε′−2]

]
(121)

Po kilku przeksztaªceniach (nieco pracochªonnych ale technicznie banalnych) otrzymujemy
nast¦puj¡c¡ posta¢ macierzy M :

M = P · P ′ =
[
(cos 2k′a− iK+ sin 2k′a)e2ika iK− sin 2k′a

−iK− sin 2k′a (cos 2k′a+ iK+ sin 2k′a)e−2ika

]
(122)

gdzie oznaczyli±my

K+ =
k2 + k′2

2kk′
, K− =

k2 − k′2

2kk′
. (123)

Zwró¢my uwag¦ (przez policzenie), »e detM = 1.
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Teraz!! Obliczmy wspóªczynnik przej±cia. Przypominaj¡c sobie wzór (110), liczymy:

T =

∣∣∣∣∣detMM11

∣∣∣∣∣
2

=
1

1 +K2− sin
2 2k′a

. (124)

za± wspóªczynnik odbicia jest równy∣∣∣∣M12M11

∣∣∣∣2 = K2− sin
2 2k′a

1 +K2− sin
2 2k′a

; (125)

widzimy, »e R + T = 1 � jako i by¢ powinno.
Powy»sze wzory s¡ prawdziwe zarówno dla U > 0 ('garb' potencjaªu), jak i U < 0

('jama' potencjaªu).
Wykresy wspóªczynnika przej±cia jako funkcji energii s¡ na RYS. RYS. RYS.. (dla

garbów i jam).
Patrz¡c naRYS. (dla gª¦bokiej i szerokiej jamy), zwró¢my uwag¦, przy jakich energiach

wspóªczynnik przej±cia ma warto±¢ 1. Niech Czytelnik spróbuje to skojarzy¢ z energiami
stanów zwi¡zanych w jamie o tej»e gª¦boko±ci...RYS... Nie jest to zbie»no±¢ przypadkowa
� zbadamy j¡ w nast¦pnej Subsection.

6.2.2 Przypadek E < U

Ale uprzednio, skompletujmy jeszcze wyniki, licz¡c przypadek E < U , E > 0. Mo»emy
powtórzy¢ caªe post¦powanie powy»ej, z t¡ tylko ró»nic¡, »e w obszarze II funkcja falowa
opisywana jest przez Exponensy od argumentu rzeczywistego, (lub funkcje hiperboliczne),
a nie urojonego. Post¡pimy jednak»e inaczej, mianowicie, nadaj¡c zmiennej k′ (rzeczywistej
dla E > U warto±¢ urojon¡ (dla E < U). Konkretnie, dla E − U mamy:

k′ =

√
2m(E − U)

~2
= i

√
2m(U − E)

~2
; nazwijmy: κ =

√
2m(U − E)

~2
(126)

i mamy, dla E − U :
k′ = iκ.

Przepiszmy teraz wielko±ci K+, K−:

K+ =
k2 + k′2

2kk′
= −ik

2 − κ2

2kκ
≡ −iK+, K− =

k2 − k′2

2kk′
= −ik

2 + κ2

2kκ
≡ −iK−. (127)

Przypominaj¡c sobie dalej, jak wygl¡daj¡ funkcje trygonometryczne od argumentu urojonego:

sin ix = i sinh x, cos ix = cosh x

mamy:

M =
[
(cosh 2κa− iK+ sinh 2κa)e2ika iK− sinh 2κa

−iK− sinh 2κa (cosh 2κa+ iK+ sinh 2κa)e−2ika
]

(128)

Jak i uprzednio, detM = 1, za± na wspóªczynnik przej±cia mamy

T =

∣∣∣∣∣detMM11

∣∣∣∣∣
2

=
1

1 +K2− sinh2 2κa
. (129)

Przykªadowe wykresy wspóªczynnika przej±cia jako funkcji energii dla dwu jam s¡ na
RYS. RYS.. [TE SAMEWARTO�CI PARAMETRÓW CO UPRZEDNIO]. Wida¢, »e tu
wspóªczynnik przej±cia zachowuje si¦ w sposób znacznie mniej ciekawy ni» dla przypadku
E > U .
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6.3 Macierz S i jej bieguny a stany zwi¡zane

6.3.1 Macierz S a macierz M

Cz¦sto okazuje si¦ wygodniejsze rozwa»anie macierzy S zamiast macierzyM . Jak pami¦tamy,
macierz M byªa okre±lona przez [

A
B

]
=M

[
C
D

]
.

Macierz S jest zde�niowana przez [
C
B

]
= S

[
A
D

]
.

Interpretacja S jest prosta: Fale Ceikx z prawej strony potencjaªu oraz Be−ikx z lewej
strony to fale odchodz¡ce od centrum rozpraszaj¡cego, za¹Aeikx iDe−ikx to fale przychodz¡ce
do centrum. Zatem S okre±la fal¦ rozproszon¡ jako funkcj¦ fali padaj¡cej.

W d = 1 jest wszystko jedno, czy rozwa»amy macierz M czy macierz S; natomiast w
dwu lub trzech wymiarach to macierz S jest najbardziej naturalnym obiektem i tam si¦
j¡ rozpatruje jako obiekt podstawowy.

Wró¢my do d = 1. �atwo wyrazi¢ macierz S przez macierz M , pami¦taj¡c de�nicj¦
tej ostatniej:

S =
1
M11

[
1 −M12
M21 detM

]

6.3.2 Gdzie macierz S ma bieguny dla jamy

Korzystaj¡c z tego, wypiszmy macierz S odpowiadaj¡c¡ macierzy M dla rozpraszania na
jamie potencjaªu (122), tzn. rozwa»amy przypadek U < 0. Mamy:

S =
e−2ika

cos 2k′a− iK+ sin 2k′a

[
1 −iK− sin 2k′a

−iK− sin 2k′a 1

]
(130)

Poszukajmy biegunów macierzy S. Rozwa»ajmy macierz S jako funkcj¦ zmiennej zespolonej
k. Wida¢, »e je±li one istniej¡, to musi si¦ tam zerowa¢ mianownik czynnika przed macierz¡,
tzn. musi zachodzi¢

cos 2k′a− iK+ sin 2k′a = 0. (131)

Najprostszy jest przypadek, gdy lewa strona powy»szej równo±ci jest czysto rzeczywista,
tzn. gdy K+ jest czysto urojone. Przypominaj¡c sobie de�nicje k i k′, tzn. (113) widzimy,
»e zachodzi to w przypadku, gdy U < E < 0. Oznaczmy wtedy:

k = iκ, gdzie κ =

√
−2mE

~2

i wtedy

K+ =
k′2 − κ2

2ik′κ
i warunek (131) przyjmuje posta¢

cos 2k′a =
k′2 − κ2

2k′κ
sin 2k′a,
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a po przeksztaªceniu

2k′κ cos 2k′a+ κ2 sin 2k′a− k′2 sin 2k′a = 0,

w czym rozpoznajemy dokªadnie warunek (32) na warto±ci wªasne dla cz¡stki w jamie
potencjaªu (tam byªo oznaczenie ω na k′).

Mamy wi¦c moraª:
Bieguny macierzy S na czysto urojonej osi p¦dów odpowiadaj¡ stanom zwi¡zanym.
Jest to bardzo ogólna wªasno±¢ macierzy S.

6.4 Macierz S � cd.; jej bieguny nie czysto urojone a rezonanse

6.4.1 Rezonanse w jamie prostok¡tnej

6.4.2 Jama z barierami: stany zwi¡zane...

6.4.3 ...i rezonanse
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7 Cz¡stka w potencjale periodycznym

7.1 Struktura funkcji falowej

Zaªó»my, »e potencjaª V (x) jest funkcj¡ periodyczn¡ o okresie a, tzn. »e dla dowolnego x
zachodzi

V (x+ a) = V (x).

Rozwa»my naturalnie pojawiaj¡cy si¦ w tej sytuacji operator translacji Ta o odcinek
(wªa±ciwie: wektor) a; dokªadniej, dla dowolne funkcji f zachodzi

(Taf)(x) = f(x+ a). (132)

Okazuje si¦, »e ªatwo mo»na wyrazi¢ Ta przez operator ró»niczkowania (przynajmniej w
dziaªaniu na funkcje analityczne):

Ta = eaD, (133)

gdzie D =
d
dx

. Mamy bowiem, korzystaj¡c z rozwini¦cia w szereg Taylora:

(Taf)(x) = f(x) + af ′(x) +
1
2!
a2f ′′(x) +

1
3!
a3f ′′′(x) + · · · = (eaDf)(x).

St¡d ªatwo zobaczy¢, »e operator Ta komutuje z hamiltonianem. Oczywiste jest bowiem,
»e operatory Ta oraz V komutuj¡ (dzi¦ki periodyczno±ci V ). Równie oczywiste, z zapisu
(133) jest, »e komutuj¡ Ta oraz operator energii kinetycznej.

Nast¦pn¡ wªasno±ci¡ operatora Ta jest to, i» jest on unitarny. Mamy bowiem, dla
dowolnych funkcji f, g z przestrzeni stanów:

(Taf, Tag) = (f, g) ≡ (Idf, g)

dzi¦ki temu, »e argumenty f oraz g zostaªy przesuni¦te o t¦ sam¡ warto±¢; z drugiej za±
strony

(Taf, Tag) = (T †aTaf, g) = (Idf, g)

tzn. T †aTa = Id � a to jest wªa±nie warunek unitarno±ci operatora.
Skoro operator Ta komutuje z H, to maj¡ one wspólny ukªad funkcji wªasnych:

Hψ = E ψ
Taψ = λψ

(134)

Mo»e Czytelnik przypomina sobie fakt (do znalezienia w ksi¡»kach z algebry liniowej), »e
skoro operator jest unitarny, to jego warto±ci wªasne musz¡ le»e¢ na okr¦gu jednostkowym.
Tak wi¦c mo»emy zapisa¢

λ = eiλ, gdzie λ ∈ R

i, bez utraty ogólno±ci, mo»emy zapisa¢

λ = eika, (135)

gdzie, aby zwi¡zek λ↔ k byª jednoznaczny, bierzemy

k ∈ [−π, π[.
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Niech ψ(x) b¦dzie funkcj¡ wªasn¡ H. Zde�niujmy funkcj¦ u(x) wzorem

u(x) = e−ikxψ(x). (136)

Mamy, wykorzystuj¡c de�nicj¦ operatora Ta oraz wyra»enie (135)

u(x+ a) = Tau(x) = Ta(e−ikxψ)(x) = e−ik(x+a)ψ(x+ a)

= e−ik(x+a)Taψ(x) = e−ik(x+a)eikaψ(x) = e−ikxψ(x) = u(x); (137)

widzimy, »e u(x) jest funkcj¡ periodyczn¡ o okresie a. Zatem:
Funkcja wªasna operatora Schrödingera z potencjaªem periodycznym o okresie a ma

posta¢:
ψ(x) = eikxu(x), (138)

gdzie u(x) jest funkcj¡ okresow¡ o okresie a.
Sytuacja ta ma tak»e miejsce dla dowolnych sieci okresowych, w dowolnym wymiarze,

i znana jest jako twierdzenie Blocha. Przyst¦pne tego przedstawienie mo»na znale¹¢ np.
w ksi¡»ce [11].

Zapiszmy te»:

ψ(x+ a) = eik(x+a)u(x+ a) = eik(x+a)u(x) = eikaeikxu(x) = eikaψ(x); (139)

ta wªasno±¢ funkcji wªasnych przyda si¦ nam za chwil¦.

7.2 Dopuszczalne energie cz¡stki w ogólnym potencjale periodycznym

Klasa potencjaªów periodycznych, któr¡ si¦ b¦dziemy zajmowa¢, nie b¦dzie najbardziej
ogólna; ale b¦dzie dostatecznie reprezentatywnym przypadkiem. Zakªadamy, »e potencjaª
jest zerowy na odcinku [0, 2b], a nast¦pnie niezerowy (i równy jakiej± ograniczonej funkcji
v(x)) na odcinku ]2b, 2b+2a]. Poza tym jest on periodyczny, tzn. V (x+2b+2a) = V (x).
RYS.

Popatrzmy na cz¦±¢ ukªadu: pªaski kawaªek (I), nast¦pnie 'garb' � potencjaª v(x), (II)
i znów pªaski kawaªek (plateau) (III). RYS. Taki ukªad to jest dokªadnie ten, z którym
mieli±my do czynienia przy rozpraszaniu � konkretnie, rozpraszanie na garbie potencjaªu.
Przypomnijmy sobie te» posta¢ funkcji falowej dla takiego ukªadu: w I i III s¡ fale pªaskie,
w II jaka± funkcja. I jeszcze: przypomnijmy sobie de�nicj¦ macierzy M XXXX.

Teraz: Ogólna posta¢ macierzy M dla przechodzenia cz¡stki przez barier¦ potencjaªu
(? Odn. do wzoru?) byªa

M =
[

eiα cosh β ieiγ sinh β
−ieiγ sinh β e−iα cosh β

]
(140)

dla dowolnego, niesymetrycznego potencjaªu. Dla potencjaªu symetrycznego, w powy»szym
wzorze trzeba wzi¡¢ γ = 0. Tu wspóªczynniki α, β, γ zale»¡ od postaci potencjaªu oraz od
energii.

Wybierzmy jakie± plateau i oznaczmy je jakim± indeksem, np. 0. Funkcja falowa tam»e
to:

ψ(x) = A0eikx +B0e−ikx.
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W n−tym plateau b¦dziemy mie¢, dzi¦ki temu, »e potencjaª jest periodyczny: (przypomnijmy
sobie pokazan¡ dopiero co wªasno±¢ (139):

ψ(x) = Aneik(x−nL) +Bne−ik(x−nL).

Korzystaj¡c z de�nicji macierzyM , mo»na powi¡za¢ wspóªczynnikiAn, Bn orazAn+1, Bn+1
w dwóch s¡siednich plateau's:[

An
Bn

]
=M

[
An+1 e

−ikl

Bn+1 e
ikl

]
=M

[
e−ikl 0
0 eikl

] [
An+1
Bn+1

]
; (141)

wygodniej b¦dzie napisa¢ t¦ równo±¢ w odwrotn¡ stron¦:[
An+1
Bn+1

]
=
[
eikl 0
0 e−ikl

]
M−1

[
An
Bn

]

wyst¦puj¡cy tu po prawej stronie iloczyn macierzy oznaczmy jako M̃ :

M̃ =
[
eikl 0
0 e−ikl

]
M−1. (142)

Mamy wi¦c [
An+1
Bn+1

]
= M̃

[
An
Bn

]
i, iteruj¡c, [

An
Bn

]
= M̃n

[
A0
B0

]
.

Jawn¡ posta¢ macierzy M̃ otrzymamy z (140) i (142). Nie ma w tym wyliczeniu nic poza
odwróceniem i pomno»eniem macierzy 2× 2. Wynik jest:

M̃ =
[
e−iα cosh βeikL −ieiγ sinh βeikL
ieiγ sinh βe−ikL eiα cosh βe−ikL

]
(143)

Bezpo±rednim rachunkiem sprawdzamy, »e

det M̃ = 1, Tr M̃ = 2 cosh β cos(α− kL) ∈ R;

przyda si¦ nam to zaraz.
Musimy wi¦c umie¢ oblicza¢ dowolne pot¦gi macierzy, co byªo (a przynajmniej powinno

byªo by¢) na algebrze. Nie b¦dziemy tu potrzebowali peªnego obliczania M̃n, a jedynie
cz¦±ciowe informacje.

Kluczem do obliczania funkcji od macierzy jest znajomo±¢ warto±ci wªasnych. Wykonajmy
to w ogólnej postaci dla macierzy 2× 2.

Gdy mamy warto±ci wªasne λ1, λ2, oraz stowarzyszone z nimi wektory wªasne v1, v2,
to mo»na obliczy¢ dziaªanie M̃n na dowolny wektor v. Rozªózmy go na wektory wªasne:
v = v1 + v2 i mamy:

M̃n v = λn1v1 + λ
n
2v2.

We¹my ogóln¡ macierz A:

A =
[
a b
c d

]
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St¡d mamy równanie charakterystyczne:

det(A− λ Id ) =
∣∣∣∣∣ (a− λ) b

c (d− λ)

∣∣∣∣∣ = (a− λ)(d− λ)− bc = ad− bc− λ(a+ d) + λ2
= λ2 − (TrA)λ+ detA;

Konkretyzuj¡c dla macierzy M̃ , mamy

det(M̃ − λ Id ) = λ2 − (Tr M̃)λ+ 1.

St¡d:

λ1,2 =
1
2

(
Tr M̃ ±

√
(Tr M̃)2 − 4

)
. (144)

Widzimy, »e oba pierwiastki b¦d¡ rzeczywiste, gdy b¦dzie zachodzi¢ (Tr M̃)2− 4 ­ 0, tzn.
gdy |Tr M̃ | ­ 2. Wtedy te» jeden z pierwiastków jest wi¦kszy od 1. Ale to znaczy, »e
który± ze wspóªczynników An, Bn (lub oba) rosn¡ wykªadniczo z n, i to samo dotyczy te»
funkcji falowej. Jest to zatem �zycznie nieakceptowalna sytuacja.

Zatem warunek konieczny, aby dana warto±¢ energii byªa dopuszczalna, to

|Tr M̃ | ¬ 2.

Zapiszmy wtedy warto±ci wªasne w postaci:

λ1,2 =
1
2

(
Tr M̃ ± i

√
4− (Tr M̃)2

)
. (145)

Oznaczmy:

cos δ =
1
2
Tr M̃ ;

δ jest parametrem rzeczywistym. Wówczas warto±ci wªasne s¡

λ1,2 = cos δ ± i sin δ = e±iδ.

Warunek na to, aby dana warto±¢ energii byªa dopuszczalna, tzn. |Tr M̃ | ¬ 2, przyjmuje
wi¦c posta¢

| cos δ| = 1
2
|Tr M̃ | = | cosh β cos(α− kL)| ¬ 1 (146)

Zaakcentujmy, »e wszystko, co mamy powy»ej, jest funkcj¡ jedynie od energii (i oczywi±cie
od ksztaªtu potencjaªu). Oznaczmy:

f(E) ≡ cosh β cos(α− kL)

co przepiszmy w postaci
−1 ¬ f(E) ¬ 1 (147)

Graniczne (tzn. oddzielaj¡ce dopuszczalne od niedopuszczalnych) warto±ci energii b¦d¡
dla takich α, β, »e

cosh β cos(α− kL) = ±1. (148)
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7.3 Periodyczny potencjaª garbów prostok¡tnych

Sformuªowane w powy»szej Subsection warunki s¡ ogólnymi warunkami na dopuszczalne
warto±ci energii w potencjaªach periodycznych, skªadaj¡cych si¦ z 'garbów' poprzedzielanych
kawaªkami pªaskimi. Zajmiemy si¦ teraz bardziej szczegóªowo potencjaªem skªadaj¡cym
si¦ z samych 'garbów' prostok¡tnych, o wysoko±ci U i szeroko±ci 2a, poprzedzielanych
odcinkami 2b, tzn. maj¡cy posta¢ RYS.:

V (x) =


U dla 0 ¬ x ¬ a,
0 dla a < x < 2b+ a,
U dla 2b+ a ¬ x ¬ 2b+ 2a.

(149)

(potencjaª jest periodyczny o okresie 2a+ 2b). Jest to tzw. potencjaª Kroniga-Penneya.
Jak i uprzednio, mamy tutaj 2a+ 2b = L.

7.3.1 Przypadek E < U

Dla przypadku E < U macierz M policzyli±my ju» przy okazji rozpraszania � jest to
wz. (121). Wyliczenie dla tego przypadku macierzy M̃ jest ju» rzecz¡ czysto techniczn¡,
i przypominaj¡c sobie (wz. (140) i (142)) de�nicj¦ M̃ , mamy:

M̃ =
[
(cosh 2κa+ iK+ sinh 2κa)e−2ikaeikL ...

... (cosh 2κa− iK+ sinh 2κa)e2ikae−ikL
]
(150)

(wyrazy pozadiagonalne pomin¦li±my jako nieistotne dla ±ladu), sk¡d

f(E) =
1
2
Tr M̃ = cosh 2κa cos(−2kb)−K+ sinh 2κa sin 2bk

= cosh 2κa cos(−2kb) + κ2 − k2

2kκ
sinh 2κa sin 2bk,

gdzie skorzystali±my z faktu, i» (p. wz. (127)) K+ =
k2 − κ2

2kκ
dla E > U .

Wykresy f(E), wraz z zaznaczonymi dozwolonymi i zabronionymi warto±ciami energii
(pasmami energetycznymi), przedstawiono na RYS. RYS..

7.3.2 (Prawie) powtórka z rozrywki: przypadek E > U

Powy»sze rozwa»ania powtórzmy dla przypadku E > U ; zmiany s¡ niewielkie, w powy»szych
wzorach trzeba zmieni¢ w odpowiednich miejscach funkcje hiperboliczne na trygonometryczne.
I tak, korzystaj¡c z (122),

M̃ =
[
(cos 2k′a+ iK+ sin 2k′a)e−2ikaeikL ...

... (cos 2k′a− iK+ sin 2k′a)e2ikae−ikL
]

(151)

sk¡d

f(E) =
1
2
Tr M̃ = cos 2k′a cos(−2kb)−K+ sin 2k′a sin 2bk

= cos 2k′a cos(−2kb)− k2 + k′2

2kk′
sin 2k′a sin 2bk

pami¦taj¡c, »e K+ jest dany wzorem (123).
Wykresy f(E), wraz z zaznaczonymi dozwolonymi i zabronionymi warto±ciami energii

(pasmami energetycznymi), przedstawiono na RYS. RYS..
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7.4 Informacja dopeªniaj¡ca: Tworzenie si¦ pasm dla sko«czonych
ukªadów � podej±cie numeryczne
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8 Modele sieciowe cz¡stek nieoddziaªywuj¡cych

Do tej chwili wykªadu, rozpatrywali±my problemy jednocz¡stkowe, polegaj¡ce na rozwi¡zywaniu
równania Schrödingera (w jednym lub trzech wymiarach). W trzech wymiarach jednak
analizowali±my tylko problemy z symetri¡, daj¡ce si¦ dzi¦ki symetrii sferycznej doprowadzi¢
do jednowymiarowych.

Równanie jednowymiarowe jeste±my w stanie potraktowa¢ z numeryczn¡ dokªadno±ci¡
za pomoc¡ jednej z wielu metod (najbardziej uniwersalna jest metoda RK + metoda
strzelania). W dwu i trzech wymiarach rozwi¡za¢ równanie ró»niczkowe na warto±ci wªasne
jest ju» znacznie trudniej. Jedyna, w miar¦ uniwersalna metoda, to przeksztaªcenie równania
ró»niczkowego w jakiej± bazie funkcyjnej (w przestrzeni L2(Rd) w równanie macierzowe
(niesko«czeniewymiarowe), a nast¦pnie wzi¦cie najistotniejszej cz¦±ci bazy, otrzymuj¡c w
ten sposób problem dla macierzy sko«czeniewymiarowych.

Podobna sytuacja dotyczy te» podej±¢ analitycznych � bez symetrii zbiór wyników
'exact' jest znacznie mniejszy, ni» dla ukªadów jednowymiarowych.

Poni»ej b¦dziemy si¦ zajmowali takimi wªa±nie problemami macierzowymi (od prostszych
do bardziej skomplikowanych).

8.1 Struktura funkcji falowej ukªadu fermionów

Reguªy antykomutacyjne fermionów:

{c†i , c
†
j} ≡ c†i c

†
j + c

†
j c
†
i = 0 = {ci, cj}

{c†i , cj} = δij
Funkcja falowa ukªadu cz¡stek nieoddziaªywuj¡cych jest antysymetryzowanym iloczynem
funkcji jednoelektronowych.

Dokªadniej, jak wygl¡da przej±cie od ukªadu cz¡stek do problemów jednocz¡stkowych,
powiemy dalej, przy omawianiu modeli cz¡stek oddziaªywuj¡cych. Tu tylko nadmienimy,
»e dla cz¡stek nieoddziaªywuj¡cych praktycznie wszystko sprowadza si¦ do problemu
jednocz¡stkowego. Dla cz¡stek oddziaªywuj¡cych ju» tak nie jest � problem jednocz¡stkowy
to tylko wst¦p do analizy wielocz¡stkwych (gdzie nasza wiedza, na tle zbioru interesuj¡cych
problemów, jest uboga).

8.2 Od ci¡gªego do dyskretnego � przybli»enie ciasnego wi¡zania

Zagadnienie to zostaªo tu umieszczone nieco zbyt pochopnie: Wªa±ciwsze miejsce na
dyskusj¦ b¦dzie w cz¦±ci, po±wi¦conej modelom cz¡stek oddziaªywuj¡cych, tzn. przy modelu
Hubbarda.

9 Ukªady jednowymiarowe

9.1 Ogólna sytuacja � podej±cie intuicyjne

Jeste±my wi¦c w tym momencie na poziomie intuicyjnym. Mamy sie¢ dyskretn¡ i cz¡stk¦
swobodn¡, skacz¡c¡ po w¦zªach tej sieci. Mi¦dzy w¦zªami i oraz j tej sieci cz¡stka skacze
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z amplitud¡ ti,j. Skok opisujemy jako: 'cz¡stka znika na i−tym w¦¹le i pojawia si¦ na
j−tym'. Opisujemy to Hamem:

H = −
∑
〈i,j〉

tij(c
†
i cj + c

†
jci), (152)

9.2 Ukªady z periodycznymi warunkami brzegowymi

Mamy zatem cz¡stk¦ swobodn¡, bezspinow¡ (mimo »e fermion � co jest bez w¡tpienia
sztuczne, ale jako model, na którym si¦ nabywa do±wiadczenia, wystarczy), mog¡c¡ obsadza¢
w¦zªy sieci jednowymiarowej. Hamiltonian modelu jest:

H =
∑
ij

tij(c
†
icj + c

†
jci), (153)

gdzie c†i , ci s¡ fermionowymi operatorami kreacji/anihilacji cz¡stki na w¦¹le i.
O strukturze funkcji falowej mówili±my ju» wcze±niej � dlaM cz¡stek, jest to antysymetryzowany

iloczyn funkcji jednoelektronowych. Tu b¦dziemy otrzymywa¢ z Hama (153) funkcje jednoelektronowe.
(Rekapitulacja interpretacyjna): Hama (153) mo»na interpretowa¢ jako operator

energii kinetycznej cz¡stki, mog¡cej przeskakiwa¢ z w¦zªa i na w¦zeª j z amplitud¡ tij.
Dodatkowo, je±li i = j, to ten czªon interpretujemy jako potencjaª zewn¦trzny dla cz¡stki
na w¦¹le i.

Hama (153) mo»na przedstawi¢ macierz¡ rozmiaru N×N , gdzie N � dªugo±¢ ªa«cucha.
Widmo jednocz¡stkowe otrzymamy przez diagonalizacj¦ hamiltonianu.

Na tym poziomie ogólno±ci, nie posuniemy si¦ specjalnie naprzód � ogólnej postaci
warto±ci i funkcji wªasnych dowolnej macierzy symetrycznej nie umiemy napisa¢. Musimy
wi¦c rozwa»a¢ jakie± podklasy macierzy symetrycznych.

Okazuje si¦, »e ªatwo zdiagonalizowa¢ macierze, które odpowiadaj¡ ukªadom translacyjnie
niezmienniczym, z periodycznymi warunkami brzegowymi. W przeªo»eniu na j¦zyk macierzy
znaczy to, »e macierze s¡ cykliczne. Nieco inaczej mówi¡c: Pierwszy warunek (translacyjna
niezmienniczo±¢) oznacza, »e warto±¢ wspóªczynnika tij zale»y tylko od ró»nicy |i − j|.
Druga za± � »e t|i−j| s¡ takie same dla wszystkich w¦zªów, od 1 do N .

Okazuje si¦, »e takie macierze ªatwo zdiagonalizowa¢ przez dyskretn¡ transformacj¦
Fouriera. Konkretnie, mamy nast¦puj¡cy Ansatz (tzn. zgadni¦t¡ posta¢ rozwi¡zania) na
wektory wªasne: Otó» k−ty wektor wªasny vk ma skªadowe, b¦d¡ce kolejnymi (od 0 do
N − 1) pot¦gami k−tego pierwiastka z jedynki:

vk =



1
ε1k
ε2k
...
εN−1k

 ; (154)

powy»ej:

εk = exp
(
2πik
N

)
,

gdzie � jak pami¦tamy z algebry � k = 0, 1, . . . , N − 1.
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No to wypróbujmy teraz, 'jak to dziaªa' (podobnie jak ma±¢ na szczury). Macierz
Hama jest:

H =


t0 t1 t2 . . . tn−2 tn−1
tn−1 t0 t1 . . . tn−3 tn−2
tn−2 tn−1 t0 . . . tn−4 tn−3

. . .
t1 t2 t3 . . . tn−1 t0

 ; (155)

tak naprawd¦ nasza macierz jest symetryczna, tzn. mamy tj = tN−j; ale na razie rozwa»my
ogólny przypadek macierzy niekoniecznie symetrycznej. Zadziaªajmy teraz macierz¡ Hama
na wektor (154):

Hvk =


t0 t1 t2 . . . tn−2 tn−1
tn−1 t0 t1 . . . tn−3 tn−2
tn−2 tn−1 t0 . . . tn−4 tn−3

. . .
t1 t2 t3 . . . tn−1 t0





1
ε1k
ε2k
...
εN−1k



=


1 · t0 + ε1kt1 + ε2kt2 + · · ·+ εN−2k tN−2 + εN−1k tN−1
1 · tn−1 + ε1kt0 + ε2kt1 + · · ·+ εN−2k tn−3 + εN−1k tn−2
1 · tn−2 + ε1ktn−1 + ε2kt0 + · · ·+ εN−2k tn−4 + εN−1k tn−3
....................................................................................
1 · t1 + ε1kt2 + ε2kt3 + · · ·+ εN−2k tN−1 + εN−1k t0

 = . . .

... w j−tym wierszu wydzielamy przed nawias εjk...

=


1(1 · t0 + ε1kt1 + ε2kt2 + · · ·+ εN−2k tN−2 + εN−1k tN−1)
εk(1 · t0 + ε1kt1 + ε2kt2 + · · ·+ εN−2k tN−2 + εN−1k tN−1)
ε2k(1 · t0 + ε1kt1 + ε2kt2 + · · ·+ εN−2k tN−2 + εN−1k tN−1)
....................................................................................
εN−1k (1 · t0 + ε1kt1 + ε2kt2 + · · ·+ εN−2k tN−2 + εN−1k tN−1)



= (1 · t0 + ε1kt1 + ε2kt2 + · · ·+ εN−2k tN−2 + εN−1k tN−1)



1
ε1k
ε2k
...
εN−1k

 ;

wida¢ w ten sposób, »e vk dany przez (154) jest wektorem wªasnym macierzy (155), o
warto±ci wªasnej

λk = (1 · t0 + ε1kt1 + ε2kt2 + · · ·+ εN−2k tN−2 + εN−1k tN−1). (156)

Pozostaje jedynie upewni¢ si¦, czy wektory postaci (154) to wszystkie wektory wªasne,
tzn. »e wszystkie one s¡ liniowo niezale»ne. Zrobimy to odwoªuj¡c si¦ do faktu, »e je±li
mamy N wektorów liniowo niezale»nych, ka»dy o N skªadowych, to zbudowana z nich
macierz ma niezerowy wyznacznik. Je±li z wektorów vk, k = 1, . . . , N postaci (154)
zbudujemy wyznacznik, to otrzymamy

VN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
ε1 ε2 . . . εN−1 εN
ε21 ε22 . . . ε2N−1 ε2N

. . .
εN−11 εN−12 . . . εN−1N−1 εN−1N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(157)
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który jest niezerowy, bo � je±li kto pami¦ta, to dobrze, a je±li nie pami¦ta, to niech
zagl¡dnie do jakiej ksi¡»ki z algebry � jest on równy

VN =
N∏

0¬j<k
(εj − εk)

i � dla postawienia kropki nad 'i' � kojarz¡c, »e wszystkie pierwiastki s¡ rozªo»one na
wierzchoªkach N−k¡ta foremnego, wi¦c »aden z czynników nie mo»e by¢ równy zeru.

9.3 Przeskok mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami

No to teraz wypróbujmy powy»sze wzorki w sytuacji, gdy mamy przeskoki tylko mi¦dzy
najbli»szymi s¡siadami:

Hnn = −t
∑
〈i,j〉
(c†icj + c

†
jci), (158)

gdzie symbol 〈i, j〉 oznacza, »e sumujemy tylko mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami.
Macierz Hama jest tu:

Hnn = −t



0 1 0 0 . . . 0 0 1
1 0 1 0 . . . 0 0 0
0 1 0 1 . . . 0 0 0

. . .
0 0 0 0 . . . 1 0 1
1 0 0 0 . . . 0 1 0


(159)

Z wzoru (156) mamy od razu, na k−t¡ energi¦ wªasn¡ Ek,

Ek = −t(εk + ε−1k ) = −2t cos
2πk
N

, k = 0, 1, . . . , N − 1. (160)

Wykresy tej 'dyspersji' (tak si¦ czasem nazywa zale»no±¢ E(k)) przedstawiono na RYS.,
a w wersji uci¡glonej (funkcja cos mo»e mie¢ dowolny argument ci¡gªy, nie musi on by¢
dyskretny) na RYS.. Gdy rozpatrujemy du»e ukªady, to wygodniej jest u»ywa¢ takiej
wªa±nie 'uci¡glonej' zmiennej; nazwijmy tu j¡

κ =
2kπ
N

.

Zakres zmienno±ci zmiennej κ to [0, 2π[ lub � równowa»nie, a czasem wygodniej � wzi¡¢
k ∈ [−π, π[.

Zbiór warto±ci wielko±ci k jest wa»n¡ wielko±ci¡ w �zyce ciaªa staªego, a nazywa si¦
on pierwsz¡ stref¡ Brillouina. Poj¦cie to przenosi si¦ na wy»sze wymiary i inne typy
sieci okresowych; niedªugo zobaczymy, jak ta strefa wygl¡da dla sieci kwadratowej i
sze±ciok¡tnej.

Poczynimy tu jeszcze nast¦puj¡c¡ uwag¦:
Asymptotyka E(k) jest dla maªych k kwadratowa. Przypomnijmy sobie, »e taka sama

byªa zale»no±¢ energii od liczby kwantowej dla swobodnej cz¡stki w niesko«czenie wysokiej
studni potencjaªu. Analogicznie, w mechanice klasycznej energia zale»y kwadratowo od
p¦du.
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9.3.1 G¦sto±¢ stanów

Wa»n¡ wielko±ci¡ w �zyce ciaªa staªego (i nie tylko) jest g¦sto±¢ stanów, tzn. ilo±¢ stanów
na jednostk¦ przedziaªu energii.

Oprócz tego, »e jest to naturalna wielko±¢, to jest te» po»yteczna. Przypu±¢my, »e
obliczamy caªk¦ z jakiej± wielko±ci f(κ) po pierwszej stre�e Brillouina B. Zaªó»my na
pocz¡tek, »e zamiana wielko±ci κ,E jest wzajemnie jednoznaczna. (Z otrzymanego dopiero
co wykresu funkcji E(k) widzimy, »e tak nie jest; ale to jedynie komplikacja techniczna
� mo»emy podzieli¢ przedziaª [−π, π] na dwa przedziaªy: [−π, π] = [−π, 0] ∪ [0, π], i na
ka»dym z tych dwóch przedziaªów zamiana zmiennych jest ju» wzajemnie jednoznaczna.
Poni»ej nie b¦dziemy ju» tego zaznacza¢).

Mamy wtedy:
f(κ) = f(κ(E)) ≡ f̃(E).

Wyra¹my teraz caªk¦ w nowej zmiennej. Korzystaj¡c z (miejmy nadziej¦, »e dobrze znanego)
wzoru na zamian¦ zmiennych, mamy:

∫
B

f(k)dk =
Emax∫
Emin

f̃(E)
dκ
dE
dE,

gdzie Emin i Emax s¡ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±ci¡ energii w przedziale caªkowania.
Czynnik, który si¦ tu pojawia (jednowymiarowy jakobian) to wªa±nie jednowymiarowa

g¦sto±¢ stanów:

ρ(E) ≡ dκ(E)
dE

. (161)

Policzmy w naszym przypadku g¦sto±¢ stanów na przedziale k ∈ [0, π] (na drugim przedziale
wzór b¦dzie, z symetrii, identyczny). Mamy:

E(κ) = −2t cosκ sk¡d κ = arccos
(−E
2t

)
, (162)

tak wi¦c

ρ(E) =
dκ(E)
dE

=
1
2t

1√
1− E24t2

=
1√

4t2 − E2
(163)

Dla porównania, policzmy g¦sto±¢ stanów w przypadku dyskretnym, wedªug narzucaj¡cego
si¦ wzoru na dyskretn¡ pochodn¡:

ρk =
k − (k − 1)
Ek − Ek−1

=
1

Ek − Ek−1

Wykresy obu tych wielko±ci przedstawiono na RYS. i RYS.
Poczynimy tu jeszcze uwag¦, »e o ile rozpatrujemy tu model cz¡stek nieoddziaªywuj¡cych,

to wªasno±ci rozpatrywanego przez nas czªonu kinetycznego (a w konsekwencji równie»
g¦sto±ci stanów) s¡ kluczowe przy analizie modeli cz¡stek oddziaªywuj¡cych � takich jak
np. model Hubbarda.

9.4 Ukªady z dalszymi przeskokami

Rozpatrzmy teraz przykªad, gdzie cz¡stka mo»e skaka¢ nie tylko mi¦dzy najbli»szymi, ale
te» mi¦dzy dalszymi s¡siadami. Dokªadniej, skoki mi¦dzy w¦zªami n.n. maj¡ amplitud¦
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t, za± mi¦dzy dalszymi s¡siadami (tzn. n.n.n. � next nearest neighbours) � amplitud¦ t′

RYS.. Mamy w ten sposób macierz hamiltonianu (z cyklicznym warunkami brzegowymi):

H = −t



0 1 α 0 . . . 0 α 1
1 0 1 α . . . 0 0 α
α 1 0 1 . . . 0 0 0

. . .
1 α 0 0 . . . α 1 0


, (164)

gdzie α = t
′

t
. Z wyra»enia (156) na warto±ci wªasne macierzy cyklicznej mamy od razu:

Ek = −t[εk + ε−1k + α(ε2k + ε−2k )] = −2t
[
cos

(
2πk
N

)
+ α cos

(
4πk
N

)]
(165)

Jak i uprzednio, warto wprowadzi¢ uci¡glon¡ zmienn¡ κ = 2πk
N
, κ ∈ [−π, π[. Dla |α| ¬ 0.25

wykres E(k) ma jedno minimum w stre�e Brillouina (w ±rodku) i analiz¡ tego przypadku
dalej si¦ zajmiemy, odkªadaj¡c na pó¹niej, co znaczy przypadek, gdy s¡ dwa (lub wi¦cej)
minimów.

Wykresy E(κ), w uci¡glonej, jak poprzednio, zmiennej, mamy na RYS. dla α = 0.1,
0.25 i −0.25. Wida¢, »e dla |α| < 0.25 wykres jako±ciowo jest podobny do tego, z którym
mieli±my do czynienia w przypadku n.n. Natomiast dla α = −0.25 mamy anomaln¡
dyspersj¦ dla maªych k: E ∼ κ4 zamiast standardowej E ∼ κ2. Jak zaraz zobaczymy,
przekªada si¦ to na anomaln¡ g¦sto±¢ stanów na brzegu pasma.

Wyznaczmy wi¦c g¦sto±ci stanów. W tym celu najsampierw zapiszmy E(κ) dan¡ przez
(165) jako

E(κ) = −2t[cosκ+ α cos 2κ] = −2t[cosκ+ 2α cos2 κ− α]
(skorzystali±my tu z to»samo±ci cos 2κ = cos2 κ− sin2 κ = 2 cos2 κ−1) � dostali±my w ten
sposób równanie kwadratowe na cosκ. Rozwi¡zuj¡c je, mamy:

cosκ =
−1±

√
1 + 8α(α− E2t)
4α

.

Który pierwiastek jest wªa±ciwy? Zbadajmy tu granic¦ α→ 0; powinien wtedy odtwarza¢
si¦ wzór (162). Pierwiastek z minusem daje lim

α→0
(cosκ)− = −∞ czyli ¹le; za± z plusem

daje: lim
α→0
(cosκ)+ = −E2t , czyli ok. Mamy wi¦c

cosκ =
−1 +

√
1 + 8α(α− E2t)
4α

=⇒ κ = arccos

−1 +
√
1 + 8α(α− E2t)
4α


sk¡d po zró»niczkowaniu dostajemy g¦sto±¢ stanów

ρ(E) :=
2

t

√
1 + 8α

(
α− E2t

) · 1√
16−

(
−1 +

√
1 + 8α

(
α− E2t

))2
α−2

Dla |α| < 0.25 wykresy ρ(E) s¡ podobne jak w przypadku, gdy α = 0. Pewne znaczenie
ma tu asymptotyka g¦sto±ci, gdy E zbli»a si¦ do brzegu pasma; ρ(E) rozbiega si¦ wtedy
jak:

ρ(E) ∼ |E − Eb|−
1
2 ; (166)
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Gdy natomiast α = −0.25 (+0.25), zale»no±¢E(κ)maminimum (maksimum) zdegenerowane
(kwartyczne). Poci¡ga to za sob¡ inn¡, ni» standardowa, asymptotyk¦: Z lewego (prawego)
brzegu pasma mamy

ρ(E) ∼ |E − Eb|−
3
4 . (167)

(�W.)
Du»a g¦sto±¢ stanów jest czynnikiem sprzyjaj¡cym ferromagnetyzmowi w ukªadach

cz¡stek oddziaªywuj¡cych � powiemy o tym (je±li dojdziemy) w Section po±wi¦conej
modelowi Hubbarda.

9.5 Zwi¦kszenie komórki elementarnej. Tworzenie pasm

Zajmiemy si¦ teraz przypadkami, gdy mamy cz¡stk¦ w potencjale na sieci. O potencjale
tym zakªadamy, »e jest okresowy; ale, »eby problem byª nietrywialny, to okres musi by¢
wi¦kszy ni» staªa sieci, wi¦c równy przynajmniej 2.

Najpierw jednak: Jak uwzgl¦dniamy obecno±¢ potencjaªu. Otó» zauwa»my, »e operator
c†ici opisuje przeskok cz¡stki z w¦zªa i na ten sam w¦zeª, a zatem mo»emy go interpretowa¢
jako operator liczby cz¡stek na w¦¹le (0 lub 1 w przypadku fermionowym). Obecno±¢
potencjaªu opisujemy w sposób: Je±li cz¡stka znajduje si¦ na i−tym w¦¹le, to ma energi¦
U . Zatem 'potencjaln¡' cz¦±¢ hamiltonianu opiszemy jako

Hpot =
∑
i

Uic
†
ici

(potencjaª Ui na w¦¹le i). Cz¦sto piszemy go jako:

Hpot =
∑
i

Uini,

gdzie operator
ni = c

†
ici

jest wspomnianym wy»ej operatorem liczby cz¡stek na w¦¹le i.

9.6 Potencjaª o okresie 2

Rozpatrzymy teraz jednowymiarow¡ sie¢ z potencjaªem periodycznym o okresie 2.Mamy
wi¦c ªa«cuch o dªugo±ci N = 2l w¦zªów. Na nieparzystych w¦zªach potencjaª przyjmuje
warto±¢ 0, a na parzystych U . Taki potencjaª nazwiemy potencjaªem Néela przez analogi¦ z
uporz¡dkowaniem antyferromagnetycznym, które tak si¦ wªa±nie cz¦sto nazywa. Nakªadamy
periodyczne warunki brzegowe. Co do przeskoków, zakªadamy, »e mog¡ one nast¦powa¢
mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami. Hamiltonian b¦dzie wi¦c dany nast¦puj¡c¡ macierz¡:

HNeel =



0 −t 0 0 . . . 0 0 −t
−t U −t 0 . . . 0 0 0
0 −t 0 −t . . . 0 0 0
0 0 −t U . . . 0 0 0

. . .
0 0 0 0 . . . −t 0 −t
−t 0 0 0 . . . 0 −t U


(168)

Musimy policzy¢ wektory i warto±ci wªasne tej macierzy. Nie jest to ju» macierz cykliczna,
dlatego te» nie mo»emy oczekiwa¢, »e Ansatz (czyli podstawienie) postaci (154) tu zadziaªa.
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Ale! Okazuje si¦, »e zadziaªa inny nieco Ansatz. Postulujemy mianowicie, »e k−ty wektor
wªasny vk ma posta¢:

vk =



1
xεk
ε2k
xε3k
...
εN−2k

xεN−1k


(169)

Jak mo»emy taki Ansatz umotywowa¢? (Nie musimy co prawda motywowa¢, bo mo»emy
przyj¡¢ postaw¦: 'Skoro jest i dziaªa, to nad czym si¦ tu jeszcze zastanawia¢'. Ale nie
przyjmiemy tu takiej w¡sko utylitarystycznej postawy i jednak zastanowimy si¦ nad
pochodzeniem tego Ansatzu).

Otó» zauwa»my, »e w przypadku potencjaªu Néela mamy dalej do czynienia ze struktur¡
periodyczn¡, co prawda nie o okresie 1 (jak uprzednio), ale o okresie 2. Wybieraj¡c jako
element struktury ('komórk¦ elementarn¡') nie pojedynczy w¦zeª, ale dwa s¡siednie w¦zªy,
musimy do tego dopasowa¢ te» struktur¦ postulowanego wektora wªasnego. Zgadujemy
wi¦c, »e w wektorze wªasnym b¦dziemy mie¢ kolejne pot¦gi pierwiastków z jedynki ale
w odniesieniu do s¡siednich dwóch skªadowych. Struktura wektora wªasnego (169) jest
realizacj¡ tego rozumowania. Czy dobrze zgadli±my � trzeba policzy¢...

Równanie na warto±ci wªasne b¦dzie miaªo posta¢:



0 −t 0 0 . . . 0 −t
−t U −t 0 . . . 0 0
0 −t 0 −t . . . 0 0
0 0 −t U . . . 0 0

. . .
0 0 0 0 . . . 0 −t
−t 0 0 0 . . . −t U


·



1
xεk
ε2k
xε3k
...
εN−2k

xεN−1k


=



−tx(εk + εN−1k )
−t− xUεk − tε2k
−tx(εk + ε3k)

−tε2k − xUε3k − tε4k
...
...
...


= Ek



1
xεk
ε2k
xε3k
...
εN−2k

xεN−1k


Aby równanie na warto±ci wªasne byªo speªnione, parametr x musi speªnia¢ równania (dla
skªadowych: nieparzystej i parzystej):{

−tx(εk + ε−1k ) = Ek
−tε−1k − xU − tεk = Ekx

Mamy wi¦c tu ukªad dwu równa« na dwie niewiadome (x oraz Ek). Mo»emy z tego
ukªadu prosto wyeliminowa¢ x i otrzyma¢ samo równanie na Ek. Po nieskomplikowanych
rachunkach (wyci¡gni¦cie x z pierwszego równania i wstawienie do drugiego) dostajemy
równanie na Ek:

E2k + UEk − 4t2 cos2 κ = 0 (170)

gdzie, jak i uprzednio, κ = 2πk
N
. Równanie to ma dwa pierwiastki:

E1 =
−U −

√
U2 + 16t2 cos2 κ
2

, E2 =
−U +

√
U2 + 16t2 cos2 κ
2

(171)

Mamy tu dwie funkcje; któr¡ z nich wybra¢? Aby to zbada¢, we¹my przypadek graniczny
U = 0. Mamy wtedy: E1 = −2t| cosκ|, E2 = +2t| cosκ|. Porównuj¡c to z dyspersj¡
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znalezion¡ 2 Subsections wcze±niej (przypadek n.n.) wida¢, »e musimy wzi¡¢ E1 w zakresie
[−π2 ,

π
2 ] oraz E2 w pozostaªym zakresie.

Taki wi¦c wybór rozwi¡za«: E1 dla κ ∈ [−π2 ,
π
2 ] oraz E2 w pozostaªym zakresie, musimy

wzi¡¢ dla dowolnego U . Jako wynik, otrzymujemy przerw¦ energetyczn¡ � nieci¡gªo±¢ E(κ)
pojawi¡j¡c¡ si¦ dla κ = ±π2 . Zilustrowano to na wykresie RYS.

Mamy tu wi¦c dwa pasma, przedzielone przerw¡ energetyczn¡.
Zajmijmy si¦ teraz DOS'ami. W tym celu równanie (??) przepiszmy nieco inaczej, a

mianowicie:
E2 + UE − 2t2 − 2t2 cos 2κ = 0 (172)

sk¡d mamy

κ =
1
2
arccos

( 1
2t2
(E2 + UE − 2t2)

)
,

oraz

ρ(E) =
dκ
dE
=

|2E + U |
2
√
4t4 − (E2 + UE − 2t2)2

(173)

Wykres jest na RYS.

9.7 Ukªad z dwoma staªymi przeskoku

Tworzenie pasm mo»e te» by¢ wywoªane innymi czynnikami, ni» potencjaª. Zobaczmy tu
prosty przykªad, jak do powstawania pasm prowadzi obecno±¢ dwóch ró»nych naprzemiennie
wyst¦puj¡cych staªych przeskoku.

Rozpatrzmy zatem model o parzystej ilo±ci w¦zªów:N = 2m, periodycznych warunkach
brzegowych, i staªych przeskoku mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami, zde�niowanych nast¦puj¡co:

t2i+1,2i+2 = t1 (i = 0, 1, . . . ,m− 1), t2i,2i+1 = t2 (i = 1, . . . ,m mod N). (174)

Macierz Hama jest odpowiedni¡ mody�kacj¡ macierzy (159):

Ht1t2 =



0 −t1 0 0 . . . 0 0 −t2
−t1 0 −t2 0 . . . 0 0 0
0 −t2 0 −t1 . . . 0 0 0

. . .
0 0 0 0 . . . −t2 0 −t1
−t2 0 0 0 . . . 0 −t1 0


(175)

Ansatz na wektor wªasny we¹miemy w postaci analogicznej jak (169), ale ró»ni¡cej si¦ w
jednym szczególe � posta¢ poni»ej dogodniejsza jest do pó¹niejszych rozszerze«:

vk =



x1εk
x2ε
2
k

x1ε
3
k

x2ε
4
k

...
x1ε
N−1
k

x2ε
N
k


(176)

W ten sposób mo»emy uwalnia¢ si¦ od wyj¡tków, gdzie wszystkie nieparzyste skªadowe
wektora wªasnego zerowaªyby si¦; trzeba by byªo wtedy mody�kowa¢ Ansatz w poprzedniej
postaci (169). Ponadto powy»szy Ansatz (176) jest wygodniejszy.
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Dziaªaj¡c Hamem (175) na wektor (176), otrzymamy nast¦puj¡ce rówania na skªadowe:
parzyst¡ i nieparzyst¡:

(Hvk)j =
{
−t2x2eik(j−1) − t1x2eik(j+1) = Ekx1e

ikj dla j nieparzystych,
−t1x1eik(j−1) − t2x1eik(j+1) = Ekx2e

ikj dla j parzystych,
(177)

co daje równania na wielko±ci E, x1, x2:[
Ek t1e

ik + t2e−ik

t1e
−ik + t2eik Ek

] [
x1
x2

]
= 0. (178)

Aby powy»szy ukªad równa« miaª nietrywialne rozwi¡zanie, musi znika¢ jego wyznacznik,
co daje równanie na Ek:

E2k + 2t1t2 cos 2kEk + t
2
1 + t

2
2 = 0, (179)

które ma rozwi¡zania

Ek = ±
√
t21 + t22

√
1 +
2t1t2
t21 + t22

cos 2k. (180)

Tych rozwi¡za« jest dwa razy za du»o � E jest niejednoznaczn¡ funkcj¡ k RYS., wi¦c
przez ci¡gªo±¢ musimy rozstrzygn¡¢, które gaª¦zie wzi¡¢, a które odrzuci¢. Dla t1 = t2 = t
mamy:

E = ±
√
2t
√
1 + cos 2k = ±

√
2t
√
1 + cos2 k − sin2 k = ±2t cos k

Wida¢, »e dla k ∈ [−π2 ,
π
2 ] trzeba wzi¡¢ gaª¡¹ doln¡, a odrzuci¢ górn¡; natomiast w

pozostaªym zakresie k trzeba wzi¡¢ górn¡ a odrzuci¢ doln¡.
Jako wynik znów mamy widmo z przerw¡ energetyczn¡. RYS. za±

9.8 Potencjaªy o wi¦kszych okresach

Rozpatrzmy teraz potencjaªy o wi¦kszych okresach i zobaczmy, jak si¦ to odbija na
strukturze pasm. We¹my potencjaªy nast¦puj¡cej postaci:

1. Okres 3: 0, 0, U, 0, 0, U, . . .

2. Okres 4: 0, 0, 0, U, 0, 0, 0, U, . . .

3. Okres 5: to jest jako zadanie

Nie s¡ to oczywi±cie najogólniejsze postaci potencjaªów. Ale chcemy rozpatrzy¢ jakie±
przykªady, gdzie b¦dzie wida¢, jak post¦powa¢ i jak otrzyma¢ interesuj¡ce wielko±ci (struktura
pasm, g¦sto±ci stanów).

Potencjaª o okresie 3

Omówiony w Subsec. 9.6 Ansatz na wektory wªasne mo»na zmody�kowa¢ tak, aby
ogarniaª on równie» potencjaªy o wi¦kszym okresie.

Rozpatrujemy wi¦c potencjaª o okresie 3 postaci: 0, 0, U, 0, 0, U, . . . . Zakªadamy, »e
mamy ªa«cuch o dªugo±ci N = 3l z periodycznymi warunkami brzegowymi. Zgadnijmy,
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»e dobrym analogonem Ansatzu (169) b¦dzie wektor z trzema parametrami:

vk =



x1εk
x2ε
2
k

x3ε
3
k

x1ε
4
k

...
x2ε
N−1
k

x3ε
N
k


(181)

Uwaga. Dla Neela mogli±my wzi¡¢ analogiczn¡ posta¢ o 'okresie 2' z dwoma parametrami
x1, x2 zamiast z jednym x. Wzi¦li±my jednak wektor postaci (169) dla wi¦kszej czytelno±ci.
Teraz oka»e si¦, »e wygodniej jest wzi¡¢ wektor postaci (181); musimy bowiem rozwin¡¢
technologi¦ wyci¡gania interesuj¡cych wielko±ci z ukªadu równa« zawieraj¡cego x1, x2, x3
oraz Ek.

Wypiszmy tu macierz Hama ª¡cznie z dziaªaniem na wektor (181):



0 −t 0 0 . . . 0 −t
−t 0 −t 0 . . . 0 0
0 −t U −t . . . 0 0
0 0 −t 0 . . . 0 0

. . .
0 0 0 0 . . . 0 −t
−t 0 0 0 . . . −t U





x1εk
x2ε
2
k

x3ε
3
k

x1ε
4
k

...
x2ε
N−1
k

x3ε
N
k


=



−tx2ε2k − tx3εNk
−tx1ε1k − tx3ε3k

−tx2ε2k − x3Uε3k − tx1ε4k
−tx3ε3k − tx2ε5k

...

...

...


= Ek



x1εk
x2ε
2
k

x3ε
3
k

x1ε
4
k

...
x2ε
N−1
k

x3ε
N
k


(182)

Wida¢, »e równanie na warto±ci wªasne b¦dzie speªnione, gdy Ek oraz x1, x2, x3 b¦d¡
speªniaªy równania: 

−tx2ε2k − tx3εNk = Ekx1εk
−tx1ε1k − tx3ε3k = Ekx2ε

2
k

−tx2ε2k − x3Uε3k − tx1ε4k = Ekx3ε
3
k

(183)

bo w ka»dych kolejnych trzech skªadowych speªniane s¡ te same warunki! (dokªadniej, dla
j−tej skªadowej, pomno»one przez j−t¡ pot¦g¦ εk).

Reorganizuj¡c nieco warunki (183), mamy
Ekx1+ tεkx2+ tε−1k x3 = 0
tε−1k x1+ Ekx2+ tεkx3 = 0
tεkx1+ tε−1k x2+ (Ek − U)x3 = 0

(184)

Wida¢, »e w zmiennych x1, x2, x3 jest to ukªad równa« liniowych, ukªad jednorodny, tak
wi¦c b¦dzie on miaª niezerowe rozwi¡zanie, gdy wyznacznik tego ukªadu b¦dzie si¦ zerowaª:∣∣∣∣∣∣∣

Ek tεk tε−1k
tε−1k Ek tεk
tεk tε−1k Ek − U

∣∣∣∣∣∣∣ (185)

Wyznacznik ten mo»na policzy¢ r¦cznie, i otrzymujemy st¡d warunek na Ek

E3k − E2kU − 3t2Ek + t3
(
ε3k +

1
ε3k

)
+ t2U
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E3k − E2kU − 3t2Ek + 2t3 cos3(κ) + t2U = 0. (186)

Dyspersj¦, czyli zale»no±¢ E(κ) (zmienili±my tu zmian¦ argumentu z k na κ = 2πk
N
),

otrzymamy przez rozwi¡zanie tego równania. Warunkiem istnienia rozwi¡za« jest, aby
warto±¢ cosinusa zawieraªa si¦ w przedziale [−1, 1].

Mo»na to zilustrowa¢, wykre±laj¡c f(E) = E3−E2u−3E+u (tu E oraz u s¡ przeskalowanymi
zmiennymi: E = E

t
, u = U

t
) i patrz¡c, dla jakich argumentów E funkcja przyjmuje warto±ci

pomi¦dzy −1 a 1. Na RYS. zrobiono to dla U = 0, a na RYS. dla t = U = 1. Wida¢
utworzenie si¦ dwóch pasm.

Czy ta procedura czego± Czytelnikowi nie przypomina?
Aby konkretnie znale¹¢ zale»no±¢ funkcj¦ E(κ), trzeba oczywi±cie rozwi¡za¢ równanie

(186), (mo»na to zrobi¢ ±ci±le � kªaniaj¡ si¦ tutaj wzory Cardano), co zostawimy tu jako
zadanie by¢ mo»e b¦d¡ rysunki.

Teraz zajmijmy si¦ g¦sto±ci¡ stanów. Z wzoru (186) wyliczamy:

κ =
1
3
arccos

(
−E

3

2t3
+
E2U

2t3
+
3E
2t
− U

2t
,

)
(187)

i st¡d

ρ(E) =
1
6t3

3E2 − 2UE − 3t2√
1− (−E3 + UE2 + 3E − U)2

(188)

Wykres ρ(E) przedstawiono na RYS.
Wanalogiczny sposób mo»na otrzyma¢ warunki na dopuszczalne energie oraz dyspersje,

a z nich g¦sto±ci stanów, dla innych potencjaªów. Trzy takie problemy relegujemy do
Zada«.

9.9 'Sawtooth': przykªad przypadku 'pªaskodennego' czyli'�at-
band dispersion'

Motto:

Idzie ±wiatem owa zmora, co ma kibi¢ PI�Y
a z¦bami chªopców n¦ci i zna czar mogiªy.

Zobaczyªa parobczaka na brzegu doliny:
'Ciebie pragn¦, ±nie jedyny � dyny moje dyny!

Pocaªunki dla ci¦, chªopcze, w ostr¡ stal uzbroj¦,
Bªysk � niedobªysk na wybªysku � oto Z�BY moje! [. . . ]

Oczaruj si¦ tym widokiem, co± go nie widywaª,
O±nij»e si¦ tymi snami, co± ich nie wy±niwaª![. . . ]

B¦d¦ ciebie kochaª moc¡, z któr¡ si¦ mocuj¦,
B¦d¦ ciebie tak caªowaª, jak nikt nie caªuje!

B¦d¦ gardziª dziewcz¦tami, com je miaª w swej woli,
Bo z nich ka»da od miªo±ci ªka, jak od niedoli.[. . . ]

Zazgrzytaªa od rozkoszy, naostrzyªa z¦by:
'Id¦ w miªo±¢, jak chadzaªam na le±ne wyr¦by!'

Zaszumiaªa nad nimi ta wierzba zªotocha �
Poznaª chªopiec, czym w u±cisku jest stal, gdy pokocha! [. . . ]

B. Le±mian, Piªa

444444
Opowie±¢ poni»ej nie ma tych napi¦¢ uczuciowych co ta powy»ej, ale jest � wg autora

� równie» ciekawa.
Jako ostatni tu przykªad rozpatrzymy ªa«cuch jednowymiarowy ze specjalnym doborem

potencjaªów na w¦zªach oraz staªych sprz¦»enia.RYS.Mo»na te¹ na niego patrzy¢ bardziej
geometrycznie RYS.; skojarzenie jest do±¢ oczywiste i st¡d nazwa 'sawtooth'.
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Zaprezentujemy ten ukªad, aby zobaczy¢, jakie dziwne (b¡d¹ � je±li kto± nie dziwi si¦
byle czemu � to powiemy: 'jakie ró»ne od dot¡d spotkanych') zjawiska mog¡ wyst¡pi¢ w
prostych ukªadach, z periodycznymi staªymi przeskoku oraz periodycznymi potencjaªami,
gdzie okres obydwu jest niewielki.

Ukªad zale»y od dwóch parametrów: ν oraz U .
Uprzedzaj¡c wypadki � okazuje si¦ mianowicie, »e mamy tu dwa pasma energetyczne.

Na ogóª s¡ to 'uczciwe' pasma, podobne do tych, jakie mieli±my dla przypadku Néela.
Jednak dla specjalnej relacji miedzy parametrami ν oraz U , jedno z tych pasm jest
caªkowicie zdegenerowane: wszystkie stany z tego pasma (poªowa wszystkich stanów) ma
t¦ sam¡ energi¦. Innymi sªowy, szeroko±¢ tego pasma wynosi zero.

Wynik ten mo»e byªby tylko ciekawostk¡, ale okazuje si¦, »e takie ukªady s¡ wa»ne,
je±li interesujemy si¦ magnetyzmem w modelu Hubbarda. Dla takich ukªadów mo»na
±ci±le pokaza¢ (mo»e zd¡»ymy to zrobi¢), »e ich stan podstawowy jest ferromagnetyczny.
Wzbudzaj¡ wi¦c spore zainteresowanie z punktu widzenia magnetyków molekularnych
(pod k¡tem wykorzystania w pami¦ciach magnetycznych) i doczekaªy si¦ analizy w ponad
dwustu pracach.

Charakteryzujemy go nast¦puj¡co:

1. Pom¦dzy najbli»szymi s¡siadami mamy staª¡ przeskoku ν.

2. Ponadto pomi¦dzy s¡siadami nieparzystymi mamy staª¡ przeskoku ν2; pomi¦dzy
s¡siadami parzystymi staªa przeskoku wynosi 0.

3. Na w¦zªach nieparzystych mamy potencjaª U ,

4. za± na w¦zªach parzystych potencjaª równy 1.

(RYS. raz jeszcze).
Nakªadamy periodyczne warunki brzegowe, zakªadaj¡c parzyst¡ ilo±¢ w¦zªów, i mamy

macierz Hama nast¦puj¡cej postaci:

H44 =



U ν ν2 0 0 0 0 . . . 0 ν2 ν
ν 1 ν 0 . . .
ν2 ν U ν ν2 0 0 . . . 0 0 0
0 0 ν 1 ν 0 0 . . . 0 0 0
0 0 ν2 ν U ν ν2 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . .


(189)

Próbujemy tu wektora wªasnego jak dla Néela, bo � z wygl¡du macierzy � wnosimy, »e
mamy periodyczno±¢ o okresie 2. Dla przypomnienia przytoczymy posta¢ Ansatzu na
wektor wªasny, aby byªo lepiej widoczne, co otrzymamy przy mno»eniu macierzy przez
wektor:

vk =



x1εk
x2ε
2
k

x1ε
3
k

x2ε
4
k

...
x1ε
N−1
k

x2ε
N
k


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Po pomno»eniu macierzy H44 na wektor, wypiszmy drug¡ i trzeci¡ skªadow¡ równo±ci
H44vk = Ekvk (ka»de dwie pozostaªe kolejne s¡ identyczne, je±li pomno»y¢ przez odpowiedni¡
pot¦g¦ εk):

νx1εk + x2ε2k + νx1ε
3
k = Ekx2ε

2
k

ν2x1εk + νx2ε2k + Ux1ε
3
k + νx2ε

4
k + ν

2x1ε
5
k = Ekx1ε

3
k

Przeksztaªcaj¡c nieco (tzn. dziel¡c przez ε2k i ε
3
k odpowiednio) mamy:

ν(ε−1k + εk)x1 + x2 = Ekx2
ν2(ε−2k + ε

2
k)x1 + ν(ε

−1
k + εk)x2 + Ux1 = Ekx1

co zapisujemy jako: [
(2ν cos k) (1− Ek)

(2ν2 cos 2k + U − Ek) (2ν cos k)

] [
x1
x2

]
= 0,

i standardowo, aby istniaªy nietrywialne rozwi¡zania, wyznacznik tego ukªadu musi znika¢,
co prowadzi do warunku:

−
∣∣∣∣∣ (2ν cos k) (1− Ek)
(2ν2 cos 2k + U − Ek) (2ν cos k)

∣∣∣∣∣ = −4ν2 cos2 k + (1− Ek)(2ν2 cos 2k + U − Ek)
= E2 + (−4ν2 cos2 k + 2ν2 − U − 1) + U − 2ν2 = 0. (190)

W oczywisty sposób otrzymujemy rozwi¡zania:

Ek = 2 ν2c2 − ν2 +
1
2
(U + 1)

±1
2

√
16 ν4c4 − 16 ν4c2 + 8 ν2c2U + 8 ν2c2 + 4 ν4 − 4 ν2U + 4 ν2 + U2 − 2U + 1 (191)

(powy»ej dla skrótu oznaczali±my c = cos k).
Wzór (191) wygl¡da do±¢ oble±nie. Nie przekªada si¦ to jednak na charakterystyki

widma � wygl¡da ono podobnie jak dla Néela RYS..
Ale 'podr¡»my' temat troch¦ dalej. Zapiszmy wzór (191) w postaci:

Ek =
1
2

[
(1 + 4ν2c2) + (U − 2ν2)

]
±1
2

√
(1 + 4ν2c2)2 + 8ν2c2(U − 2ν2) + (U − 2ν2)2 − 2(U − 2ν2); (192)

i st¡d wida¢, »e gdy U = 2ν2, to wzory na energie bardzo si¦ upraszczaj¡, bo ∆ jest
peªnym kwadratem, i z pierwiastka zostanie jedynie 1 + 4ν2c2. Tak wi¦c na górne pasmo
otrzymujemy:

E
(+)
k = 1 + 4ν

2c2, (193)

a na dolne!! po prostu
Ek = 0; (194)

tak wi¦c wszystkie energie z dolnego pasma (a stanowi¡ one poªow¦ caªego widma) s¡
identyczne. Wykres tej sytuacji jest na RYS.. Jasna jest tu wi¦c geneza nazwy '�at-band
dispersion'.

Pó¹niej (hopefully) zobaczymy, jak taki ksztaªt dyspersji wpªywa na ferromagnetyczne
wªasno±ci stanu podstawowego.

444444 444444 444444 444444 444444

9.10 Ukªady z brzegami swobodnymi � numeryka
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10 Sieciowe ukªady dwuwymiarowe

10.1 Periodyczno±¢ w dwóch wymiarach

Rozwa»my wi¦c model cz¡stek swobodnych, skacz¡cych po sieci dwuwymiarowej kwadratowej.
Ham dla tego modelu jest analogiczny do Hama dla sytuacji jednowymiarowej (158), tzn.

H = −t
∑
〈i,j〉
(c†i cj + c

†
jci), (195)

Jest to przypadek bez potencjaªu. Gdyby byª obecny zewn¦trzny potencjaª, to dodaliby±my
jeszcze czªon diagonalny (tzn. dla i = j).

Zakªadamy, »e mamy do czynienia z sieci¡ kwadratow¡ N × N w¦zªów (niewielkim
nakªadem pracy mo»emy zwi¦kszy¢ ogólno±¢ i rozpatrywa¢ sie¢ prostok¡tn¡). Nakªadamy
periodyczne warunki brezegowe w obu kierunkach.

W takim ukªadzie mamyN2 w¦zªów. Zatem 1-cz¡stkowy wektor stanu maN2 skªadowych,
a rozwi¡zuj¡c problem jednocz¡stkowy mamy do czynienia z hamiltonianem, który jest
macierz¡ N2 ×N2.

Skªadowe obiektów b¦dzie w takim przypadku wygodnie opisywa¢ za pomoc¡ notacji,
stowarzyszonej z opisem w¦zªów sieci. I tak, poªo»enie na sieci oznaczamy 'grubymi'
(boldface) literami, np.

R = (R1, R2)

gdzie Ri oznacza wska¹nik numeruj¡cy w¦zªy w kierunku i, przyjmuj¡cym tu warto±ci 1
(równie cz¦sto oznaczanym jako x) b¡d¹ 2 (odp. y).

Uwaga. Gdy mamy do czynienia z sytuacj¡ trójwymiarow¡, jedyna zmian¡ jest ta, »e
R ma trzy skªadowe.

Warto±ci wªasne ukªadu z periodycznymi warunkami brzegowymi mo»na obliczy¢ u»ywaj¡c
dwuwymiarowej (dyskretnej) transformaty Fouriera. Wektory wªasne numerujemy wska¹nikiem
k, gdzie � jak i wy»ej � k = (k1, k2), za± zakres zmienno±ci obu wska¹ników jest:

ki =
2π
N
,
4π
N
, . . . ,

2πN
N

.

Ansatz na wektory wªasne macierzy Hama z periodycznymi warunkami brzegowymi �
analogon (154) z d = 1 � napiszemy w nast¦puj¡cy sposób. k−ty wektor wªasny to vk, a
jego s−ta skªadowa to v(s)k . W/w Ansatz ma posta¢:

v
(s)
k = e

ik·s. (196)

Tutaj:
k · s = k1s1 + k2s2

jest standardowym iloczynem skalarnym.
Oka»e si¦ zaraz, »e Ansatz (213) jest rzeczywi±cie wektorem wªasnym dla dyskretnej

transformacji Fouriera w dwóch wymiarach.

10.2 Sie¢ kwadratowa

Zakªadamy, »e przeskoki maj¡ miejsce mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami (n.n.). Ponadto
potencjaª jest równy zeru.

Przeskoki pokazuje RYS..
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10.2.1 Macierz Hama, widmo

Elementy macierzy Hama s¡ wi¦c:

HR,S =


−t dla R1 = S1 ± 1 , R2 = S2
−t dla R1 = S1 , R2 = S2 ± 1
0 dla pozostałych R,S.

(197)

Zadziaªajmy powy»szym Ham'em na wektor (213). Mamy:

(H vk)R = −t(eik1(R1−1)+ik2R2 + eik1(R1+1)+ik2R2 + eik1R1+ik2(R2+1) + eik1R1+ik2(R2−1))

= −t(e−ik1 + eik1 + e−ik2 + eik2)eik1R1+ik2R2

= −2t(cos k1 + cos k2)eik·R (198)

Wida¢, »e wektor postaci (213) rzeczywi±cie jest wektorem wªasnym.
Zatem! Dyspersja E(k) ma posta¢:

E(k) ≡ E(k1, k2) = −2t(cos k1 + cos k2) (199)

Popatrzmy tu na wykres 3d RYS.; ale w dalszych rachunkach b¦dzie bardziej pomocny
wykres warstwicowy RYS..

10.2.2 G¦sto±¢ stanów w przypadku dwuwymiarowym

Musimy najsampierw zde�niowa¢ g¦sto±¢ stanów, co b¦dzie istotnie inne ni» w przypadku
jednowymiarowym, bo tam byª to po prostu jakobian (1− d) zamiany zmiennych.

Aby umotywowa¢ de�nicj¦, Popatrzmy na wykres konturowy E(k) w otoczeniu minimum.
RYS.. Wida¢, »e warstwice s¡ topologicznie okr¦gami, a» do warto±ci E = 0. Ustawmy
±rodek ukªadu wspóªrz¦dnych wªa±nie w minimum.Wprowad¹my teraz ukªad wspóªrz¦dnych,
mo»liwie podobny do ukªadu zwykªych wspóªrz¦dnych biegunowych na pªaszczy¹nie; chodzi
nam o to, aby energia byªa zmienn¡ radialn¡ � analogonem zwykªego promienia. Drug¡
zmienn¡ b¦dzie jaki± analogon zmiennej k¡towej. Wida¢, »e mo»emy tak zrobi¢, bo warstwice
E =const. s¡ topologicznie okr¦gami. T¦ zmienn¡ oznaczmy symbolem φ. Ten obrazek
utrzymuje si¦ w caªym przedziale energii od Emin = −4t a» do E = 0, chocia» im bli»ej
E = 0, tym warstwice bardziej przypominaj¡ kwadraty.

Mamy wi¦c zamian¦ zmiennych:

(k1, k2)←→ (E, φ); (200)

za chwil¦ jawnie wypiszemy t¦ zamian¦ zmiennych.
Zaªó»my teraz, »e � tak jak uprzednio � obliczamy caªk¦ z jakiej± funkcji f(k1, k2) po

caªej stre�e Brillouina B, która tu jest kwadratem: B = [−π, π]× [−π, π]. Zaªózmy, »e f
zale»y wyª¡cznie od E, wi¦c mo»emy napisa¢ f(k1, k2) = F(E).

Naszym celem jest teraz wyliczenie caªki po caªej stre�e Brillouina:

I =
∫ ∫
B

f(k1, k2)dk1 dk2.

Wyliczymy tu (a raczej: przeksztaªcimy, bo jawne wyliczenia b¦d¡ za chwil¦) najsampierw
caªk¦ po fragmencie strefy B1, odpowiadaj¡cej zakresowi energii od−4t od 0, a pozostaªym
kawaªkiem zajmiemy si¦ za chwil¦.
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Mamy wi¦c:

I =
∫ ∫
B1

f(k1, k2)dk1 dk2

=
∫ ∫
B̃1

F(E)
∣∣∣∣∣∂(k1, k2)∂(E, φ)

∣∣∣∣∣ dE dφ, (201)

gdzie B̃1 jest fragmentem strefy Brillouina B1 opisamym we wspóªrz¦dnych (E, φ), za±

∂(k1, k2)
∂(E, φ)

jest jakobianem zamiany zmiennych (k1, k2)←→ (E, φ). Zapiszmy dalej caªk¦ (201) jako
caªk¦ iterowan¡:

I =
∫ Emax
Emin

dEF(E)
∫ 2π
0
dφ

∣∣∣∣∣∂(k1, k2)∂(E, φ)

∣∣∣∣∣ ≡
∫ Emax
Emin

dEF(E)ρ(E),

gdzie oznaczyli±my

ρ(E) =
∫ 2π
0
dφ

∣∣∣∣∣∂(k1, k2)∂(E, φ)

∣∣∣∣∣ ; (202)

jest to poszukiwana przez nas g¦sto±¢ stanów.
Wzór (202) jest ogóln¡ de�nicj¡ g¦sto±ci stanów, w tych sytuacjach, gdzie dziaªaj¡

poczynione zaªo»enia (tzn. mamy otoczenie minimum E(k1, k2) i mo»emy w tym otoczeniu
wprowadzi¢ zmienne: energia + k¡t). Odªó»my na razie na bok kwesti¦, czy w ten sposób
mo»na obliczy¢ g¦sto±¢ stanów w caªej stre�e Brillouina, a wró¢my do przypadku sieci
kwadratowej. Tu mamy szczególne symetrie. Zauwa»my najsampierw, »e na brzegach
b1, b2, b3, b4 kwadratu o wierzchoªkach: (0,±π) oraz (±π, 0) mamy E = 0. �¡cznie ze
znanymi wªasno±ciami symetrii funkcji cos, widzimy, »e na zbiorze [0, π] × [0, π] funkcja
E jest antysymetryczna wzgl¦dem odbicia wzgl¦dem brzegów bi. To powoduje, »e g¦sto±¢
stanów ρ(E) jest symetryczna wzgl¦dem zamiany E → −E. Wystarczy wi¦c, »e wyliczymy
g¦sto±¢ stanów jedynie dla E ∈ [−4t, 0[.

10.2.3 G¦sto±¢ stanów dla sieci kwadratowej � eliptysie

Wypiszmy ogólne wyra»enie na macierz Jacobiego:

J =
[
∂k1
∂E

∂k1
∂φ

∂k2
∂E

∂k2
∂φ

]
(203)

a do g¦sto±ci stanów wejdzie wyznacznik tej»e macierzy.
Skonkretyzujmy teraz zamian¦ zmiennych. Zmienn¡ 'radialn¡' b¦dzie energia E. Do

zde�niowania 'k¡ta' φ, zde�niujmy najsampierw zmienne x1, x2:

x1 =
√
1− cos k1, x2 =

√
1− cos k2. (204)

Jako zmienn¡ k¡tow¡ φ bierzemy:

φ = arctg
(
x2
x1

)
. (205)
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Widzimy, »e
2t(x21 + x

2
2 − 2) = E.

Oznaczmy:

E ′ =
E

2t
.

Mamy wtedy:
E ′ = −(cos k1 + cos k2).

Do znalezienia Jacobianu dogodnie b¦dzie wyrazi¢ k1, k2 jako funkcje energii i k¡ta.
(Mo»na te» inaczej, ale tu post¡pimy w ten wªa±nie sposób).

Najpierw zauwa»my, »e

tg2 φ =
x22
x21
=
1− cos k2
1− cos k1

, (206)

sk¡d
1− cos k2 = tg2 φ(1− cos k1);

i przeksztaªcamy dalej:

− cos k2 = tg2 φ− 1− tg2 φ cos k1 − tg2 φ cos k2 + tg2 φ cos k2,

(−1− tg2 φ) cos k2 = tg2 φ− 1− tg2 φ(cos k1 + cos k2) = tg2 φ− 1 + tg2 φE ′.

Zatem:

cos k2 =
1− tg2 φ
1 + tg2 φ

+
tg2 φ
1 + tg2 φ

(−E ′)

=
cos2 φ− sin2 φ
cos2 φ+ sin2 φ

− sin2 φ
cos2 φ+ sin2 φ

E ′

= cos2 φ− sin2 φ− E ′ sin2 φ

= 1− (2 + E ′) sin2 φ.

Ostatecznie, aby nie zapomnie¢, co liczyli±my:

cos k2 = 1− (2 + E ′) sin2 φ. (207)

Mamy wi¦c zaªatwione wyra»enie k2 przez E ′, φ. Robimy teraz podobny numer dla k1. Z
(206) mamy:

1− cos k1 =
1
tg2 φ
(1− cos2 k2) = (2 + E ′) cos2 φ,

sk¡d
cos k1 = 1− (2 + E ′) cos2 φ. (208)

Teraz musimy policzy¢ skªadniki Jacobianu. Mamy, po kolei:

∂k1
∂E
=

∂k1
∂(cos k1)

∂(cos k1)
∂E ′

∂E ′

∂E

= (−) 1√
1− cos2 k1

(−) cos2 φ 1
2t
=
1
2t
cos2 φ

1√
1− cos2 k1

;
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analogicznie (darujemy tu ju» sobie2 bardziej szczegóªowe reprodukowanie poni»szych
wyników):

∂k2
∂E
=
1
2t
sin2 φ

1√
1− cos2 k2

,

∂k1
∂φ
= −2 sinφ cosφ(2 + E ′) 1√

1− cos2 k1
,

∂k2
∂φ
= +2 sinφ cosφ(2 + E ′)

1√
1− cos2 k2

.

Spójrzmy teraz na Jacobian:

|J | =
∣∣∣∣∣
∂k1
∂E

∂k1
∂φ

∂k2
∂E

∂k2
∂φ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1
2t cos

2 φ 1√
1−cos2 k1

−2 sinφ cosφ(2 + E ′) 1√
1−cos2 k1

1
2t sin

2 φ 1√
1−cos2 k2

+2 sinφ cosφ(2 + E ′) 1√
1−cos2 k2

∣∣∣∣∣∣∣ = ...
...wyª¡czamy odpowiednie czynniki z wierszy i kolumn...

=
1
2t
2 sinφ cosφ(2 + E ′)

1√
1− cos2 k1

1√
1− cos2 k2

∣∣∣∣∣ cos2 φ −1
sin2 φ 1

∣∣∣∣∣ = . . .
A »e mamy:√

1− cos2 k1 =
√
1− (1− (2 + E ′) cos2 φ)2 =

√
2(2 + E ′) cos2 φ− (2 + E ′)2 cos4 φ

=
√
2 + E ′ cosφ

√
2− (2 + E ′) cos2 φ

oraz √
1− cos2 k2 =

√
2 + E ′ cosφ

√
2− (2 + E ′) sin2 φ

to razem

... =
1

t
√
2− (2 + E ′) sin2 φ

√
2− (2 + E ′) cos2 φ

sinφ cosφ(2 + E ′)
sinφ cosφ(2 + E ′)

=
1

−2E ′ + (2 + E ′)2 sin2 φ cos2 φ.
Dokonajmy teraz zamiany zmiennej: φ = 12θ; mamy przy tym (zaraz to zapotrzebujemy)
dφ = 12dθ. Mamy wi¦c jakobian:

|J | = 1
t

1√
−2E ′ + (2+E′)24 sin2 θ

. (209)

I teraz!!! Caªkujemy go, aby dosta¢ g¦sto±¢ stanów:

ρ(E) =
∫ 2π
0
|J |(E, φ)dφ = 8

∫ π/4
0
|J |(E, φ)dφ =

∫ π/2
0
|J |(E, θ)dθ

=
4
t

∫ π/2
0

1√
−2E ′ + (2+E′)24 sin2 θ

dθ. (210)

2Podobnie jak Al � bohater negatywny z Toy Story 2 � darowaª sobie prysznic przed wyjazdem do
Tokio
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Doprowad¹my t¦ caªk¦ do bardziej standardowej postaci. We¹my zamian¦ zmiennych:

τ =
π

2
− θ oraz dθ = −dτ

i mamy w zmiennej τ :

ρ(E) =
4
t

∫ π/2
0

1√
−2E ′ + (2+E′)24 cos2 τ

dτ =
4
t

∫ π/2
0

1√
−2E ′ + (2+E′)24 − (2+E′)24 sin2 τ

dτ

=
4
t

∫ π/2
0

1√(
1− E ′ + E′24

)
− (2+E′)24 sin2 τ

dτ

=
4
t

1√
1− E ′ + E′24

∫ π/2
0

1√
1− (2+E′)2

4−4E′+E′2 sin
2 τ
dτ

Przywoªuj¡c znane de�nicje!!! mamy wi¦c:

ρ(E) =
4
t

1√
1− E ′ + E′24

K(κ), (211)

gdzie

κ =
2 + E ′√
4− 4E ′ + E ′2

=
2 + E ′

2− E ′
,

za± K(κ) jest caªk¡ eliptyczn¡ drugiego rodzaju:

K(k) =
∫ π/2
0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

;

przypomnijmy jeszcze, »e E ′ jest przeskalowan¡ energi¡: E ′ = E2t .
Powy»szy wzorek (211) jest sªuszny dla E ′ ∈ [−2, 0]. Ale wzmiankowali±my uprzednio,

»e dla pozostaªego zakresu E ′ tzn. E ′ ∈ [0, 2] mamy: ρ(E) = ρ(−E).
Wykres g¦sto±ci stanów mamy naRYS.. Zwró¢my uwag¦ na nast¦puj¡ce charakterystyczne

cechy ρ(E).

• Zachowanie ρ(E) w pobli»u granic dopuszczalnych warto±ci E (tzn. E = ±4t) nie
wykazuje osobliwo±ci; warto±¢ g¦sto±ci stanów ρ(±4t) jest sko«czona. Kontrastuje
to z sytuacj¡ jednowymiarow¡, gdzie ρ(E) rozbiegaªa si¦ przy zbli»aniu si¦ do
warto±ci granicznej Egr (równej Egr = ±2t w przypadku przeskoków do najbli»szych
s¡siadów).

• Natomiast g¦sto±¢ stanów w przypadku dwuwymiarowym jest rozbie»na w ±rodku
pasma (dla E = 0. Rozbie»no±¢ ma charakter logarytmiczny, co wynika z zachowania
caªki eliptycznej K(k) dla k bliskich 1.

• W przypadku przeskoków mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami, caªka wyst¦puj¡ca w
wyra»eniu na g¦sto±¢ stanów daªa si¦ obliczy¢ analitycznie (sprowadziªa si¦ do caªki
eliptycznej). Dla bardziej skomplikowanych sytuacji, caªka ta na ogóª analitycznie
nie da si¦ ju» policzy¢. Ale mo»na wykona¢ tu dokªadne caªkowanie numeryczne �
do wykonania mamy tu caªk¦ jednowymiarow¡, któr¡ numerycznie liczy si¦ ªatwo z
du»¡ dokªadno±ci¡.

• Ale kiedy mo»na policzy¢ co± analitycznie, to na ogóª warto to zrobi¢. Rozpatrzymy
jeszcze dwie sytuacje, gdy udaje si¦ policzy¢ analitycznie g¦sto±¢ stanów.
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10.3 Zwi¦kszenie komórki elementarnej. Tworzenie pasm

Zajmiemy si¦ tu prostym przypadkiem z potencjaªem, a konkretnie, dwuwymiarow¡ wersj¡
potencjaªu Néela. Uprzednio wprowad¹my jednak poj¦cie sieci dwudzielnej (ang. bipartite).
Jest to taka sie¢, »e mo»emy w niej wyró»ni¢ dwie podsieci I i II o tej wªasno±ci, »e ka»dy
w¦zeª typu I ma za s¡siadów wyª¡cznie w¦zªy typu II i vice versa. Sie¢ kwadratowa jest
dwudzielna, RYS., tako» jest sie¢ sze±ciok¡tna, któr¡ zajmiemy si¦ niezadªugo. Nie jest
natomiast dwudzieln¡ sie¢ trójk¡tna.

Na sieci kwadratowej okre±lmy potencjaª w ten sposób, »e na w¦zªach typu I potencjaª
jest równy zeru, za± na w¦zªach typu II jest on równy U . Taki potencjaª, prócz nazwy
Néela, czasem nazywa si¦ te» typu szachownica (ang. checkerboard). (See again RYS..

Ham ukªadu jednocz¡stkowego b¦dzie wi¦c wygl¡daª nast¦puj¡co:

HSR =


−t dla R1 = S1 ± 1 , R2 = S2
−t dla R1 = S1 , R2 = S2 ± 1
U dla R = S oraz R ∈ II
0 dla pozostałych R,S.

(212)

10.3.1 Widmo energetyczne

Obliczymy teraz warto±ci wªasne hamiltonianu. Zakªadamy, »e mamy periodyczne warunki
brzegowe w obu kierunkach, oraz »e ilo±¢ w¦zªów sieci w ka»dym kierunku jest parzysta.

Przez analogi¦ z przypadkiem jednowymiarowym bierzemy nast¦puj¡cy Ansatz na
wektory wªasne:

v
(s)
k =

{
x1e
ik·s dla s ∈ I

x2e
ik·s dla s ∈ II

(213)

Jak poprzednio,
k · s = k1s1 + k2s2.

x1, x2 s¡ parametrami, które wyznaczymy z warunku zgodno±ci.
Zadziaªajmy wi¦c Hamem (212) na wektor (213). Zacznijmy od podsieci I. Dostaniemy:

(Hvk)R =
∑
R′
HRR′v

R′
k

= −tx2(ei(k1(R1+1)+k2R2) + ei(k1(R1−1)+k2R2) + ei(k1R1+k2(R2+1)) + ei(k1R1+k2(R2−1)))
= ei(k1R1+k2R2)(−tx2(eik1 + e−ik1 + eik2 + e−ik2))

= −2tx2(cos k1 + cos k2)ei(k1R1+k2R2)

= Ekvk = Ekx1ei(k1R1+k2R2) (214)

(dwie ostatnie równo±ci maj¡ by¢ speªniona, je±li vk ma by¢ wektorem wªasnym).
Teraz niech R b¦dzie w¦zªem podsieci II. Analogiczne rachunki prowadz¡ do równo±ci:

(Hvk)R = [−2tx1(cos k1 + cos k2) + Ux2] ei(k1R1+k2R2)

= Ekvk = Ekx2ei(k1R1+k2R2) (215)

Zapisuj¡c równo±ci (214) i (215) nieco inaczej, otrzymamy, analogicznie jak to ju» par¦
razy dostawali±my dla sytuacji w d = 1:[

Ek −2t(cos k1 + cos k2)
−2tx1(cos k1 + cos k2) (Ek − U)

] [
x1
x2

]
= 0 (216)

60



Dla istnienia nietrywialnego rozwi¡zania ukªadu (216) wyznacznik ukªadu musi znika¢,
co daje równanie

E2k − UEk − 4t2(cos k1 + cos k2)2 = 0. (217)

Rozwi¡zaniami tego ukªadu s¡:

Ek =
1
2

(
U ±

√
U2 + 16t2(cos k1 + cos k2)2

)
. (218)

Wida¢, »e mamy przerw¦ energetyczn¡ dla dowolnej niezerowej warto±ci U .
Funkcja Ek ≡ E(k) jest � podobnie jak w przypadku jednowymiarowym � niejednoznaczna;

i � podobnie jak tam � mo»na j¡ ujednoznaczni¢ przez porównanie z przypadkiem U = 0.
Dolne pasmo ma energie od energii minimalnej a» do zera, za± górne � od U a» do energii
maksymalnej.

10.3.2 G¦sto±¢ stanów

Wyznaczymy teraz g¦sto±¢ stanów. Wystarczy j¡ policzy¢ w dolnym pa±mie. G¦sto±ci dla
górnego i dolnego pasma s¡ symetryczne (przy zamianie argumentu −E na U + E).

Post¦pujemy bardzo podobnie, jak w przypadku bez potencjaªu. Chcemy przej±¢ od
zmiennych 'kartezja«skich' k1, k2 do 'biegunowych' E, φ, w jedn¡ i drug¡ stron¦ ('w te i
we wte').

Najsampierw, wprowadzamy zmienne x1, x2, φ (nie myli¢ z parametrami x1, x2 z poprzedniej
Subsubsection!):

x1 =
√
1− cos k1, x2 =

√
1− cos k2, (219)

i za ich pomoc¡ de�niujemy zmienn¡ 'k¡tow¡' φ:

φ = arctg
(
x2
x1

)
. (220)

Oznaczmy ponadto:

T = tg φ, A =
1
2t

√
E(E − U), B =

∂A

∂E
=
1
2t
2E − U

2
√
E(E − U)

(221)

oraz
c1 = cos k1, c2 = cos k2. (222)

�atwo zobaczy¢ z (217), »e
A = c1 + c2.

Mamy:

T 2 =
1− c2
1− c1

i wyci¡gamy st¡d c2:
c2 = 1− T 2 + T 2c1

i wstawiamy do A, co daje:
c1 + 1− T 2 + T 2c1 = A

sk¡d mamy:

c1 =
1

1 + T 2
A+

T 2 − 1
T 2 + 1

= A cos2 φ− cos 2φ. (223)
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Dalej, na c2 mamy:

c2 = A− c1 = A− A cos2 φ+ cos 2φ = A sin2 φ+ cos 2φ. (224)

Prawie ju» mamy odwrócenie zamiany zmiennych:

c1 = A cos2 φ− cos 2φ,
c2 = A sin2 φ+ cos 2φ,

i ju» �nalnie otrzymujemy szukane wyra»enie na odwrócenie zamiany zmiennych:

k1 = arccos (A cos2 φ− cos 2φ) ,
k2 = arccos

(
A sin2 φ+ cos 2φ

)
.

Przypomnijmy sobie ogólne wyra»enie na jakobian (203). Liczymy po kolei wszystkie
elementy wyznacznika:

∂k1
∂E
= − 1√

1− c21

∂c1
∂E
= − 1√

1− c21
cos2 φ

∂A

∂E
= − 1√

1− c21
B cos2 φ.

Podobnie:
∂k2
∂E
= − 1√

1− c22
B sin2 φ

Dalej:
∂k1
∂φ
= − 1√

1− c21

∂c1
∂φ
= − 1√

1− c22
(2− A) sin 2φ

oraz
∂k2
∂φ
= − 1√

1− c22

∂c2
∂φ
= − 1√

1− c22
(A− 2) sin 2φ

Mamy wi¦c dla Jacobianu:

|J | =
∣∣∣∣∣
∂k1
∂E

∂k1
∂φ

∂k2
∂E

∂k2
∂φ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
− 1√

1−c21
B cos2 φ − 1√

1−c22
(2− A) sin 2φ

− 1√
1−c22

B sin2 φ − 1√
1−c22
(A− 2) sin 2φ

∣∣∣∣∣∣∣
=

1√
1− c21

1√
1− c22

B(A− 2) sin 2φ. (225)

Policzmy wyra»enie z pierwiastkiem:

1√
1− c21

1√
1− c22

=
1√

(1− c1)(1 + c1)(1− c2)(1 + c2)
=

1
(1− c2)

√
1 + c1

√
1 + c2

√
1− c2
1− c1

=
1

(1− c2)
√
1 + c1

√
1 + c2

sinφ
cosφ

Musimy jeszcze powylicza¢ dalsze kawaªki:

1− c2 = 1− A sin2 φ− cos2 φ+ sin2 φ = sin2 φ(2− A);
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oraz
(1 + c1)(1 + c2) = (A sin2 φ+ 2 cos2 φ)(A cos2 φ+ 2 sin2 φ)

= A2 sin2 φ cos2 φ+ 2A(sin4 φ+ cos4 φ) + 4 sin2 φ cos2 φ

= (1− A+ 1
4
A2) sin2 2φ+ 2A.

Podstawiaj¡c wszystko do wyra»enia na Jacobian otrzymamy:

|J | = − 2B√
2A+ (1− A+ 14A2) sin

2 2φ
(226)

Pomanipulujmy nieco wyra»eniem PODPIERwiastkowym:

2A+ (1− A+ 1
4
A2) sin2 2φ = 2A+ 1− A+ 1

4
A2 − (1− A+ 1

4
A2) cos2 φ

=
(
1 +
1
2
A
)2
−
(
1− 1
2
A
)2
cos2 2φ

=
(
1 +
1
2
A
)2 [
1−

(2− A
2 + A

)2]
cos2 2φ

Wprowadzaj¡c teraz naturalny parametr:

κ =
2− A
2 + A

(227)

otrzymujemy wyra»enie na g¦sto±¢ stanów:

ρ(E) =
∫ 2π
0
|J |dφ = 8

∫ π/4
0
|J |dφ

Wprowadzamy zmienn¡:

θ = 2φ, =⇒ dφ =
1
2
dθ, =⇒

∫ π/4
0

. . . dφ =
1
2

∫ π/2
0

. . . dθ

i mamy:

ρ(E) = − 8B
1 + 12A

∫ π/2
0

1√
1− κ2 sin2 θ

dθ = − 16B
2 + A

K(κ)

gdzie K(κ) jest caªk¡ eliptyczn¡ drugiego rodzaju, której de�nicj¦ przypomnieli±my ju»
wcze±niej.

W powy»szych przeksztaªceniach skorzystali±my te» z faktu, »e

cos(θ) = sin(
π

2
− θ)

Podsumujmy zatem, aby mie¢ wszystkie niezb¦dne symbole razem:

ρ(E) = − 16B
2 + A

K(κ), (228)

a wielko±ci κ,A,B oznaczaj¡: κ jest dana ciut powy»ej (227), za±

A =
1
2t

√
E(E − U), B =

∂A

∂E
=
1
2t
2E − U

2
√
E(E − U)

.
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10.4 Sie¢ sze±ciok¡tna; widmo grafenu

Im wy»szy wymiar, tym (najcz¦±ciej) wi¦cej mo»liwo±ci geometryczych. W dwóch wymiarach
rozpatrzymy teraz kolejny wa»ny przykªad � sieci sze±ciok¡tnej (heksagonalnej). Rozpatrzmy
teraz widmo jednocz¡stkowe takiej sieci, a wa»no±¢ implikacji takiej postaci widma dla
zastosowa« fragmentarycznie omówimy pó¹niej.

Sie¢ heksagonaln¡RYS.mo»emy rozpatrywa¢ jako kwadratow¡, z odpowiednimi staªymi
sprz¦»enia RYS. Rozpatrzymy nieco ogólniejszy model z dwiema staªymi przeskoku t, t′

RYS., ilustracja te» na sieci kwadratowej RYS. aby móc przez ci¡gªo±¢ przej±¢ do sieci
kwadratowej. Sie¢ sze±ciok¡tn¡ otrzymujemy dla t′ = 0, za± sie¢ kwadratow¡ dla t = t′.

Mamy wi¦c dwa rodzaje w¦zªów: w¦zªy typu A, z którego wi¡zanie ze staª¡ t′ sterczy w
dóª, oraz typu B � tu wi¡zanie ze staª¡ t′ sterczy w gór¦.RYS.. Widzimy, »e we wszystkich
rz¡dkach poziomych mamy staª¡ t, a w rz¡dkach pionowych staªe t oraz t′ przeplataj¡ si¦.

Mamy wi¦c nast¦puj¡c¡ macierz Hama:

HSR =



−t dla R1 = S1 ± 1, R2 = S2
−t dla R ∈ A, R1 = S1, S2 = R2 + 1
−t′ dla R ∈ A, R1 = S1, S2 = R2 − 1
−t dla R ∈ B, R1 = S1, S2 = R2 − 1
−t′ dla R ∈ B, R1 = S1, S2 = R2 + 1

(229)

Ansatz na wektor wªasny we¹miemy analogicznie jak dla potencjaªu NéelaR−ta skªadowa
k−tego wektora jest:

v
(R)
k =

{
xAe

ik·R dla R ∈ A
xBe

ik·R dla R ∈ B (230)

Po podziaªaniu Ham'em o elementach macierzowych (229) na wektor o skªadowych (230)
otrzymamy wyra»enia nast¦puj¡c¡ równo±¢ skªadowych wektorów w równaniu na warto±ci
wªasne:

Dla przypadku, gdy R ∈ A:

(Hvk)R = eik·R

−t ε−11 xB︸ ︷︷ ︸
L

−t ε1xB︸ ︷︷ ︸
R

−t ε2xB︸ ︷︷ ︸
U

−t′ ε−12 xB︸ ︷︷ ︸
D

 = EkxAeik·R, (231)

Dla przypadku, gdy R ∈ B:

(Hvk)R = eik·R

−t ε−11 xA︸ ︷︷ ︸
L

−t ε1xA︸ ︷︷ ︸
R

−t′ ε2xA︸ ︷︷ ︸
U

−t ε−12 xA︸ ︷︷ ︸
D

 = EkxBeik·R. (232)

Powy»ej oznaczyli±my:
ε1 = eik1 , ε2 = eik2 .

Po ewidentnej zamianie ε1 + ε−11 = 2 cos k1 otrzymujemy macierzow¡ wersj¦ warunków
(231) i (232):[

Ek −2t cos k1 − (tε2 + t′ε−12 )
−2t cos k1 − (tε−12 + t′ε2) Ek

] [
xA
xB

]
= 0 (233)

Ze standardowego warunku znikania wyznacznika ukªadu równa« (233) otrzymamy:

0 = E2 −
[
4t2 cos2 k1 + 2t cos k1(tε2 + t′ε2 + tε−12 + t

′ε−12 ) + (t
2 + tt′ε−22 + tt

′ε22 + t
′2)
]
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= E2 −
[
4t2 cos2 k1 + 2t cos k12(t+ t′) cos k2 + (t2 + t′2) + 2tt′ cos 2k2

]
,

tzn.

E2 =
[
4t2 cos2 k1 + 4t(t+ t′) cos k1 cos k2 + 4tt′ cos2 k2 + (t2 + t′2 − 2tt′)

]
. (234)

No to teraz, z wzoru (234) mamy:

• Dla t′ = t:
Ek = 4t2(cos k1 + cos k2)2

czyli to samo co dla sieci kwadratowej. (Oczywi±cie trzeba powybiera¢ odpowiednie
gaª¦zie pierwiastka).

• Dla t′ = 0:
E2k = t

2 [4 cos k1(cos k1 + cos k2) + 1] (235)

Przed wyci¡ganiem pierwiastka, warto si¦ zorientowa¢, jakie s¡ rodzaje punktów krytycznych
E2k. Funkcja do zbadania jest prosta (dobre ¢wiczenie np. na Analiz¦ I, p. te» Zadania) i
jako wynik mamy, na zbiorze [0, 2π]× [0, 2π] i potem periodycznie w obu kierunkach:

1. W naro»ach oraz w ±rodku, tzn. w punktach: (0, 0), (0, 2π), (2π, 0), (2π, 2π) oraz
(π, π) s¡ maksima; tam warto±¢ E2k = 9.

2. Jest troch¦ siodeª: (π, 0), (π2 ,
π
2 ), (

3π
2 ,
π
2 ), (0, π), (2π, π), (

π
2 ,
3π
2 ),(

3π
2 ,
3π
2 ), (π, 2π).

Wsz¦dzie tam warto±¢ E2k wynosi 1.

3. I wreszcie w punktach (2π3 , 0), (
4π
3 , 0), (

π
3 , π),(

5π
3 , π), (

2π
3 , 2π),(

4π
3 , 2π), s¡ minima.

Tam warto±¢ E2k wynosi 0.

Wida¢ wi¦c, »e nie b¦dzie »adnych zabronionych warto±ci energii, i widmo energetyczne
ma posta¢:

Ek = ±t
√
4 cos k1(cos k1 + cos k2) + 1 (236)

Zastanówmy si¦ teraz, jak b¦dzie wygl¡daªo widmo Ek dla energii bliskich zeru? Otó»
je±li mamy funkcj¦, wygl¡daj¡c¡ lokalnie jak funkcja kwadratowa: f(x, y) = x2 + y2

(wykresem jest paraboloida) i wyci¡gniemy z niej pierwiastek, to otrzymamy sto»ek. Tak
wi¦c lokalnie wygl¡da widmo E(k1, k2) w pobli»u minimów wymienionych powy»ej.

Wida¢ to na RYS.; zamie±cili±my te» wykres konturowy.
Taka zale»no±¢Ek jest podobna do dyspersji bezmasowych cz¡stek opisanych równaniem

Diraca.
Ukªad, który z dobrym przybli»eniem jest opisany przez model cz¡stek swobodnych na

sieci sze±ciok¡tnej, to grafen � pojedyncza warstwa gra�tu. Fakt, »e widmo energetyczne
ma posta¢ sto»ka, jest bardzo wa»ne dla zastosowa« � st¡d np. wynika du»e przewodnictwo
grafenu.

Wa»no±¢ potencjalnych zastosowa« grafenu spowodowaªa intensywne badania nad
nim, zarówno teoretyczne, jak i do±wiadczalne. Odkrywcy grafenu (Geim & Novoselov)
uhonorowani zostali nagrod¡ Nobla z �zyki w r. 2010.
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10.5 Ukªad wykazuj¡cy przej±cie metal-izolator

Tutaj rozpatrzymy ukªad na sieci kwadratowej, z potencjaªem, który autor nazywa 'Néel
3'. Dokªadniejsza nazwa byªaby 'potencjaª uko±nej fazy wst¦gowej o okresie 3', RYS. ale
dla krótko±ci nazwiemy j¡ wªa±nie Néel 3. Motywacja tej nazwy jest raczej naturalna �
podobie«stwo do zwykªego potencjaªu Néela, gdzie mamy uko±ne rz¦dy w¦zªów powtarzaj¡ce
si¦ z okresem 2.

Mamy wi¦c tu naturalne wyró»nione trzy rodzaje w¦zªów: I, II, III. Na w¦zªach typu
III mamy potencjaª U , na pozostaªych zero.

Ham b¦dzie wi¦c dany as follows:

HSR =


−t dla R,S : d(R,S) = 1
U dla R ∈ III
0 w pozostaªych przypadkach.

(237)

Tutaj d(R,S) oznacza odlegªo±¢ 'sieciow¡', tzn. d(R,S) = 1, gdyR oraz S s¡ najbli»szymi
s¡siadami.

Ansatz na wektory wªasne dla Hama danego przez (237) we¹miemy przez analogi¦ do
Ansatzu na wektory wªasne dla potencjaªu Néela (213), tyle »e o okresie 3. We¹my wi¦c:

v
(s)
k =


x1e
ik·s dla s ∈ I

x2e
ik·s dla s ∈ II

x3e
ik·s dla s ∈ III

(238)

Zakªadamy te» � jak zwykle w takich przypadkach � »e mamy sie¢ o rozmiarze 3n × 3n
oraz nakªadamy periodyczne warunki brzegowe.

Dziaªaj¡c Hamem (237) na wektor (238), dostajemy, po kolei, dla w¦zªów typu I, II,
III (p. RYS.):

1. W¦zeª I:
(Hvk)R =

∑
R′
HRR′v

(R′)
k

= eik·R

−t x3e−ik1︸ ︷︷ ︸
L

−t x2eik1︸ ︷︷ ︸
R

−t x3eik2︸ ︷︷ ︸
U

−t x2e−ik2︸ ︷︷ ︸
D

 = Ekx1eik·R;
2. W¦zeª II:

(Hvk)R = eik·R

−t x1e−ik1︸ ︷︷ ︸
L

−t x3eik1︸ ︷︷ ︸
R

−t x1eik2︸ ︷︷ ︸
U

−t x3e−ik2︸ ︷︷ ︸
D

 = Ekx2eik·R;
3. W¦zeª III:

(Hvk)R = eik·R

−t x2e−ik1︸ ︷︷ ︸
L

−t x1eik1︸ ︷︷ ︸
R

−t x2eik2︸ ︷︷ ︸
U

−t x1e−ik2︸ ︷︷ ︸
D

+Ux3

 = Ekx3eik·R.
Przepisujemy powy»sze warunki w postaci ukªadu równa«: Ek t(eik1 + e−ik2) t(e−ik1 + eik2)

t(e−ik1 + eik2) Ek t(eik1 + e−ik2)
t(eik1 + e−ik2) t(e−ik1 + eik2) Ek − U

 =
 x1
x2
x3

 (239)
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Standardowy warunek zerowania si¦ wyznacznika ukªadu równa« (239) daje równanie na
Ek:

E3k − UE2k − 6t2(1 + cos(k1 + k2))Ek
+2t2U(1+cos(k1+k2))+2t3(cos 3k1+cos 3k2)+6t3(cos(k1−2k2)+cos(k2−2k1)) = 0. (240)
Aby zobaczy¢ struktur¦ pasm, nale»y z tego równania wywikªa¢ Ek, co prowadzi do
wzorów Cardano � wygl¡da, »e tym razem jest to nieuniknione, a nie nale»y si¦ spodziewa¢
mo»liwo±ci zaatakowania problemu od innej strony, tak jak to byªo w jednym wymiarze.

Zrezygnujemy tu ze ±cisªo±ci, po±wi¦caj¡c j¡ dla pogl¡dowo±ci, i wykre±limy numerycznie
energi¦ jako funkcj¦ quasip¦du k.

Wynik okazuje si¦ by¢ zale»ny od U . W badanym przez nas zakresie U , dla maªych
U (od 0 do kilku t) dwa dolne pasma zawsze maj¡ wspóln¡ warto±¢ energii. Inaczej
jest z trzecim pasmem. Dla 0 < U < 2t, zbiór warto±ci energii jest spójny (jest jednym
odcinkiem). Dla U > 2t, jest on niespójny � s¡ dwa odcinki, tzn. s¡ dwa pasma energetyczne,
przedzielone przerw¡. Ewolucj¦ pasm mo»na prze±ledzi¢ na RYS....

Mamy tu do czynienia ze zjawiskiem zwanym przej±ciem metal-izolator (MIT).

10.6 Kagomiak jako przykªad �at-band dispersion

Jedn¡ z do±¢ wa»nych sieci dwuwymiarowych jest sie¢ kagomé. Sie¢ ta jest zªo»ona z
trójk¡tów odpowiednio przemieszanych z sze±ciok¡tamiRYS. B¦dziemy chcieli teraz policzy¢
dyspersj¦ Ek na sieci kagomé.

Ka»d¡ sie¢ periodyczn¡ w d wymiarach mo»na odpowiednio odwzorowa¢ na Zd. Robili±my
tak ju» z sieci¡ sze±ciok¡tn¡. Uczy«my tak i z sieci¡ kagomé. Najsampierw, aby sobie
troch¦ uªatwi¢ spraw¦, wyró»nijmy na sieci trzy rodzaje w¦zªów RYS.. Nast¦pnie, w¦»ªy
'kwadratowe' powpychajmy do rz¡dka o jeden ni»szego, pomi¦dzy w¦zªy okr¡gªe 'biaªe' i
'czarne'. W ten sposób otrzymamy sie¢ kwadratow¡ o trzech rodzajach w¦zªów i staªych
przeskoku mi¦dzy w¦zªami jak na RYS..

Aby byªo trudniej o pomyªk¦, wypiszmy poª¡czenia poszczególnych rodzajów w¦zªów:

1. W¦zeª typu I:

R = (R1, R2) jest poª¡czony z


(R1 − 1, R2) typu III
(R1 + 1, R2) typu II
(R1 + 2, R2) typu III
(R1 + 1, R2 − 1) typu II

2. W¦zeª typu II:

R = (R1, R2) jest poª¡czony z


(R1 − 2, R2 + 1) typu III
(R1 − 1, R2 + 1) typu I
(R1 − 1, R2) typu I
(R1 + 1, R2) typu III

3. W¦zeª typu III:

R = (R1, R2) jest poª¡czony z


(R1 − 1, R2) typu II
(R1 − 2, R2) typu I
(R1 + 1, R2) typu I
(R1 + 2, R2 − 1) typu II
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Tak wi¦c dla poszczególnych rodzajów w¦zªów mamy nast¦puj¡ce wyra»enia na skªadowe
wektorów Hvk:

1. W¦zeª typu I:

(Hvk)R = −t
(
e−ik1x3 + eik1x2 + e2ik1x3 + eik1e−ik2x2

)
eik·R = Ekx1eik·R

2. W¦zeª typu II:

(Hvk)R = −t
(
e−2ik1eik2x3 + e−ik1eik2x1 + e−ik1x1 + eik1x3

)
eik·R = Ekx2eik·R

3. W¦zeª typu III:

(Hvk)R = −t
(
e−ik1x2 + e−2ik2x1 + eik1x1 + e2ik1e−ik2x2

)
eik·R = Ekx3eik·R

Te 3 równania � jak to ju» byªo wielokrotnie � zapiszemy w postaci ukªadu równa«: Ek t(eik1 + eik1e−ik2) t(e−ik1 + eik2)
t(e−ik1eik2 + e−ik1) Ek t(eik1 + e−2ik1eik2)
t(eik1 + e−ik2) t(e−ik1 + e2ik1e−ik2) Ek


 x1
x2
x3

 = 0 (241)

Aby miaª on niezerowe rozwi¡zanie, musi znika¢ wyznacznik tego ukªadu:
Otrzymujemy st¡d równanie na Ek:

E3k − 2t2 (3 + cos k2 + cos 3k1 + cos(3k1 − k2))Ek

+4t3 (1 + cos(k2) + cos(3k1) + cos(3k1 − k2)) = 0 (242)

I teraz!! Nie trzeba si¦ga¢ do wzorów Cardano, aby je rozwi¡za¢! Chwila zastanowienia
(albo program symboliczny) wystarczy, aby zorientowa¢ si¦, jak wygl¡daj¡ rozwi¡zania:

E
(0)
k = 2t, (243)

E
(1)
k = t

(
−1−

√
3 + 2 cos k2 + 2 cos 3k1 + 2 cos(3k1 − k2)

)
, (244)

E
(2)
k = t

(
−1−

√
3 + 2 cos k2 + 2 cos 3k1 + 2 cos(3k1 − k2)

)
, (245)

Mamy wi¦c trzy pasma, z których jedno jest caªkowicie bezdyspersyjne! (pªaskie � caªkowicie
zdegenerowane; wszystkie stany nale»¡ce do tego pasma maj¡ tak¡ sam¡ energi¦).

10.7 Ukªady z brzegami swobodnymi, lub innymi � numeryka

10.7.1 Kiedy trzeba wyj±¢ poza transformacj¦ Fouriera

W caªej Section 7, podstawowym narz¦dziem diagonalizacji hamiltonianu i uzyskiwania
informacji na temat widma byªa dyskretna transformacja Fouriera. Jest to narz¦dzie nie do
przecenienia i widzieli±my, jak wielr ró»nych sytuacji mo»na byªo przeanalizowa¢ u»ywaj¡c
jednej tylko metody.

Nie ma jednak»e jednego uniwersalnego narz¦dzia do ka»dego problemu. W naszym
przypadku, aby zastosowa¢ transformacj¦ Fouriera, trzeba byªo naªo»y¢ periodyczne warunki
brzegowe. W rzeczywisto±ci, rzadko mamy do czynienia z sytuacjami prowadz¡cymi do
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periodycznych warunków brzegowych. Cz¦stsz¡ sytuacj¡ s¡ np. warunki typu '±ciana'
(niesko«czony, b¡d¹ bardzo du»y, potencjaª na pierwszym i ostatnim w¦¹le) lub 'otwarte'.

Ukªady takie dadz¡ si¦ przeanalizowa¢ ±ci±le, ale jest to znacznie trudniejsze ni»
zastosowanie transformaty Fouriera. Powstaje wi¦c pytanie, czy opªaca si¦ 'skórka za
wyprawk¦', tzn. czy musimy wkªada¢ znaczny wysiªek, aby wyj±¢ poza transformat¦
Fouriera.

Odpowied¹ zale»y od rodzaju problemu, z jakim mamy do czynienia. Je±li np. rozpatrujemy
spore ukªady (umownie, kilkadziesi¡t w¦zªów lub wi¦cej) oraz wªasno±ci typu 'bulk' (tzn.
np. ±redni¡ energi¦ w przeliczeniu na jeden w¦zeª) to naturalne wydaje si¦ przypuszczenie,
»e najistotniejsze jest to, co si¦ dzieje 'w ±rodku', a to co 'na brzegach' ma znaczenie o wiele
mniejsze, i dlatego wªasno±ci typu 'bulk' nie powinny zale»e¢ od warunków brzegowych. W
wielu przypadkach takie stwierdzenia mo»na nawet przemieni¢ w twierdzenia i udowodni¢
(twierdzenia o istnieniu granicy termodynamicznej).

Na ogóª znacznie trudniejsze, cho¢ czasem wykonalne, jest policzenie, jak si¦ zachowuje
ukªad o du»ych ale sko«czonych rozmiarach � dokªadniej, na ile wªasno±ci tego ukªadu s¡
ró»ne od wªasno±ci ukªadu niesko«czonego. Jest to tre±ci¡ teorii tzw. Finite Size Scaling.

Czasem jednak jeste±my zainteresowani innymi problemami, np. zjawiskami brzegowymi.
Wtedy ju» transformaty Fouriera nie mo»emy stosowa¢.

Inna sytuacja, to gdy mamy sko«czony i do±¢ maªy ukªad, dla skonkretyzowania �
kropka kwantowa o rozmiarze kilku nm. Tu ju» '�nite-size e�ects' mog¡ mie¢ znaczenie, i
niejednokrotnie wªasno±ci kropek kwantowych ró»ni¡ si¦ znacznie od wªasno±ci 'bulk'.

W takich przypadkach trzeba si¦gn¡¢ po jak¡± dopeªniaj¡c¡ metod¦ � tak¡ uniwersaln¡
metod¡ jest ±cisªa diagonalizacja macierzy hamiltonianu.

10.7.2 O metodach diagonalizacji sªów (prawie dosªownie) kilka

Z numerycznego punktu widzenia, musimy obliczy¢ warto±ci wªasne i by¢ mo»e wektory
wªasne macierzy rzeczywistej symetrycznej � takie przypadki spotykali±my dot¡d, oraz
zespolonej hermitowskiej � to na wyrost, ale takie sytuacje te» si¦ spotyka.

Faktami, bardzo uªatwiaj¡cym zarówno teoretycznie, jak i numerycznie mie¢ do czynienia
z takimi macierzami, s¡:

1. Warto±ci wªasne operatorów hermitowskich s¡ rzeczywiste;

2. Ukªad wektorów wªasnych jest zupeªny, tzn. mog¡ one tworzy¢ baz¦;

3. Wektory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom wªasnym s¡ ortogonalne.

Obie sytuacje s¡ dobrze rozpracowane z punktu widzenia algorytmów i ich implementacji.
Dobre omówienie algorytmów mo»na znale¹¢ w [10].

Implementacje s¡ bardzo rozpowszechnione. Pierwsze z brzegu przykªady, to wzmiankowane
wy»ej procedury Jacobiego oraz Hessenberga s¡ w [10] (odpowiednio jacobi oraz tred + tqli,
implementacje s¡ w Fortranach, C, C++); implementacje typu 'black-box' s¡ pakietach
Python'owych (numpy, scipy), w pakietach MatLab, Maple, Mathematica i wielu innych.

Naturalnym ograniczeniem tych procedur jest ilo±¢ operacji potrzebna do znalezienia
widma. W powy»szych algorytmach jest ona proporcjonalna doN3 (N � rozmiar macierzy).
W praktyce, na standardowym PC mo»na w rozs¡dnym czasie (kilkana±cie minut do kilku
godzin) zdiagonalizowa¢ macierz 5000 × 5000. Mo»na 'pój±¢' powy»ej tego rozmiaru, ale
ju» niewiele.
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W tych procedurach uzyskuje si¦ caªe widmo i � jako opcj¦ � wszystkie wektory
wªasne. Cz¦sto nie jest potrzebne caªe widmo � wystarczy kilka warto±ci oraz wektorów
wªasnych (np. górny albo dolny fragment widma). Algorytm, który liczy tylko fragment
widma oraz (opcjonalnie) odpowiadaj¡ce mu wektory wªasne, to metoda Lanczosa i jej
rozszerzenia. Pakiety implementuj¡ce metod¦ Lanczosa s¡ mniej popularne ni» te do ±cisªej
diagonalizacji z peªnym widmem oraz kompletem wektorów wªasnych, ale jest ich sporo.
Jednym z nich to ARPACK (Fortran, C++), inny to ALPS � caªy zestaw procedur do
±cisªej diagonalizacji oraz mechaniki statystycznej.

10.7.3 Rysunki

d = 1:

1. �a«cuch z przeskokami do najbli»szych s¡siadów, o.b.c. i p.b.c � porównanie dla
ró»nych N

2. �a«cuch

3. �a«cuch z potencjaªem o okresie 3, o.b.c.

4. PI�A : Pªaskodenka i niepªaskodenka

d = 2:

1. Sie¢ kwadratowa, o.b.c. Generalnie: Sytuacja o wiele mniej wyrazista ni» w d = 1

2. Néel, o.b.c.

3. Grafen?

4. Néel 3 i MIT
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11 Lokalizacja Andersona

11.1 Geneza problemu. Sytuacja w wymiarach 1 i 2 oraz 3

Wszystkie rozpatrywane przez nas do tej pory ukªady miaªy jedn¡ wspóln¡ cech¦ � byªy
periodyczne. (Mam na my±li ukªady sieciowe).

Badali±my ich ró»ne cechy, ale jedna z nich byªa wspólna: Byªa to rozci¡gªo±¢ przestrzenna
funkcji falowej. Dokªadniej, byªo to najªatwiej stwierdzi¢ w przypadku periodycznych
warunków brzegowych, ale podobn¡ sytuacj¦ mamy te» w przypadku np. warunków brzegowych
otwartych. Dla warunków periodycznych, funkcjami wªasnymi s¡ funkcje trygonometryczne
o okresach od N do 1. Tak, jak je dot¡d otrzymywali±my, to s¡ to pierwiastki z jedynki,
wi¦c trywiaªem jest, »e � od 1 do N � moduªy wszystkich skªadowych dowolnego wektora
wªasnego maj¡ warto±¢ 1.

Spróbujmy problem nieco 'zdetrywializowa¢', pami¦taj¡c, »e gdy mamy wektor wªasny,
skªadaj¡cy si¦ z samych pierwiastków z jedynki, dla ukªadu z periodycznymi warunkami
brzegowymi, to jest on liniow¡ kombinacj¡ fal biegn¡cych w lewo i w prawo. Gdy we¹miemy
tak¡ liniow¡ kombinacj¦ wektorów vk ± vN−k, to otrzymamy czysto rzeczywiste wektory,
o skªadowych skªadaj¡cych si¦ z samych cosinusów (b¡d¹ sinusów). Konkluzja jest taka
sama � dowolna funkcja wªasna rozci¡ga si¦ na caªy ukªad. RYS.

Bardzo podobn¡ sytuacj¦ mamy dla otwartych warunków brzegowych. Tu poprzestaniemy
na ilustracji numerycznej RYS. dla kilku funkcji wªasnych.

A TYMCZASEM! Periodyczno±¢ jest idealizacj¡: w praktyce »adne ukªady w przyrodzie
nie s¡ dokªadnie periodyczne. Czasem periodyczno±¢ wygl¡da na dobre przybli»enie �
najczystsze substancje, jakie daje si¦ otrzyma¢, maj¡ ok. 10−8 % zanieczyszcze«.

Warto wi¦c sprawdzi¢, jak obecno±¢ zanieczyszcze« (psuj¡cych te» periodyczno±¢)
odbija si¦ na wªasno±ciach funkcji wªasnych elektronów w krysztaªe. Mo»e to by¢ wst¦p
do badania kolejnych wªasnósci zanieczyszczonych krysztaªów.

11.1.1 Wtr¦t: Za jakie efekty odpowiedzialne s¡ domieszki

Okazuje si¦, »e czasem obecno±¢ zanieczyszcze« nie ma zasadniczego znaczenia, ale czasem
ma. Jednymi z (bardzo wa»nych) efektów, za obecno±¢ których odpowiedzialne s¡ domieszki,
s¡:

• nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe. Jeden z pierwszych zwi¡zków, w którym
je odkryto, to La2−xBaxCuO4, x � st¦»enie domieszki (baru) � maªe (rz¦du 0.15).
Nadprzewodnictwo istnieje w okre±lonym zakresie st¦»e« x (ok. 0.1 � 0.3).

• Uªamkowy kwantowy efekt Halla. Kwantowy efekt Halla polega na kwantowaniu
oporno±ci Halla jako funkcji przyªo»onego pola magnetycznego. Pocz¡tkowo obserwowano,
»e oporno±¢ jest (w odpowiednich jednostkach) liczb¡ caªkowit¡ (IQHE), pó¹niej za±
okazaªo si¦, »e mo»e te» by¢ uªamkowa (FQHE). Do wyja±nienia FQHE konieczne
jest uwzgl¦dnienie obecno±ci nieporz¡dku w próbce.

• Wytrzymaªo±¢ Wzmianka o wytrzymaªo±ci czystego NaCl;

• Wªasno±ci transportu: Rozpraszanie i interferencja fal rozproszonych przez domieszki
mo»e mie¢ decyduj¡cy wpªyw na np. przewodnictwo
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Trudno problem potraktowa¢ elementarnie, a przynajmniej z tym stopniem prostoty, z
jakim mo»na byªo to zrobi¢ przy badaniu ukªadów periodycznych. � mimo »e mamy model
cz¡stek nieoddziaªywuj¡cych.

11.1.2 Co zrobiª Anderson

Pierwsze, pionierskie kroki w badaniu wpªywu domieszek na wªasno±ci funkcji falowych
zrobiª Anderson [13], ju» ponad póª wieku temu. Analizowaª on model tej klasy, któr¡
zajmowali±my si¦ w poprzedniej Section, a przykªadowego Hama napiszemy za chwil¦,
w Subsec. 11.2. Jest to model sieciowy z potencjaªem przypadkowo zmieniaj¡cym si¦ od
w¦zªa do w¦zªa. Anderson pokazaª, »e, w d = 1, przy niskich energiach, elektrony nie b¦d¡
dyfundowa¢: Je±li pocz¡tkowo funkcja falowa byªa gdzie± przestrzennie zlokalizowana, to
(z du»ym prawdopodobie«stwem) b¦dzie ona zlokalizowana dowolnie dªugo.

Zjawisko lokalizacji mo»na rozpatrywa¢ jako efekt wielokrotnych odbi¢ na przypadkowo
rozªo»onych domieszkach. Okazuje si¦, »e króluje interferencja destruktywna i funkcja
wykªadniczo 'ga±nie' wraz z odlegªo±ci¡.

Dokªadniejsze sformuªowanie, oraz nast¦pne wyniki, jest nast¦puj¡ce ??:
W modelu ciasnego wi¡zania, który rozwa»aª Anderson , ewolucja funkcji falowe ψ na

sieci d−wymiarowej sieci Zd opisana jest przez równanie Schrödingera:

i~ψ̇t = Hψt,

gdzie hamiltonian H jest dany przez

(Hφ)(j) = Ejφ(j) +
∑
k 6=j

V (|k − j|)φ(k) ,

tu Ej jest nieskorelowan¡ zmienn¡ przypadkow¡, za± oddziaªywanie V (r)maleje z odlegªo±ci¡
jak r−2 dla du»ych r. Jako przykªad, mo»na przyj¡¢, »e E(j) ma jednorodny rozkªad w
[−W,W ] oraz

V (|r|) =

1, |r| = 10, w innych przypadkach.

Zakªadaj¡c, »e dla t = 0, funkcja ψ0 jest zlokalizowana wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych,
interesujemy si¦, jak szybko dyfunduje rozkªad prawdopodobie«stwa |ψt|2. Analiza Andersona
pokazuje,»e:

1. Je±li d jest równy 1 lub 2 i dla dowolnego W , lub d = 3 oraz W/~ jest dostatecznie
du»y, to dla dowolnego t funkcja falowa pozostaje zlokalizowana, tzn. zachodzi
oszacowanie ∑

n∈Zd
|ψt(n)|2|n| ¬ C

jednostajnie w t. Zjawisko to zwane jest lokalizacj¡ Andersona.

2. je±li natomiast d ­ 3 oraz W/~ jest maªy, to∑
n∈Zd
|ψt(n)|2|n| ≈ D

√
t ,

dla pewnej staªej D, zwanej staª¡ dyfuzji.
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Lokalizacja Andersona byªa badana w ró»ny sposób: numerycznie, teoretycznie ( techniki
jakie stosowano to np. SUPERSYMETRIA), do±wiadczalnie te». Du»o jest jednak dalej
otwartych problemów, np. znalezienie oszacowa« na stopie« nieporz¡dku w trzech wymiarach,
powy»ej którego nast¦puje lokalizacja.

A wszystko to ju» na poziomie cz¡stek NIEODDZIA�YWUJ�CYCH! Uwzgl¦dnienie
oddziaªywa« to kolejny, o wiele mniej zbadany szczebel...

11.2 Numerki � jak zobaczy¢ lokalizacj¦ w d = 1

W tej Subsection zbadamy numerycznie prosty model sieciowy lokalizacji Andersona,
i prosty problem � lokalizacj¦ funkcji falowych. B¦dzie to model z rodzaju tych, jakie
badali±my w poprzedniej Section, tzn. cz¡stki w zewn¦trznym potencjale:

Hnn = −t
∑
〈i,j〉
(c†icj + c

†
jci) + λ

∑
i

Uini, (246)

gdzie tym razem Ui jest zmienn¡ przypadkow¡, przyjmuj¡c¡ warto±ci dyskretne: Ui =
{−1, 0, 1}, za± λ jest parametrem charakteryzuj¡cym 'siª¦' nieporz¡dku.

Dla λ = 1, dla jakiego± wylosowanego nieporz¡dku, wyniki przedstawiono na RYS..
Dla porównania, pokazujemy te» odrobin¦ inny setup i wyniki z prezentacji Riery [12].
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12 O modelu Hubbarda sªów kilka

12.1 Model Hubbarda � ogólne przedstawienie

Na pytanie zawarte w tytule tego rozdziaªu mo»na najkrócej odpowiedzie¢: Jest to jeden z
najprostszych sieciowych modeli silnie skorelowanych elektronów. Potrzeba jego wykorzystania
pojawia si¦ tam, gdzie zawodzi opis przy u»yciu przybli»enia elektronów niezale»nych.
Przybli»enie to uwzgl¦dnia oddziaªywanie elektronów w sposób samouzgodniony (analogicznie
jak przybli»enie Hartree-Focka w �zyce atomowej lub cz¡steczkowej). Do opisu wielu
zjawisk taki model wystarcza. Istniej¡ jednak problemy, w których elektronów nie mo»na
traktowa¢ jako cz¡stek niezale»nych � nale»y do nich np. spora klasa przej±¢ metal-izolator
lub zjawisko ferromagnetyzmu. Ukªady, do opisu których nie wystarcza model cz¡stek
niezale»nych s¡ to tzw. ukªady silnie skorelowanych elektronów.

Model Hubbarda jest wªa±nie jednym z z najprostszych sieciowych modeli silnie skorelowanych
elektronów, a jednocze±nie jednym z najwa»niejszych modeli w �zyce ciaªa staªego. Stwierdzenie
takie nosi nieuchronne pi¦tno subiektywizmu. Mo»na jednak poda¢ bardziej wymierne
kryteria: jest to jeden z najcz¦±ciej badanych modeli. W archiwum elektronicznym cond-
mat w ci¡gu ostatnich lat ukazuje si¦ rocznie kilkadziesi¡t prac mu po±wi¦conych, za±
praca Hubbarda, w której autor ten model wprowadziª, byªa do dzi± (maj 2013) cytowana
ponad 5000 razy.

Model zostaª wprowadzony przez J. Hubbarda w r. 1963 [15] Gwoli sprawiedliwo±ci
historycznej, niezale»nie podobne modele sformuªowali: Gutzwiller [16] i Kanamori [17].
Pierwotn¡ motywacj¡ wprowadzenia tego» modelu byª opis ferromagnetyzmu metaliczne-
go (�itinerant�). Te wczesne próby nie zako«czyªy si¦ powodzeniem � ówcze±nie dost¦pne
metody analizy hamiltonianów takich jak (278) byªy maªo skuteczne.

Pó¹niej dostrze»ono, »e model Hubbarda jest naturalnym '±rodowiskiem' do badania
innych zjawisk, takich jak:

• inne uporz¡dkowania magnetyczne (antyferromagnetyzm, ferrimagnetyzm, metamagnetyzm
...)

• przej±cia metal-izolator (Metal-Insulator Transition) [?]

• nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe [?]

• kondensacja Bosego-Einsteina zimnych atomów na 'sieci optycznej' [?] (tu cz¡stki �
atomy w puªapce magnetycznej � nie s¡ fermionami a bozonami).

Wierzy si¦, »e w ramach modelu Hubbarda mo»na wyja±ni¢ te zjawiska, »e model Hubbarda
jest najprostszym modelem, w ramach którego mo»emy stoj¡c¡ za nimi �zyk¦ zrozumie¢
bez �wkªadania r¦kami� tych efektów w hamiltonian. (W wielu przypadkach nadzieje te
ju» si¦ potwierdziªy). Rola modelu Hubbarda jest wi¦c dla teorii silnie skorelowanych
elektronów równie fundamentalna, jak modelu Isinga dla teorii przej±¢ fazowych: Oba
modele stanowi¡ �archetypy�, �paradygmaty� dla odpowiednich dziedzin.

Model Hubbarda nie jest modelem fundamentalnym � przynajmniej w tym sensie, w
jakim mo»na uwa»a¢ za fundamentalne np. równanie Schrödingera albo Diraca: Równania
te odgaduje si¦ albo postuluje, natomiast model Hubbarda si¦ wyprowadza. Wyprowadzenie
modelu Hubbarda z równania Schrödingera nast¦puje przez szereg zaªo»e«, etapów po±rednich
i przybli»e«, z których najwa»niejsze to: zaªo»enie o istnieniu periodycznej struktury
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krystalicznej; przybli»enie ciasnego wi¡zania; pomini¦cie caªego szeregu caªek w przybli»eniu
ciasnego wi¡zania.

Jak wspomnieli±my, model Hubbarda jest jednym z najprostszych modeli opisuj¡cych
ukªad oddziaªywuj¡cych elektronów w¦drownych (itinerant) w krysztale (modelowanym
przez potencjaª periodyczny). W hamiltonianie obecne jedynie dwa czªony: operator energii
kinetycznej, opisuj¡cy ruch cz¡stek swobodnych po sieci krystalicznej, oraz operator energii
oddziaªywania tych cz¡stek � maj¡cy chyba najprostsz¡ mo»liw¡ posta¢: cz¡stki si¦ odpychaj¡,
gdy znajduj¡ si¦ na jednym w¦¹le, oraz nie oddziaªywuj¡, gdy s¡ na ró»nych w¦zªach.
Tak¡ posta¢ oddziaªywania mo»na uwa»a¢ za skrajnie uproszczony opis ekranowanego
oddziaªywania kulombowskiego.

Tu pokaza¢ Hama; b¦dzie on pó¹niej z bardziej szczegóªowymi obja±nieniami,

wi¦c szkoda przepisywa¢ dwa razy to samo; ale pokaza¢ mo»na.

Tak otrzymany hamiltonian jest drastycznie zredukowany w porównaniu z rzeczywisto±ci¡
i w zwi¡zku z tym na ogóª nie oczekuje si¦, »e model Hubbarda b¦dzie dawaª ilo±ciowy
opis faktów eksperymentalnych: przy wyprowadzaniu z równania Schrödingera czyni si¦
zbyt wiele upraszczaj¡cych zaªo»e«. Uzasadnione s¡ jednak nadzieje, »e badanie modelu
Hubbarda przyniesie chocia» jako±ciowe zrozumienie wielu zjawisk z zakresu �zyki silnie
skorelowanych elektronów.

Mo»e sªów par¦ o zasadzie uniwersalno±ci

12.2 Opis ukªadów wielu fermionów: Fermiony o spinie 0

12.2.1 Przestrze« Hilberta dla ukªadów jednocz¡stkowych

Dot¡d analizowali±my hamiltoniany jednocz¡stkowe. Do ich analizy wystarczyªa przestrze«
Hilberta stanów takiego ukªadu, a byªa to przestrze« N− wymiarowa, gdzie N byªo liczb¡
w¦zªów. Gdy mieli±my tu M cz¡stek, to poprzestali±my na wzmiance, »e stan ukªadu jest
antysymetryzowanym iloczynem M dowolnych ró»nych funkcji jednocza±tkowych.

Teraz, chc¡c jawnie uwzgl¦dni¢ oddziaªywania, musimy najsampierw dobrze zde�niowa¢
przestrze« Hilberta stanów takich ukªadów.

Zacznijmy od przypomnienia de�nicji przestrzeni Hilberta stanów ukªadu jednocz¡stkowego,
gdzie mamy N w¦zªów. Niech Λ b¦dzie zbiorem N w¦zªów. Ka»d¡ funkcj¦ falow¡ ϕ jednej
cz¡stki na Λ mo»emy zapisa¢ jako

ϕ = {ϕi} ≡ ϕ(i), i ∈ Λ. (247)

Skªadowe ϕi s¡ na ogóª zespolone: ϕi ∈ C. Tak wi¦c zbiór wszystkich funkcji falowych φ
tworzy przestrze« wektorow¡ H(1):

H(1) ∼= CN ∼= l2(Λ;C)

Naturaln¡ baz¡ w takiej przestrzeni jest baza zªo»ona z funkcji χi, i = 1 . . . N ; funkcja
χi to taka, »e mamy cz¡stk¦ na i−tym w¦¹le ('funkcja charakterystyczna i−tego w¦zªa').
Inna baza to baza zªo»ona z wektorów, których skªadowymi s¡ kolejne pot¦gi pierwiastków
N−tego stopnia z jedynki. Fizycznie s¡ to fale pªaskie.

Zgodnie z zasad¡ superpozycji mo»na z funkcji χi zbudowa¢ dowoln¡ funkcj¦ jednocz¡stkow¡,
czyli zapisa¢ (247) jako:

ϕ =
N∑
i=1

ϕiχi
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Gwoli formalno±ci, iloczyn skalarny 〈, 〉 w H(1) jest

〈ϕ, ψ〉 =
N∑
i=1

ϕ̄iψi.

Dowolny operator jednocz¡stkowyA (mieli±my do czynienia z hamiltonianem, ale analogicznie
jest z innymi obserwablami) to samosprz¦»ony operator A : H(1) → H(1).

Jako kanoniczny przykªad takiego operatora jednocz¡stkowego mo»na wzi¡¢ operator
przeskoku (tzn. tunelowania elektronu pomi¦dzy w¦zªami). Dany jest on przez symetryczn¡
rzeczywist¡ macierz T , o skªadowych [tij]. Sieciowe równanie Schrödingera dla elektronu
na sieci ma wi¦c posta¢: ∑

j

tijψ
(k)
j = ε

(k)ψ
(k)
i

� zapis we wspóªrz¦dnych; i, j s¡ to indeksy sieciowe, za± k jest numerem energii wªasnej
i funkcji wªasnej, tak wi¦c ψ(k) = {ψ(k)j }. Mo»na te» zapisa¢ w postaci 'coordinate free'

Tψ(k) = ε(k)ψ(k)

Takich macierzy diagonalizowali±my ju» bardzo wiele.

12.2.2 Ukªady wielocz¡stkowe � opis przez iloczyny funkcji jednocz¡stkowych

To teraz wreszcie musimy przyst¡pi¢ do opisu ukªadów wielocz¡stkowych.
Rozpatrzmy najsampierw ukªady dwucz¡stkowe.
Na pierwszy rzut oka, wydawaªoby si¦, »e skoro mamy dwie identyczne cz¡stki na tym

samym obiekcie (gra�e Λ), to przestrzeni¡ stanów ukªadu dwucz¡stkowego powinien by¢
iloczyn tensorowy H(1) ⊗ H(1). Ale my±l¡c tak, przeoczamy pewien fakt, a mianowicie,
»e dla ukªadu fermionów, funkcja falowa musi by¢ antysymetryczna. Bardziej konkretnie:
Mamy dwucz¡stkow¡ funkcj¦ falow¡ ψ(2) ≡ ψ(i1, i2) (zaªó»my, »e jeste±my w opisie poªo-
»eniowym, wi¦c i1 jest poªo»eniem pierwszej cz¡stki, a i2 drugiej). Taka dowolna funkcja
falowa musi zmienia¢ znak przy zamianie argumentów:

ψ(i1, i2) = −ψ(i1, i2).

Przestrzeni¡ stanów nie jest wi¦c caªa przestrze« H(1)⊗H(1), a jej podprzestrze«, zªo»ona
z funkcji antysymetrycznych. Oznaczmy j¡ H(2)A :

H(2)A = A(H(1) ⊗H(1)). (248)

tu A oznacza antysymetryzacj¦.
Baz¦ w takiej przestrzeni tworz¡ (antysymetryczne) funkcje χij:

χij(1, 2) = χi(1)χj(2)− χj(1)χi(2) =
∣∣∣∣∣ χi(1) χi(2)
χj(1) χj(2)

∣∣∣∣∣ , 1 ¬ i < j ¬ N. (249)

ostatnia posta¢ to znany by¢ mo»e Czytelnikowi z kursu �zyki atomowej wyznacznik
Slatera.

Uwaga. Wida¢ »e gdy w powy»szej funkcji wstawi¢ i = j, to automatycznie otrzyma
si¦ zero. Jest to odbiciem zakazu Pauliego3 mówi¡cego, i» w jednym stanie kwantowym
mo»e si¦ znajdowa¢ co najwy»ej jeden fermion.

3Nie myli¢ z efektem Pauliego; je±li kto± ze sªuchaczy nie sªyszaª, to prowadz¡cy ch¦tnie t¦ anegdot¦
opowie
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Z drugiej strony, Czytelnik, obznajomiony cho¢ troch¦ z algebr¡ tensorow¡ i/lub
geometri¡ ró»niczkow¡, od razu rozpozna tutaj przestrze« 2-form. Jest to przejaw tego,
»e te same struktury wyst¦puj¡ w wielu ró»nych miejscach...

Z postaci powy»szej bazy, wida¢ od razu, »e

dimH(2)A =
(
N
2

)
.

Dowoln¡ funkcj¦ falow¡ ukªadu dwucz¡stkowego mo»na przedstawi¢ jako kombinacj¦ liniow¡:

ψ(1, 2) =
∑

1¬i<j¬N
aijχij(1, 2).

Teraz jest jasne, jak b¦dzie wygl¡daªa konstrukcja przestrzeni stanów dla ukªadu k
fermionów (k ¬ N). Funkcja falowa musi by¢ antysymetryczna wzgl¦dem przestawie«
dowolnych dwu spo±ród k cz¡stek. Baz¦ w przestrzeni H(k)A takich funkcji:

H(k)A = A(H(1) ⊗H(1) ⊗ · · · ⊗ H(1)) (k razy) (250)

b¦d¡ stanowi¢ wyznaczniki zªo»one z k funkcji jednocz¡stkowych:

χi1,i2,...,ik(1, 2, . . . , k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i1(1) i1(2) . . . i1(k)
i2(1) i2(2) . . . i2(k)
. . . . . . . . . . . .
ik(1) ik(2) . . . ik(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , 1 ¬ i1 < i2 · · · < ik ¬ N (251)

Dowolna k−cz¡stkowa funkcja falowa ma posta¢

ψ(1, 2, . . . , k) =
∑

1¬i1<i2···<ik¬N
ai1i2...ikχi1,i2,...,ik(1, 2, . . . , k),

za± wymiar k−cz¡stkowej przestrzeni Hilberta wynosi

dimH(k)A =
(
N
k

)
.

Kto mi¡l do czynienia z formami, to na pewno zobaczy, »eH(k)A to przestrze« (algebraicznych)
k−form na przestrzeni N−wymiarowej.

12.2.3 Ukªady wielocz¡stkowe � opis przez operatory kreacji i anihilacji

Czytelnik o inklinacjach purystycznych mo»e odczu¢ niesmak przy czytaniu powy»szej
Subsubsection. Powód jest nast¦puj¡cy: Pisz¡c k− cz¡stkow¡ funkcj¦ falow¡, rozró»niali±my
w zapisie cz¡stki � pisali±my bowiem ψ(1, 2, . . . , k). Tymczasem wiadomo, »e fermiony (i
bozony) s¡ nierozró»nialne. Czy mo»na t¦ nierozróznialno±¢ zapewni¢ ju» na poziomie
zapisu funkcji falowej?

Okazuje si¦, »e tak, i zobaczymy teraz, w jaki sposób mo»na to zrobi¢.
Zde�niujemy mianowicie przestrze« Hilberta dla problemów wielofermionowych, u»y-

waj¡c formalizmu operatorów kreacji i anihilacji. Z ka»dym w¦zªem sieci i ∈ Λ stowa-
rzyszmy operator fermionowy ai. Jak ze wszystkimi operatorami, dla ka»dego z tych
operatorów mo»na bra¢ sprz¦»enia, mo»na te» bra¢ ich kombinacje liniowe (ze wspóªczyn-
nikami, na ogóª, zespolonymi), mo»na wreszcie bra¢ iloczyny, otrzymuj¡c w ten sposób
inne operatory.
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�¡damy, aby operatory ai oraz ich sprz¦»enia a†i (zwane operatorami kreacji) speªniaªy
relacje antykomutacji:

{a†i , aj} = δij, (252)

oraz
{a†i , a

†
j} = 0 = {ai, aj} (253)

dla wszystkich i, j ∈ Λ. Powy»sze nawiasy klamrowe oznaczaj¡ antykomutator: Dla ope-
ratorów A,B de�niujemy go jako

{A,B} = AB +BA

Zauwa»my, »e z (253) wynika, »e (ai)2 = 0 = (a
†
i )
2 dla dowolnego i.

Interpretacja �zyczna operatorów ai oraz a
†
i jest nast¦puj¡ca: Operatory ai s¡ operatorami

anihilacji cz¡stki na w¦¹le i, za± a†i s¡ operatorami kreacji. Odpowiedni operator liczby
cz¡stek to:

ni = a
†
iai.

Z wªasno±ci (253) przekonujemy si¦, »e operatory liczby cz¡stek na ró»nych w¦zªach
komutuj¡.

Ponadto ni speªnia:

n2i = a
†
iaia

†
iai = a

†
i (1− a

†
iai)ai = a

†
iai − a

†
ia
†
iaiai = a

†
iai = ni,

(wykorzystywali±my tu wªasno±ci antykomutacji (252) i (253)), któr¡ to równo±¢ mo»emy
przepisa¢ jako

n2i − ni = ni(ni − 1) = 0,
tak wi¦c operator ni ma dwie warto±ci wªasne: jeden oraz zero. Widzimy wi¦c, »e mamy
speªniony zakaz Pauliego.

U»ywaj¡c tych operatorów, skonstruujemy teraz wieloelektronow¡ przestrze« Hilberta.
Zaczniemy od pojedynczego wektora pró»ni Φvac, który nie zawiera »adnych cz¡stek.
Innymi sªowy, Φvac jest anihilowany przez dowolny operator anihilacji:

aiΦvac = 0 dla dowolnego i ∈ Λ. (254)

Zde�niujmy teraz stan k−cz¡stkowy jako:

Φi1,i2,...,ik = a
†
i1a
†
i2 . . . a

†
ik
Φvac, gdzie 1 ¬ i1 < i2 < · · · < ik ¬ N (255)

Zwró¢my uwag¦, »e wszystkie w¦zªy i1, i2, . . . , ik musz¡ by¢ ró»ne, poniewa» gdyby które±
dwa byªyby takie same, to prawa strona równo±ci (255) byªaby równa zeru z uwagi na
pierwsz¡ równo±¢ (253).

Stan (255) interpretujemy jako odpowiadaj¡cy cz¡stkom zlokalizowanym na w¦zªach
i1, i2, . . . , ik. Zwró¢my uwag¦, »e tu cz¡stek nie numerujemy � okre±lamy jedynie ich ilo±¢
� wi¦c ten sposób opisu zapewnia automatycznie nierozró»nialno±¢ cz¡stek. Natomiast
antysymetria funkcji falowej przejawia si¦ w inny sposób: Otó» operatory po prawej
stronie (255) antykomutuj¡. Przy zadanych i1, i2, . . . , ik musimy wi¦c uto»sami¢ stany
odpowiadaj¡ce wszystkim mo»liwym ustawieniom operatorów kreacji (jest ich k!) po
prawej stronie równo±ci w (255). Dany wi¦c stan k−cz¡stkowy mo»emy wi¦c zapisa¢ na
k! sposobów, odpowiadaj¡cych wszystkim mo»liwym permutacjom operatorów kreacji.

Mamy wi¦c np.
a†ia
†
jΦvac = −a

†
ja
†
iΦvac

78



Tak wi¦c zapisujemy stan k−cz¡stkowy przez zadziaªanie wszystkich mo»liwych k!
ustawie« operatorów kreacji na stan pró»ni.

Dalej, caª¡ przestrze« Hilberta stanów wszystkich mo»liwych stanów k−cz¡stkowych
H(k) jest tworzona przez wszystkie k−elementowe podzbiory wszystkich N operatorów
kreacji. Wida¢ st¡d, »e

dim H(k) =
(
N
k

)
zgodnie z tym, co otrzymali±my uprzednio.

Na zako«czenie tej Subsection poczy«my jeszcze uwag¦ odno±nie natury rozwa»anych
tu cz¡stek, tzn. fermionów bezspinowych. Mówienie o fermionach bezspinowych mo»e wi¦c
wydawa¢ si¦ bez sensu, co � nieco tylko inaczej sformuªowane � wywoªuje jednoznaczne
skojarzenia 4 w ±wietle zwi¡zku spinu ze statystyk¡, zapodaj¡cym, »e fermiony maj¡
spin poªówkowy, za± spin zero jako »ywo poªówkowy nie jest. Ale rozwa»anie fermionów
bezspinowych jest jednak z sensem. Mianowicie:

• Przy rozwa»aniu ªa«cuchów spinowych, w okre±lonych przypadkach wykonuje si¦
tzw. transformacj¦ Jordana-Wignera, po dokonaniu której zmienne spinowe przechodz¡
w bezspinowe operatory fermionowe.

• Dla fermionów ze spinem np. 12 , mo»na rozwa»a¢ podprzestrze« zawieraj¡c¡ tylko
cz¡stki o jednakowym spinie (np. 'w gór¦'). We wszystkich zwi¡zkach antykomutacyjnych
mo»na wtedy pomija¢ spin i otrzymujemy dokªadnie te zwi¡zki antykomutacyjne co
w tej Subsection, tzn. dla fermionów bezspinowych.

12.3 Ukªady wielu fermionów o spinie 12
Du»o spo±ród rzeczy przedstawionych poni»ej (aspekty matematyczne ukªadów wielocz¡stkowych
o spinie 12 , oraz dotycz¡cych ferromagnetyzmu pªaskodennego) s¡ przytoczone za prac¡
[20].

12.3.1 Opis przez operatory kreacji i anihilacji

Zaprezentowane w poprzedniej Subsection rozwa»ania dotycz¡ce przestrzeni stanów i
funkcji falowych ukªadów wieloelektronowych byªy wa»ne, ale nie uwzgl¦dniaªy faktu,
»e elektron ma spin poªówkowy i ten fakt jest odpowiedzialny za wiele efektów, które nie
mog¡ by¢ opisane w ramach modelu fermionów bezspinowych. ('Teoria powinna by¢ tak
prosta, jak to tylko mo»liwe � ale nie prostsza' (A. Einstein)). Poprzednia Subsection byªa
jednak dobr¡ rozgrzewk¡, a ponadto w naturalny sposób mo»na post¦powanie stamt¡d
rozszerzy¢ na przypadek fermionów ze spinem.

Nie b¦dziemy powtarza¢ konstrukcji z poprzedniej Subsection � wygl¡daj¡ bardzo
podobnie w obu przypadkach � ale wyszczególnimy ró»nice pomi¦dzy obydwoma przy-
padkami.

Podobnie pominiemy pierwszy sposób post¦powania z Subsubsec. 12.2.2, a skupimy
si¦ na drugim sposobie z 12.2.3.

1. Spin ka»dej cz¡stki b¦dziemy oznacza¢ dodatkowym indeksem, na ogóª σ. Mo»e
przyjmowa¢ warto±ci ±12 ; b¦dziemy te dwie sytuacje oznaczali: ↑ lub ↓.

4Vide rysunek A. Mleczki z r. 1981: 'Obywatelu! Nie pieprz bez sensu'
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2. Operatory kreacji i anihilacji cz¡stki o spinie σ na w¦¹le i oznaczymy: c†i,σ oraz ci,σ
odpowiednio.

3. Analogony relacji antykomutacji (252) oraz (253) s¡

{c†i,σ, cj,η} = δi,jδσ,η (256)

oraz
{c†i,σ, c

†
j,η} = 0 = {ci,σ, cj,η} (257)

dla dowolnych i, j ∈ Λ oraz dowolnych σ, η. Zwi¡zki te implikuj¡ w szczególno±ci, »e

(c†i,σ)
2 = 0, (ci,σ)2 = 0.

4. Operator liczby cz¡stek o spinie σ na w¦¹le i to

ni,σ = c
†
i,σci,σ.

Operatory o ró»nych indeksach (zarówno spinowym, jak poªo»eniowym) komutuj¡
ze sob¡. Analogicznie jak poprzednio pokazujemy, »e ni,σ ma dwie warto±ci wªasne:
0 oraz 1. W odró»nieniu od cz¡stek bezspinowych, mo»emy tu zde�niowa¢ operator
caªkowitej liczby cz¡stek na w¦¹le i jako

ni = ni,↑ + ni,↓. (258)

Tak wi¦c przestrze« stanów na jednym w¦¹le jest czterowymiarowa, a baz¦ tej
przestrzeni tworz¡ stany: |0〉, | ↑〉, | ↓〉, | ↑↓〉.

5. Pró»nia Φvac jest stanem bez jakichkolwiek cz¡stek, co jest reprezentowane jako

ci,σΦvac = 0 dla dowolnych i ∈ Λ, σ =↑, ↓ .

6. Dla dowolnego 0 ¬ k ¬ 2N ,(Uwaga: Uprzednio byªo: 0 ¬ k ¬ N) stan k− cz¡stkowy
de�niujemy jako

Φi1,σ1;i2,σ2;...,ik,σk = c
†
i1,σ1c

†
i2,σ2 . . . c

†
ik,σk
Φvac. (259)

Tutaj wymaganiem jest, aby wszystkie dwuindeksy {il, σl} byªy ró»ne. Natomiast
je±li spotkaj¡ si¦ dwa dwuindeksy o takich samych skªadowych poªo»eniowych, to
skªadowe spinowe musz¡ by¢ ró»ne.

7. Uto»samiamy wszystkie stany ró»ni¡ce si¦ kolejno±ci¡ operatorów kreacji w (259),
pami¦taj¡c o znaku permutacji. Zasada Pauliego mówi tu to samo co uprzednio,
»e w danym stanie kwantowym nie mo»e przebyw¡c naraz wi¦cej ni» jeden fermion,
tyle »e stan jest tu okre±lany przez poªo»enie oraz spin.

RYS. � przykªad elementu bazy ukªadu wielocz¡stkowego, w którym wyst¦puj¡ wszystkie
stany jednow¦zªowe: pusty, 'up', 'down' i 'up-and-down'.
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12.3.2 Przestrze« Hilberta i jej struktura dla fermionów o spinie poªówkowym
a CrAnOp's

Wpoprzedniej Subsection wprowadzili±my najsampierw algebr¦ operatorów kreacji i anihilacji,
a nast¦pnie zde�niowali±my przestrze« Hilberta przez dziaªanie (reprezentacji tej) algebry
na pojedynczy stan pró»ni. Znowu jednak, autor podejrzewa mo»liwo±¢ dyskomfortu
estetycznego u co poniektórych Czytelników (i Czytelnic? Czytelniczek?) spowodowanego
tym, »e aby mówi¢ o operatorach, nale»y najsampierw wprowadzi¢ przestrze«, na której
one dziaªaj¡. Tak wi¦c wprowadzimy tu explicite przestrze« Hilberta oraz dziaªaj¡ce w
niej operatory.

Niech Λ̃ = Λ × {↑, ↓} b¦dzie przestrzeni¡ kon�guracyjn¡ pojedynczego elektronu.
B¦dziemy oznaczali jej elementy jako ui, tak wi¦c Λ̃ 3 ui = {i, σi}, gdzie i ∈ Λ,
σ =↑, ↓. Przestrze« Hilberta stanów pojedynczego elektronu H(1) = l2(Λ̃;C). Dla n =
0, 1, 2, . . . , 2N de�niujemy n−cz¡stkowe przestrzenie Hilberta H(n) przez:

H(0) = C, (260)

H(1) = l2(Λ̃;C) (261)

oraz
H(n) = P− l2(Λ̃;C)⊗ l2(Λ̃;C)⊗ · · · ⊗ l2(Λ̃;C)︸ ︷︷ ︸

n razy

(262)

gdzie P− jest operatorem rzutu na podprzestrze« funkcji caªkowicie antysymetrycznych,
tzn. takich, »e zmieniaj¡ znak, gdy si¦ zamieni dowolne dwa ich argumenty. Explicite,
mamy

P−ψ(u1, u2, . . . , un) =
1
n!

∑
π∈Sn
(−1)sgn(π)ψ(π(u1), π(u2), . . . , π(un)) (263)

(zakªadam, »e Czytelnik wie, co to jest znak permutacji).
Teraz! B¦dziemy de�niowa¢ operatory kreacji i anihilacji. Zacznijmy od operatora cu.
Dla ψ ∈ H(0), de�niujemy

cuψ = 0 dla ka»dego u.

Dla ψ ∈ H(n), gdzie n ­ 1, de�niujemy

(cuψ)(u1, u2, . . . , un−1) =
√
nψ(u, u1, u2, . . . , un−1), (264)

gdzie cuψ ∈ H(n−1). Teraz operator sprz¦»ony c†u: Na przestrzeni H(n), gdzie n ­ 1,
operator c†u dziaªa nast¦puj¡co:

(c†uψ)(u1, u2, . . . , un+1) =
√
n+ 1

n+1∑
j=1

(−1)jδu,ujψ(u1, u2, . . . , uj−1, uj+1, . . . , un+1), (265)

tak wi¦c c†uψ ∈ H(n+1).
Dla ψ ∈ H(2N), kªadziemy

c†uψ = 0 dla ka»dego u.

Naturalnie jest rozwa»a¢ operatory cu : H(n) → H(n−1) oraz c†u : H(n) → H(n+1) jako
dziaªaj¡ce na przestrzeni Focka

F =
2N⊕
n=0

H(n). (266)
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Wreszcie, we¹my 1 jako stan bazowy przestrzeniH(0) = C i uto»samijmy go z Φvac. Wtedy,
nietrudno sprawdzi¢, »e stany (259) tworz¡ baz¦ w przestrzeni H(Ne).

Zróbmy jak¡± próbk¦ rachunków, aby zobaczy¢, 'jak to dziaªa'. Niech Φvac = 1 i
obliczmy f = c†vΦvac oraz g = c

†
wf = c

†
wc
†
vΦvac. Z wzoru (265) mamy:

f(u1) = (c†v1)(u1) = δv,u1 .

Dla g ≡ g(u1, u2) b¦dziemy mieli:

g(u1, u2) = (c†wf)(u1, u2)

=
1√
2
(δw,u1f(u2)− δw,u2f(u1))

=
1√
2
(δw,u1δv,u2 − δw,u2δv,u1).

Zauwa»my, »e stan g jest antysymetryczny wzgl¦dem zamiany nazw dwu cz¡stek.
Ogólnie, dla stanu n−cz¡stkowego b¦dziemy mieli

(c†v1c
†
v2
. . . c†v2Φvac)(u1, u2, . . . , un) =

1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δv1,u1 δv2,u1 . . . δvn,u1
δv1,u2 δv2,u2 . . . δvn,u2
...

...
. . .

...
δv1,un δv2,un . . . δvn,un

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(267)

który to stan zwyczajowo zwany jest wyznacznikiem Slatera.

12.3.3 Notacja bez wspóªrz¦dnych � rachunki na liniowych kombinacjach
CrAnOp'ów

Notacja, któr¡ omówimy poni»ej, uªatwia troch¦ standardowe rachunki z udziaªem operatorów
kreacji i anihilacji.

Dla danego stanu jednoelektronowego ϕ = {ϕi}i∈Λ ∈ H(1) zde�niujmy

C†σ(ϕ) =
∑
i∈Λ

φic
†
i,σ, Cσ(ϕ) =

∑
i∈Λ

φ̄ici,σ (268)

Szybki rachunek pokazuje, »e speªniaj¡ one uogólnione relacje antykomutacji:{
Cσ(ϕ), C

†
σ′(ψ)

}
= δσ,σ′〈ϕ, ψ〉, (269)

oraz
{Cσ(ϕ), Cσ′(ψ)} = 0 =

{
C†σ(ϕ), C

†
σ′(ψ)

}
(270)

dla dowolnych ϕ, ψ ∈ H(1) oraz σ, σ′ ∈ {↑, ↓}.
�atwo sprawdzi¢, »e (270) implikuje:(

C†σ(ϕ)
)2
= 0 = (Cσ(ϕ))

2

dla dowolnych ϕ ∈ H(1) i dowolnego σ.
Mamy dalej nast¦puj¡cy
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Lemat 1. (Liniowa niezale»no±¢ a iloczyny operatorów kreacji). Niech {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n)}
b¦d¡ dowolnymi stanami z H(1). Wtedy stan

C†σ(ϕ
(1))C†σ(ϕ

(2)) . . . C†σ(ϕ
(n))Φvac ∈ H(n), (271)

zwany zwyczajowo wyznacznikiem Slatera, nie znika wtedy i tylko wtedy, gdy {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n)}
s¡ liniowo niezale»ne.

Dow. Niech O oznacza operator stoj¡cy z lewej strony (271), tzn.

O = C†σ(ϕ(1))C†σ(ϕ(2)) . . . C†σ(ϕ(n)).

Zaªó»my, »e powy»sze n stanów {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n)} jest liniowo zale»nych. Wtedy mo»emy
wyrazi¢ jeden z nich jako liniow¡ kombinacj¦ pozostaªych, np:

ϕ(1) =
n∑
j=2

αjϕ
(j)

dla pewnych wspóªczynników αj ∈ C, i st¡d mamy dla operatorów kreacji stowarzyszonych
z tymi stanami:

C†σ(ϕ
(1)) =

n∑
j=2

αjC
†
σ(ϕ
(j)) (272)

Tak wi¦c iloczyn (271) znika, poniewa» po wstawieniu (272) do (271) w ka»dym skªadniku

sumy pojawia si¦ kwadrat jakiego± operatora kreacji:
(
C†σ(ϕ

(j))
)2
, a on jest równy zeru.

Przyjmijmy wi¦c teraz, »e powy»sze n stanów jest liniowo niezale»nych, i poka»emy,
»e OΦvac nie znika. Policzymy kwadrat normy tego stanu:

||OΦvac||2 = 〈Φvac,O†OΦvac〉

= 〈Φvac, Cσ(ϕ(n))Cσ(ϕ(n−1)) . . . Cσ(ϕ(1))C†σ(ϕ(1))C†σ(ϕ(2)) . . . C†σ(ϕ(n))Φvac〉

=
∑
π∈Sn
(−1)sgn(π)(〈ϕ(1), ϕ(π(1))〉−C†σ(ϕ(π(1)))Cσ(ϕ(1))) . . . (〈ϕ(n), ϕ(π(n))〉−C†σ(ϕ(π(n)))Cσ(ϕ(n)))

=
∑
π∈Sn
(−1)sgn(π)〈ϕ(1), ϕ(π(1))〉 . . . 〈ϕ(n), ϕ(π(n))〉 (273)

gdzie Sn oznacza grup¦ permutacji zbioru n−elementowego, mamy wi¦c

π =
(
1 2 . . . k . . . n

π(1) π(2) . . . π(k) . . . π(n)

)

i we wzorze (273) mamy sumowanie po wszystkich n! permutacjach z Sn; sgn(π) oznacza
parzysto±¢ permutacji π.

Sk¡d si¦ bierze obecno±¢ wszystkich uporz¡dkowa« i grupy permutacji? Otó» przypomnijmy
sobie, »e do generacji stanu wchodz¡ wszystkie mo»liwe uporz¡dkowania operatorów kreacji
dziaªaj¡cych na pró»ni¦.

Przy przej±ciu za± od drugiej do trzeciej linijki, przerzucamy wszystkie operatory
anihilacji z lewa na prawo, korzystaj¡c za ka»dym przerzutem z reguª antykomutacji (269)
i (273). Pami¦tajmy dalej, »e dowolny operator anihilacji w dziaªaniu na pró»ni¦ daje zero.
Pozostan¡ wi¦c po wszystkich zadziaªaniach na pró»ni¦ jedynie iloczyny skalarne, tzn.te
wyrazy co s¡ po prawej stronie (273).
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Bo: Przyjrzyjmy si¦, jak to dziaªa dla n = 1. Mamy:

Cσ(ϕ(k))C†σ(ϕ
(l)) = 〈ϕ(k), ϕ(l)〉 − C†σ(ϕ(l))Cσ(ϕ(k))

co, w zadziaªaniu na pró»ni¦, da sam iloczyn skalarny 〈ϕ(k), ϕ(l)〉.
A teraz dla n = 2. Mamy:

Cσ(ϕ(k))Cσ(ϕ(l))C†σ(ϕ
(m))C†σ(ϕ

(n)) = Cσ(ϕ(k))(〈ϕ(l), ϕ(m)〉 − C†σ(ϕ(m))Cσ(ϕ(l)))C†σ(ϕ(n))

= (〈ϕ(l), ϕ(m)〉 − C†σ(ϕ(m))Cσ(ϕ(l)))Cσ(ϕ(k))C†σ(ϕ(n))

(〈ϕ(l), ϕ(m)〉 − C†σ(ϕ(m))Cσ(ϕ(l)))(〈ϕ(k), ϕ(n)〉 − C†σ(ϕ(n))Cσ(ϕ(k)))

Po zadziaªaniu na stan pró»ni zostan¡ znów same czªony z iloczynami skalarnymi.

Teraz! W prawej stronie (273) rozpoznajemy wyznacznik macierzy G, utworzonej z
iloczynów skalarnych wektorów ϕ(k), tzn. element Gjk tej macierzy jest:

Gjk = 〈ϕ(j), ϕ(k)〉

a jest to � jak mo»e Czytelnik pami¦ta z algebry � macierz Grama iloczynów skalarnych.
No i je±li przypomnie¢ sobie, »e wyznacznik macierzy Grama ukªadu wektorów {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n)}
jest niezerowy wtedy i tylko wtedy, gdy wektory te s¡ liniowo niezale»ne, to mamy ju»
koniec dowodu lematu 1.

CBDO

Niech Ne b¦dzie (dla wi¦kszej komunikatywno±ci) liczb¡ cz¡stek w ukªadzie; oczywi±cie
0 ¬ Ne ¬ N .

Nast¦puj¡cy Lemat 2 jest prosty, ale bardzo wa»ny, bo daje alternatywny do opisanego
niedawno w Subsecs. 12.2.3 i 12.3.1 sposób generowania przestrzeni stanów wielocz¡stkowych.

Lemat 2. (Ogólna baza dla H(Ne)). Niech {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(N)} b¦d¡ dowolnymi
liniowo niezale»nymi stanami wH(1); nie zakªadamy ortonormalno±ci tych stanów. (Uwaga:
Jest tyle stanów ile w¦zªów). Wtedy stany:

ΓS↑,S↓ =

∏
j∈S↑

C†↑(ϕ
(j))

∏
j∈S↓

C†↓(ϕ
(j))

Φvac (274)

gdzie S↑, S↓ s¡ dowolnymi podzbiorami {1, 2, . . . , N} takie, »e |S↑|+ |S↓| = Ne, rozpinaj¡
przestrze« H(Ne).

Dow. Mamy N wektorów {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(N)} liniowo niezale»nych, tworz¡ wi¦c one
baz¦. Wyra¹my je poprzez wektory bazy standardowej {e1, . . . , eN}:

ϕ(k) =
N∑
j=1

ϕ
(k)
j ej, k = 1, . . . , N.

A teraz wyra»my baz¦ e przez ϕ: Istnieje taka macierz A = [aij], »e

ej =
N∑
k=1

ajkϕ
(k),

lub � wypisuj¡c w skªadowych �

δj,l =
N∑
k=1

ajkϕ
(k)
l .
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Przypominaj¡c sobie de�nicj¦ operatorów C†σ(ϕ
(j), mo»emy napisa¢

c†j,σ =
N∑
k=1

ajkC
†
σ(ϕ
(k))

a w konsekwencji, dowolny stan bazowy (259) mo»e by¢ zapisany poprzez (274) .
CBDO

Niech teraz A = [aij], i, j ∈ Λ b¦dzie macierz¡. U»yjmy jej do zde�niowania formy
biliniowej operatorów fermionowych:

B(A) =
∑

i,j∈Λ;σ=↑,↓
c†i,σaijcj,σ (275)

która to posta¢ jest czasem (cz¦sto?) nazywana drug¡ kwantyzacj¡ A. �atwo sprawdzi¢
nast¦puj¡c¡ relacj¦ komutacji (z.d.):

[B(A), C†σ(ϕ)] = C
†
σ(Aϕ) (276)

(przypomnijmy, »e [·, ·] jest komutatorem, tzn. [X, Y ] = XY − Y X).
Zachodzi tak»e relacja komutacji dla dwu form biliniowych, odpowiadaj¡cych macierzom

A1, A2 (z.d.):
[B(A1), B(A2)] = B([A1, A2]) (277)

Obie niezadªugo si¦ nam przydadz¡.

12.4 Hamiltonian modelu Hubbarda

12.4.1 Sam Ham

Hamiltonian modelu Hubbarda zawiera dwa wyrazy:

HΛ = TΛ + VΛ, (278)

gdzie:
TΛ = −t

∑
〈i,j〉,σ

(
c†i,σcj,σ + c

†
j,σci,σ

)
(279)

VΛ = U
∑
i∈Λ

ni,↑ni,↓, (280)

Oznaczenia powy»ej: c†i,σ, ci,σ � operatory kreacji i anihilacji dla fermionów o spinie σ na
w¦¹le i, za± ni;σ = c

†
i,σci,σ jest operatorem liczby cz¡stek.

Tu ponowny komentarz nt. interpretacji powy»szych czªonów. Byª on ju» uprzednio,

wi¦c tylko do ustnego powtórzenia.

12.4.2 Uzasadnienie � �lozo�a modelu ciasnego wi¡zania

Rozpatrzmy na pocz¡tku sie¢ krystaliczn¡, skªadaj¡c¡ si¦ z identycznych atomów. (Podobnie
mo»na rozpatrywa¢ sie¢ krystaliczn¡ zªo»on¡ z kilku rodzajów atomów) Opis takiego
ukªadu to rozwi¡znie równania Schrödingera dla oddziaªywuj¡cych elektronów w potencjale
periodycznym. Tak postawione, zadanie jest beznadziejnie trudne.

Stawiajmy wi¦c skromniejsze cele i spróbujmy skonstruowa¢ jakie± rozs¡dne przybli»enie,
które dawaªoby wªasno±ci ukªadu w zakresie maªych energii. W tym celu, rozpatrzmy
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najsampierw funkcj¦ falow¡ pojedynczego atomu. Nazwijmy zlokalizowane funkcje wªasne
izolowanego atomu orbitalami. (W �zyce atomowej mamy orbitale wywodz¡ce si¦ z atomu
wodoru, nazywane: s,p,d,f,...). Pomijamy tu caªe widmo ci¡gªe.

Zakªadamy teraz, »e funkcj¦ falow¡ caªego krysztaªu mo»na przedstawi¢ jako liniow¡
kombinacj¦ orbitali atomowych. (Zostawiamy tu na boku problem zupeªno±ci takiego
rozwini¦cia oraz szybko±ci zbie»no±ci).

Teraz: Skoro dowolny stan mo»emy wyrazi¢ w j¦zyku operatorów kreacji, to nic dziwnego,
»e dowolny operator mo»na wyrazi¢ poprzez operatory kreacji i anihilacji. (jest to tzw.
formalizm drugiego kwantowania).

Ogólna posta¢ hamiltonianu elektronowego Ĥ, zawieraj¡cego oddziaªywania jedno- i
dwuciaªowe, jest w formalizmie drugiej kwantyzacji nast¦puj¡ca:

Ĥ =
∑
ij;σ

tijc
†
i,σcj,σ +

∑
ijkl;σ,σ′

〈ij|1
r
|kl〉c†i,σc

†
j,σ′cl,σ′ck,σ (281)

gdzie c†i,σ (ci,σ) jest operatorem kreacji (anihilacji) elektronu o spinie σ na orbitaluWanniera
zlokalizowanym na w¦¹le i [?]; Tij jest caªk¡ nakªadania pomi¦dzy orbitalami i mo»na j¡
interpretowa¢ jako macierz staªych przeskoku (�hoppingu�) elektronu pomi¦dzy w¦zªami i
oraz j, za± 〈ij|1

r
|kl〉 jest elementem macierzowym oddziaªywania kulombowskiego w bazie

funkcji Wanniera na w¦zªach: i, j, k, l. Najistotniejsze elementy macierzowe to:

U ≡ 〈ii|1
r
|ii〉, (282)

V ≡ 〈ij|1
r
|ij〉, i, j s¡ najbli»szymi s¡siadami (283)

X ≡ 〈ii|1
r
|ij〉, i, j s¡ najbli»szymi s¡siadami (284)

Wielko±ci te s¡ zwykle nazywane nast¦puj¡co: U � oddziaªywanie kulombowskie na
w¦¹le (on-site interaction); V � oddziaªywanie kulombowskie pomi¦dzy najbli»szymi s¡siadami
(nearest-neighbour density interaction); X � skorelowany hopping (correlated hopping lub
bond-charge interaction).

Zaªo»enia nt. jednopasmowego modelu Hubbarda:

1. Zakªadamy, »e na ka»dym atomie mamy tylko jeden orbital. Uwaga: Mo»na te»
rozpatrywa¢ wi¦cej rodzajów orbitali na w¦¹le. Takie modele przedstawimy troch¦
pó¹niej � s¡ to tzn. modele multiorbitalowe, lub periodyczny model Andersona.

2. Zaniedbujemy wszystkie elementy macierzowe oddziaªywania kulombowskiego, oprócz
U = 〈ii|1

r
|ii〉.

3. Zakªadamy, »e przeskok elektronów ma miejsce tylko mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami.
Uwaga (do 2 i 3): Pozostaj¡c w ramach modelu z jednym orbitalem na w¦¹le, mo»na
uwzgl¦dnia¢ inne czªony, takie jak (283), (284), czy te» przeskoki mi¦dzy dalszymi
s¡siadami, otrzymuj¡c w ten sposób ró»ne rozszerzenia najprostszej wersji modelu
Hubbarda.

Przy tych zaªo»eniach otrzymujemy hamiltonian (278).
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12.4.3 Diagonalizacja czystego czªonu kinetycznego

Zobaczmy, jak b¦dzie, w formalizmie wielocz¡stkowym, wygl¡daªa diagonalizacja operatora
hoppingu (czyli sieciowej energii kinetycznej). Mamy wi¦c macierz T = [tij] staªych
przeskoku (hoppingu). Daje to Hama:

Hhop = B(T ) =
∑
ij;σ

tijc
†
i,σcj,σ (285)

Uprzednio zdiagonalizowali±my ju» problem jednoelektronowy (wiele razy w ró»nych wersjach).
Gdy mamy rozwi¡zanie problemu jednoelektronowego, to nietrudno jest je rozszerzy¢ na
przypadek wieloelektronowy. Niech ψ(j) b¦dzie wektorem wªasnym macierzy T o energii
εi, i = 1, 2, . . . , N . Zde�niujmy nowy operator fermionowy a†i,σ jako

a†j,σ = C
†
σ(ψ

(j)) (286)

dla j = 1, 2, . . . , N oraz σ =↑, ↓. Niech S↑, S↓ b¦d¡ dowolnymi podzbiorami {1, 2, . . . , N}
takie, »e |S↑|+ |S↓| = Ne. Zde�niujmy

ΨS↑,S↓ =

∏
j∈S↑

a†j,↑

∏
j∈S↓

a†j,↓

Φvac (287)

Lemat 2 pokazuje, »e te stany tworz¡ baz¦ przestrzeni H(Ne). Zauwa»my teraz, »e z
pokazanych dopiero co relacji komutacji (276) oraz z równania na warto±ci wªasne w
przypadku jednocz¡stkowym (REFxxx) mamy:

[Hhop, a
†
j,σ] = [B(T ), C

†
σ(ψ

(j))] = B(C†σ(ψ
(j))) = εja

†
j,σ;

a poniewa» mamy te» HhopΦvac = 0, (bo w czªonie hoppingowym po prawej stronie stoj¡
operatory anihilacji, które daj¡ zero w wyniku dziaªania na pró»ni¦) to ostatecznie mamy

HhopΨS↑,S↓ =

∑
j∈S↑

εj +
∑
j∈S↓

εj

ΨS↑,S↓ (288)

Zdiagonalizowali±my wi¦c Hama hoppingowego w sytuacji, gdy mamy dowoln¡ liczb¦
cz¡stek (a dokªadniej, sprowadzili±my ten problem do problemu jednocz¡stkowego).

Podr¡»my jeszcze nieco temat i zapytajmy, jaki b¦dzie stan podstawowy, gdy mamy
Ne cz¡stek w ukªadzie. Wida¢, »e minimalizacja odbywa si¦ to przez wybór podzbiorów
S↑, S↓ tak, aby suma ∑

j∈S↑
εj +

∑
j∈S↓

εj

osi¡gn¦ªa najmniejsz¡ mo»liw¡ warto±¢. Bardziej explicite opis uzyskamy w typowej sytuacji,
gdy widmo jednocz¡stkowe jest niezdegenerowane, tzn. ci¡g {εj} jest ±ci±le rosn¡cy, oraz
je±li liczba elektronów Ne jest parzysta. Wtedy stan podstawowy jest niezdegenerowany i
mo»na go zapisa¢ jako

ΨGS =

Ne/2∏
j=1

a†j,↑a
†
j,↓Φvac

 . (289)

Mo»na energi¦ stanu podstawowego zilustrowa¢ w ten sposób, »e kolejno wypeªniamy
poziomy energetyczne stanów jednocz¡stkowych, poczynaj¡c od najni»szego, i ka»dy z
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nich wypeªniamy elektronem ze spinem 'w gór¦' oraz ze spinem 'w dóª'. Byªo to zapewne
przedstawiane na którym± kursie Fizyki. Niezale»nie podobne zjawisko byªo wielokrotnie
obserwowane przy okazji zapisów na egzamin ustny z Matematyki5.

Zako«czymy t¦ Subsubsection przez przypomnienie (sobie), jak wygl¡daªy funkcje
wªasne w przypadku jednoelektronowym. Byªy to mianowicie fale pªaskie (dla ukªadu
translacyjnie niezmienniczego! Gdy byªa przypadkowo±¢ to ju» byªo inaczej). Tak wi¦c dla
modelu Hubbarda bez oddziaªywania, z translacyjn¡ niezmienniczo±ci¡, mamy t¦ sam¡
sytuacj¦ � funkcje wªasne s¡ falami pªaskimi (lub s¡ iloczynami tych»e).

Wida¢ te», »e w stanie podstawowym nie ma »adnych tendencji do uporz¡dkowa«
magnetycznych � spin stanu podstawowego jest równy zeru.

12.4.4 Diagonalizacja czystego czªonu potencjalnego

Rozwi¡»my teraz zagadnienie na warto±ci wªasne z hamiltonianem (280), tzn.

VΛΨ ≡ U
∑
i∈Λ

ni,↑ni,↓Ψ = EΨ.

Tu zauwa»my, »e w przedstawieniu poªo»eniowym, hamiltonian V jest ju» w postaci
diagonalnej! A warto±ci wªasne s¡ równe ilo±ci w¦zªów podwójnie obsadzonych.

Bardziej formalnie, zapiszmy jak¡± funkcj¦ bazow¡ w przedstawieniu poªo»eniowym
nast¦puj¡co. Niech L↓, L↑ b¦d¡ dowolnymi podzbiorami Λ takimi, »e |L↓|+ |L↑| = Ne (Ne
� caªkowita liczba elektronów), i zde�niujmy

ΨL↓,L↑ =

∏
i∈L↓

c†i,↓

∏
i∈L↑

c†i,↑

Φvac. (290)

Korzystaj¡c z wªasno±ci antykomutacyjnych dla operatorów kreacji i anihilacji, pokazujemy
nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ komutacji:

[ni,σc
†
i′,σ′ ] = δi,i′δσ,σ′c

†
i,σ,

sk¡d ªatwo zobaczy¢, »e
VΛΨL↓,L↑ = U |L↓ ∩ L↑|ΨL↓,L↑

Dla danej liczby elektronów Ne, stan podstawowy konstruujemy tak, aby zminimalizowa¢
warto±¢ |L↓ ∩ L↑|. Wida¢, »e gdy Ne ¬ |Λ|, zawsze mo»na wybra¢ zbiory L↓, L↑ tak,
aby L↓ ∩ L↑ = ∅, i energia stanu podstawowego jest równa zeru. Wybór zbiorów L↓, L↑
zazwyczaj jest mocno niejednoznaczny, tak »e stan podstawowy (wzbudzone zreszt¡ te»)
s¡ wysoce zdegenerowane.

Widzimy tutaj, »e hamiltonian oddziaªywania w modelu Hubbarda wykazuje tendencje
do lokalizacji cz¡stek � w tym sensie, »e funkcjami wªasnymi cz¡stek s¡ funkcje bazowe w
przedstawieniu poªo»eniowym, tzn. z cz¡stkami zlokalizowanymi na w¦zªach.

Wida¢ te», »e nie ma tu »adnych tendencji do magnesowania � w stanie podstawowym
s¡ i magnetyczne, i niemagnetyczne kon�guracje. (Niedªugo powiemy co± wi¦cej o momencie
p¦du i magnetyzmie; ale na intuicyjnym poziomie mo»emy kojarzy¢ magnetyzm z ró»nic¡
elektronów ze spinem 'w gór¦' i ze spinem 'w dóª'; a tu energia stanu podstawowego
zupeªnie od tego nie zale»y).

5Bardziej szczegóªowy komentarz ustny na wykªadzie
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12.4.5 Co si¦ dzieje, gdy oba czªony s¡ razem...

Sprawdzili±my wy»ej dwie skªadowe hamiltonianu modelu Hubbarda, tzn. Hhop ≡ T oraz
oddziaªywania Hint ≡ V . Byªy one nietrudne do analizy. Przekonali±my si¦ te», »e »adne
z tych oddziaªywa« nie faworyzuje uporz¡dkowa« magnetycznych.

Przekonali±my si¦ tak»e o przeciwstawnych tendencjach do lokalizacji obu tych czªonów
z osobna: Hhop wykazywaª tendencje do delokalizacji (stany wªasne typu fala), a Hint
wykazywaª tendencje do lokalizacji (stany wªasne typu cz¡stki).

Zapytajmy teraz: Jakie wªa±ciwo±ci b¦dzie wykazywaª hamiltonian Hubbarda, b¦d¡cy
sum¡ obu tych czªonów?

W ±wietle faktu, i» oba czªony wykazuj¡ przeciwne tendencje (lokalizacja/delokalizacja),
trudno oczekiwa¢ prostej odpowiedzi na to pytanie. W przeciwstawnej tendencji obu
czªonów mo»na dopatrywa¢ si¦ analogii z dualizmem cz¡stka/fala [20]. Jest to dyskusyjne;
ale trudno±ci w analizie hamiltonianu Hubbarda si¦ przez to nie zmniejszaj¡.

Z technicznego punktu widzenia, trudno±ci w analizie hamiltonianu Hubbarda wynikaj¡
z faktu, i» obie skªadowe Hhop i Hint nie komutuj¡ (z.d. � sprawdzi¢). Suma dwóch
'ªatwych', ale niekomutuj¡cych operatorów nie musi by¢ 'ªatwym' obiektem bada«.

Okazuje si¦, »e model Hubbarda jest mocno nieªatwy. Cecha ta sama w sobie nie znaczy
jeszcze, »e jest on interesuj¡cy. Okazuje si¦ jednak, »e w ramach tego modelu pojawia si¦
du»a rozmaito±¢ zjawisk, obecnych w realnych ukªadach. S¡ to m.in.:

1. ferromagnetyzm;

2. antyferromagnetyzm;

3. ferrimagnetyzm;

4. przej±cie metal-izolator (ukªad jest przewodnikiem, gdy przewa»a zachowanie falowe,
a izolatorem, gdy przewa»a tendencja do lokalizacji);

5. nadprzewodnictwo

Obecno±¢ niektórych z powy»szych cech zostaªa udowodniona (w okre±lonych modelach:
FM; FI), inne (reszta) maj¡ charakter gorzej lub lepiej udokumentowanych hipotez. z.d.:
Udowodni¢ je, oraz udowodni¢ FM oraz FI w bardziej realistycznych sytuacjach. Stopie«
celuj¡cy � za ka»de z tych zada« � gwarantowany!

Wierzymy, »e udowodnienie ich dla modelu Hubbarda b¦dzie miaªo du»e znaczenie
dla zrozumienia tych zjawisk w realnych ukªadach. ? Wzmianka o zasadzie uniwersalno±ci,
i podobie«stwa, jakie jest ze stosowaniem modelu Isinga do magnetyków?

Poni»ej rozpatrzymy bardzo wst¦pn¡ analiz¦ dwóch z powy»szych problemów (AF dla
ukªadów na sieciach dwudzielnych przy half-�lling) oraz � przy innych parametrach �
tendencje do uporz¡dkowania ferromagnetycznego.

12.5 Magnetyzm w modelu Hubbarda

12.5.1 Jeden elektron: Jak z operatorów kreacji i anihilacji zrobi¢ operator
spinu

Waªkowali±my dot¡d intensywnie operatory kreacji i anihilacji. Pojawia si¦ jednak naturalne
pytanie, co z caª¡ reszt¡? Np. jak z modelu Hubbarda uzyska¢ �zyczne informacje np. o
cieple wªa±ciwym czy podatno±ci magnetycznej, albo o uporz¡dkowaniu magnetycznym?
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Je±li chcemy opisywa¢ ukªad w sko«czonej temperaturze, to nieuniknione jest wprowadzenie
formalizmu kwantowej mechaniki statystycznej. Zajmiemy si¦ natomiast problememmagnetyzmu
w stanach podstawowych ukªadu.

Przy opisie magnetyzmu podstawow¡ rol¦ graj¡ operatory momentu p¦du. Tymczasem
jak dot¡d mieli±my do czynienia tylko z operatorami kreacji i anihilacji. Jak z nich
zbudowa¢ operatory spinowe?

Okazuje si¦, »e mo»na to zrobi¢ bior¡c stosowne formy biliniowe operatorów kreacji
i anihilacji. Zanim to zrobimy, przypomnijmy sobie wszelako, graj¡ce podstawow¡ rol¦
przy opisie cz¡stek o spinie poªówkowym, macierze Pauliego σx, σy, σz:

σx =
[
0 1
1 0

]
; σy =

[
0 −i
i 0

]
; σz =

[
1 0
0 −1

]
(291)

Macierze σ speªniaj¡ nast¦puj¡ce zwi¡zki komutacyjne:

[σα, σβ] = 2iεαβγσγ

(α, β, γ przyjmuj¡ warto±ci x, y, z, za± εαβγ to symbol zupeªnie antysymetryczny). Macierze
Pauliego pojawiaj¡ si¦ w naturalny sposób przy opisie momentu p¦du równego 1/2:

ŝα =
1
2
~σα,

daj¡c w ten sposób zwi¡zki komutacyjne dla skªadowych momentu p¦du:

[ŝα, ŝβ] =
1
2
i~εαβγ ŝγ

Dalej b¦dziemy u»ywa¢ takich jednostek, w których ~ = 1.
Ponumerujmy teraz skªadowe spinu, a tak»e przejdziemy od strzaªek w gór¦ i w dóª

do znaków plus i minus. Niech wi¦c:

↑≡ + ≡ 1, ↓≡ − ≡ 2.

Zde�niujmy teraz nast¦puj¡ce biliniowe kombinacje operatorów kreacji i anihilacji:

Σα =
1
2

2∑
a,b=1,2

c†aσ
α
abcb (292)

Jawnie wi¦c mamy:

Σx =
1
2
(c†+c− + c

†
−c+), Σ

y =
1
2
i(−c†+c− + c†−c+), Σz =

1
2
(c†+c+ − c†−c−) =

1
2
(n+ − n−).

(293)
Okazuje si¦, »e operatory Σα maj¡ te same wªasno±ci komutacyjne co operatory ŝα skªadowych
spinu 1/2!

We¹my bowiem np. [Σx,Σy]:

[Σx,Σy] =
1
4
i

−c†+c−c†+c−︸ ︷︷ ︸
0

+ c†+c−c
†
−c+︸ ︷︷ ︸

n+(1−n−)

− c†−c+c†+c−︸ ︷︷ ︸
n−(1−n+)

+ c†−c+c
†
−c+︸ ︷︷ ︸
0
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+ c†+c−c
†
+c−︸ ︷︷ ︸
0

+ c†+c−c
†
−c+︸ ︷︷ ︸

n+(1−n−)

− c†−c+c†+c−︸ ︷︷ ︸
n−(1−n+)

− c†−c+c†−c+︸ ︷︷ ︸
0


=
1
4
i (2n+ − 2n−) =

1
2
iΣz.

Podobnie wykazuje si¦ pozostaªe wªasno±ci komutacyjne. z.d.
Skoro mamy identyczne wªasno±ci komutacyjne dla {Σα} oraz dla spinu 1/2, to naturalne

jest uwa»a¢ Σ = [Σx,Σy,Σz] za jaki± rodzaj momentu p¦du. Ta argumentacja niech nam
tu wystarczy do uto»samienia Σ = [Σx,Σy,Σz] z operatorem momentu p¦du elektronu.

12.5.2 Operatory spinowe i niezmienniczo±¢ SU(2)

Powy»sze rozwa»ania dotyczyªy jednego elektronu na jednym w¦¹le. Gdy mamy zbiór Λ
w¦zªów, to operatory kreacji i anihilacji wyposa»amy w dodatkowy indeks w¦zªa i ∈ Λ.
Caªkowity moment p¦du jest sum¡ momentów p¦du poszczególnych cz¡stek, mo»emy wi¦c
zde�niowa¢ operator caªkowitego momentu p¦du Ŝ(tot):

Ŝ(tot) = [Ŝ
(x)
(tot), Ŝ

(y)
(tot), Ŝ

(z)
(tot)], (294)

gdzie skªadowe s¡

Ŝ
(α)
(tot) =

1
2

∑
i∈Λ

2∑
a,b=1,2

c†i,aσ
α
abci,b. (295)

Z liczonych w poprzedniej Subsection wyra»e« ªatwo zobaczy¢, »e skªadowe Ŝ(α)(tot) speªniaj¡
reguªy komutacji dla skªadowych momentu p¦du. Mo»na wi¦c te» � jak tam � zde�niowa¢
operatory podnosz¡ce i opuszczaj¡ce:

Ŝ
(±)
(tot) = Ŝ

(x)
(tot) ± iŜ

(y)
(tot)

Skªadowe operatora Ŝ(tot) s¡ generatorami obrotów SU(2) w przestrzeni spinowej. Mówimy,

»e operator A jest SU(2)−niezmienniczy, je±li komutuje ze skªadowymi Ŝ(α)(tot) dla α =
x, y, z. Nieprecyzyjnie, ale obrazowo mo»emy powiedzie¢, »e operator SU(2)−niezmienniczy
jest niezale»ny od sposobu wyboru osi w przestrzeni spinowej.

Typowym operatorem SU(2)−niezmienniczym jest operator liczby cz¡stek ni = ni,++
ni,−. z.d. W ±lad za tym, równie» operator caªkowitej liczby cz¡stek N =

∑
i∈Λ

ni jest te»

SU(2)−niezmienniczy. Podobnie hamiltonian hoppingowyHhop jest SU(2)−niezmienniczy,
z.d. jako te» hamiltonian oddziaªywania. Niezmienniczo±¢ tego ostatniego ªatwo zobaczy¢,
pisz¡c:

ni,+ni,− =
1
2

(
n2i − ni

)
.

Tak wi¦c hamiltonian modelu Hubbarda jest SU(2)−niezmienniczy. Skoro tak, to mo»na
wykorzysta¢ teori¦ momentu p¦du (lub, z bardziej formalnego punktu widzenia, teorii
reprezentacji grupy SU(2)) do klasy�kacji stanów wªasnych ze wzgl¦du na zachowane
wielko±ci, tzn. liczby kwantowe. Symetrii mamy tu caªkiem sporo: Otó» zauwa»my, »e
komutuj¡ ze sob¡ operatory:

H; (Ŝ(tot))2 = (Ŝ
(x)
(tot))

2 + (Ŝ(y)(tot))
2 + (Ŝ(z)(tot))

2; Ŝ
(z)
(tot).

91



. Skoro komutuj¡, to maj¡ wspólny ukªad funkcji wªasnych; a wi¦c stany wªasne hamiltonianu
mo»na klasy�kowa¢ przez warto±ci wªasne operatora kwadratu momentu p¦du oraz jego
rzutu na wybran¡ o± (tu: z). Oznaczmy warto±ci wªasne operatora Ŝ

(z)
(tot) przez S

(z)
(tot),

za± operatora (Ŝ(tot))2 przez S(tot)(S(tot) + 1). B¦dziemy nazywa¢ liczb¦ S(tot) caªkowitym
momentem p¦du danego stanu.

Oznaczmy:

Smax =
{
Ne/2 jeśli Ne ¬ N ;
(2N −Ne)/2 jeśli Ne ­ N.

(296)

Tak wi¦c dopuszczalnymi warto±ciami caªkowitego spinu S(tot) s¡ 0, 1, . . . , Smax je±li Ne
jest parzysta, oraz 1/2, 3/2, . . . , Smax je±li Ne jest nieparzysta.

Zapoznamy si¦ teraz (z ró»nym stopniem szczegóªowo±ci) z ró»nymi tendencjami,
(b¡d¹ ich brakiem) do uporz¡dkowa« magnetycznych. B¦d¡ to: AF, oraz FM, lub jego
niemo»ebno±¢.

12.6 Jawne postaci macierzy Hama dla baby systems. Antyferro-
magnetyzm

12.6.1 Stany ukªadu dwuw¦zªowego

Uzbrojeni w wiedz¦ z ko«ca poprzedniej Subsection, rozwa»my ukªad tak maªy, jak to jest
mo»liwe dla nietrywialno±ci wyniku, tzn. skªadaj¡cy si¦ z dwóch w¦zªów. Taki ukªad ma
4 mo»liwe stany na jednym w¦¹le. Wi¦c caªkowita liczba stanów to 42 = 16.

Wiemy, »e caªkowita liczba cz¡stek jest zachowana, wi¦c poklasy�kujmy stany ze
wzgl¦du na liczb¦ cz¡stek.

Ne stany

0 |0, 0〉
1 |+, 0〉; |−, 0〉; |0,+〉; |0,−〉
2 |+,+〉; |−,−〉; |+,−〉; |−,+〉; |±, 0〉; |0,±〉
3 |±,+〉; |±,−〉; |+,±〉; |−,±〉
4 |±,±〉

(297)

Teraz obliczymy warto±ci i wektory wªasne Hama dwucz¡stkowego.
Nie opªaca si¦ oczywi±cie wypisywa¢ peªnej macierzy 16 × 16 hamiltonianu. Nie po

to bowiem mamy dobre liczby kwantowe (liczba cz¡stek, caªkowity spin oraz skªadowa
z =owa caªkowitego spinu, aby z nich nie korzysta¢. Nie b¦dziemy wykorzystywa¢ wszystkich
liczb kwantowych naraz. Zacznijmy od sektorów o ustalonej liczbie cz¡stek.
◦ Ne = 0. Sektor jest maªo ciekawy. H|0, 0〉 = 0. Wektor |0, 0〉 jest wektorem wªasnym

o warto±ci wªasnej (energii) równej zeru. Koniec zabawy.
• Ne = 1. Zauwa»my przede wszystkim, »e jest tu jedna cz¡stka, wi¦c nie b¦dzie

wkªadu od Hint. Problem sprowadza si¦ wi¦c do hamiltonianu czysto hoppingowego.
Mamy dalej podziaª stanów na dwa sektory: jeden o spinie '+' i jeden o spinie '−'.
W ka»dym z tych sektorów, mamy problem jednocz¡stkowy na sieci o 2 w¦zªach � co
byªo ju» analizowane w rozdziale o cz¡stkach nieoddziaªywuj¡cych. (Dla formalno±ci,
wektorami wªasnymi s¡: W sektorze Ne = 1, Sz = +1/2: v1 = |+, 0〉 − |0,+〉, ε1 = ...;
v2 = |+, 0〉+ |0,+〉, ε2 = .... W sektorze Ne = 1, Sz = −1/2 analogicznie.)
• • Ne = 2. Zajmijmy si¦ najsampierw stanami o Sz = ±1. We¹my np. Sz = 1; mamy

jeden stan |+,+〉 o energii równej zeru (cz¦±¢ hoppingowa hamiltonianu daje tu zero, bo
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na jednym w¦¹le nie mo»e by¢ dwu jednakowych cz¡stek, a Hint|+,+〉 = 0). Dla stanu o
Sz = −1 analogicznie.

A teraz!! Co dla pozostaªych stanów? Tu ju» wyst¦puj¡ 'smaczki' charakterystyczne
dla ukªadów wieloelektronowych. S¡ one na tyle istotne, »e rozpatrzymy je w oddzielnej
Subsection.

12.6.2 Half-�lling i AntyFerromagnetyzm tam»e

Tu rozwa»ymy sytuacj¦, gdy mamy dwa elektrony, o przeciwnych spinach (sytuacj¦, gdy
maj¡ takie same spiny, rozwa»ali±my wy»ej). Przypadek, gdy ilo±¢ elektronów jest równa
ilo±ci w¦zªów, nazywamy 'half-�lling' (bo 'maximal �lling' to Ne = 2N). Mamy tu wi¦c
half-�lling.

Przestrze« Hilberta stanów takiego ukªadu ma baz¦ z czterech wektorów, które ponu-
merujemy nast¦puj¡co:

e1 = |±, 0〉, e2 = |+,−〉, e3 = |−,+〉, e4 = |0,±〉 (298)

Wygodnie b¦dzie utworzy¢ te wektory przez zadziaªanie odpowiednich operatorów kreacji
i anihilacji na pró»ni¦.

I tu pojawia si¦ problem: Jak¡ kolejno±¢ operatorów wzi¡¢? Bo pami¦tamy, »e stan
k−cz¡stkowy mo»na utworzy¢ na k! sposobów, ró»ni¡cych si¦ kolejno±ci¡ operatorów. Nie
stanowiªoby to problemu, gdyby nie znak, zwi¡zany z przestawianiem.

Rozwi¡zujemy ten problem ustalaj¡c jak¡kolwiek, ale ustalon¡ kolejno±¢ wszystkich
2N (tu: 4) operatorów kreacji. Stany k−cz¡stkowe b¦dziemy de�niowa¢, odnosza¢ si¦ do
tego wzorcowego uporz¡dkowania. Takiemu ustawieniu k operatorów kreacji przypiszemy
znak plus.

Wybierzmy wi¦c wzorcow¡ kolejno±¢:

2− ; 2+ ; 1− ; 1+ (299)

I tak, wektory e1, . . . , e4 utworzymy nast¦puj¡co:

e1 = |±, 0〉 = c†1−c
†
1+|0, 0〉

e2 = |+,−〉 = c†2−c
†
1+|0, 0〉

e3 = |−,+〉 = c†2+c
†
1−|0, 0〉

e4 = |0,±〉 = c†2−c
†
2+|0, 0〉

Dziaªania wszelkich operatorów na wektory bazy b¦dziemy przeksztaªca¢ tak, aby otrzyma¢
powy»sze uszeregowania operatorów kreacji.

Zobaczmy in details, jak¡ macierz dostaniemy dla operatora hoppingu:

T = −t(c†1+c2+ + c
†
2+c1+ + c

†
1−c2− + c

†
2−c1−)

Z liniowo±ci, mo»emy oddzielnie rozpatrzy¢ cz¦±¢ operatora ze spinem 'w gór¦' i oddzielnie
ze spinem 'w dóª'.

Mamy wi¦c, dziaªaj¡c na kolejne stany operatorem c†1+c2+:

Te1 = c
†
1+c2+c

†
1−c
†
1+|0, 0〉 = c

†
1+c
†
1+c2+c

†
1−|0, 0〉 = 0;

Te2 = c
†
1+c2+c

†
2−c
†
1+|0, 0〉 = c

†
1+c
†
1+c2+c

†
2−|0, 0〉 = 0;
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Te3 = c
†
1+c2+c

†
2+c
†
1−|0, 0〉 = −c

†
1−c
†
1+c2+c

†
2+|0, 0〉 = −c

†
1−c
†
1+(1− c

†
2+c2+)|0, 0〉

= −c†1−c
†
1+|0, 0〉 = −|±, 0〉 = −e1;

Te4 = c
†
1+c2+c

†
2−c
†
2+|0, 0〉 = c

†
2−c
†
1+c2+c

†
2+|0, 0〉 = c

†
2−c
†
1+|0, 0〉 = |+,−〉 = e2.

Ukªadaj¡c, w sposób (hopefully) znany Czytelnikowi z kursu algebry, wyniki powy»szych
dziaªa« w macierz, otrzymamy macierz rozwa»anego operatora c†1+c2+:

0 0 −1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


Licz¡c analogicznie macierz operatora c†2+c1+, dostaniemy

0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 1 0 0


Mamy jeszcze czªony opisuj¡ce hopping elektronów ze spinem w dóª. Liczenie elementów
macierzowych operatorów odpowiadaj¡cych temu zjawisku jest w peªni analogiczne do
rachunków wy»ej, wi¦c je sobie podarujemy6

Dochodzi jeszcze macierz operatora Hint. Tu przypomnijmy sobie, »e ró»ne od zera s¡
tylko elementy diagonalne, tzn. tu mamy niezerowe elementy (1, 1) oraz (4, 4).

�¡cznie mamy macierz operatora (pami¦tajmy, »e dla macierzy hoppingu otrzymane
wy»ej wyniki trzeba pomno»y¢ przez −t:

[T ]ee =


U −t t 0
−t 0 0 −t
t 0 0 t
0 −t t U

 (300)

Warto±ci i wektory wªasne tej macierzy s¡ wszystkie niezdegenerowane i maj¡ prost¡
posta¢ (tzn. nie prowadz¡ do równa« czwartego stopnia):

ε1 = U ; ε2 = 0; ε3 = u+; ε4 = u− (301)

v1 =


−1
0
0
1

 ; v2 =

0
1
1
0

 ; v3 =

2t
u−
−u−
2t

 ; v4 =

2t
u+
−u+
2t

 ; (302)

gdzie:

u+ =
1
2
(U +

√
U2 + 16t2), u− =

1
2
(U −

√
U2 + 16t2).

Postarajmy si¦ wycisn¡¢ jak¡± informacj¦ z tego g¡szczu cyferek. (Programy symboliczne
+ numeryka dadz¡ nam dokªadne informacje liczbowe czy konkretne rozwi¡zania. Mog¡
one wystarczy¢ do zrozumienia, ale nie musz¡ � wtedy trzeba jeszcze pu±ci¢ w ruch
mózgownic¦...)

6Jak Al z Toy Story 2 podarowaª sobie... itd.
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Na pierwszy ogie« we¹my wektor v2. Napiszmy go w postaci: v2 = |+,−〉 + |−,+〉.
Kto miaª do czynienia z teori¡ skªadania momentu p¦du, to zapewne skojarzy, »e ª¡cznie
ze stanami: v+ = |+,+〉 oraz v− = |−,−〉 tworzy on tryplet � zespóª stanów o spinowej
liczbie kwantowej Stot = 1 i skªadowych Sztot równych 0 (dla v2) oraz +1 (dla v+) i −1 (dla
v−). T¦ zgadywank¦ trzeba oczywi±cie potwierdzi¢, np. wypisuj¡c macierze operatorów
Ŝ2tot i Ŝ

z
tot i sprawdzaj¡c, czy v+, v−, v2 s¡ ich wektorami wªasnymi. Zostawiam to jako

z.d. dla Czytelnika.
To teraz rozpatrzmy stan podstawowy w sektorze dwucz¡stkowym (dla U > 0), tzn.

wektor v4. Jest to singlet, co sprawdzamy dziaªaj¡c operatorami Ŝ2tot i Ŝ
z
tot (z.d.). Tu

sprawdzimy ten fakt w wersji uproszczonej, a mianowicie dla U >> t. Z dobr¡ dokªadno±ci¡
mamy wtedy: v4 ≈ |+,−〉−|−,+〉. Odwoªajmy si¦ do teorii skªadania momentów p¦du. Z
dwóch momentów p¦du ±1/2 mo»na zªo»y¢ stan o caªkowitym momencie p¦du równym 1
(tryplet; przypadek ten rozpatrywali±my wy»ej � daªo si¦ to nawet zrobi¢ bez przybli»e«)
oraz singlet |+,−〉 − |−,+〉. Taki singlet wykazuje korelacj¦ antyferromagnetyczn¡, tzn
〈Ŝ1 · Ŝ2〉 < 0.

Bardziej formalnie przypadek ten mo»na potraktowa¢ w ramach rachunku zaburze«.
Tu te dywagacje, prowadz¡ce do Hama efektywnego AF Heisenberga.
Pozostaªe stany (v1, v3) s¡ maªo na ogóª wa»nymi singletami wysokoenergetycznymi.

(Sprawdzenie, »e to singlety � z.d.)
Podsumujmy: Widzieli±my, »e w przypadku sieci dwudzielnej, (tak maªej jak to tylko

mo»liwe � ale nie mniejszej) i dla half-�lling ukªad wykazuje (w stanie podstawowym)
uporz¡dkowanie antyferromagnetyczne. Okazuje si¦, »e taka tendencja jest ogólnie preferowana.
Tzn.: Je±li mamy sie¢ dwudzieln¡ oraz half-�lling, to ukªad wykazuje korelacje antyferromagnetyczne
(to nawet udowodniono) a je±li ukªad ma wymiar 3 i t/U jest dostatecznie maªe, to w
dostatecznie niskich temperaturach ukªad wykazuje uporz¡dkowanie antyferromagnetyczne
dalekiego zasi¦gu. Tu dowodu nie ma, jest to hipoteza � zach¦ta dla sªuchaczy wykªadu
do udowodnienia b¡d¹ sfalsy�kowania; s¡ natomiast przekonywuj¡ce wyniki przybli»one
b¡d¹ numeryczne.

12.6.3 Klasy�kacja stanów ze wzgl¦du na moment p¦du

Zbadali±my wi¦c sektory zawieraj¡ce 0, 1 i 2 cz¡stki. Przypadek 3 cz¡stek jest prosty (z.d.)
a czterech � trywialny. Wypiszmy wi¦c podsumowanie, zawieraj¡ce klasy�kacj¦ stanów ze
wzgl¦du na liczby kwantowe.

1. Stot = 1 (tryplet). Zawiera on 3 stany: |+,+〉 (Sztot = 1); |−,−〉 (Sztot = −1);
|+,−〉+ |−,+〉 (Sztot = 0).

2. Dublety: Stot = 1/2. Mamy po 2 dublety 1-cz¡stkowe i 2 trzycz¡stkowe. Jednocz¡stkowe
analizujemy tak jak ju» dobrze znamy, trzycz¡stkowe s¡ zbudowane analogicznie:

• v1+ = |+,±〉+ |±,+〉, Sztot = +1/2; v2− = |−,±〉+ |±,−〉, Sztot = −1/2;
• v2+ = |+,±〉 − |±,+〉, Sztot = +1/2; v2− = |−,±〉 − |±,−〉, Sztot = −1/2;

Licz¡c na sztuki: 2× 4 = 8 stanów.

3. Singlety: |0, 0〉, energia 0, liczba cz¡stek 0; |±,±〉, energia 2U , liczba cz¡stek 4;
stany: v1, v3, v4

Razem 5 sztuk.
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12.7 Jawne postaci macierzy Hama dla baby systems. Ferromagnetyzm
(gªównie) pªaskodenny

12.7.1 De�nicja ferromagnetyzmu nasyconego

Widzieli±my, »e w okre±lonych warunkach, (sie¢ dwudzielna i half-�lling) ukªad w stanie
podstawowym wykazuje korelacje antyferromagnetyczne. Tu poka»emy, »e w innych sytuacjach
preferowane jest uporz¡dkowanie ferromagnetyczne. Najsampierw sprecyzujemy, co rozumiemy
przez stwierdzenie, »e ukªad jest ferromagnetykiem.

W celu unikni¦cia komplikacji technicznych, we¹miemy najmocniejsz¡ de�nicj¦ ferromagnetyzmu,
tzw. nasycony ferromagnetyzm.

Def. Mówimy, »e model Hubbarda wykazuje nasycony ferromagnetyzm, je±li dowolny
stan podstawowy posiada caªkowity spin Stot = Smax.

Aby nieco bli»ej pozna¢ wªasno±ci stanów modelu Hubbarda, które wykazuj¡ nasycony
ferromagnetyzm, przypomnijmy jeszcze niektóre fakty z teorii momentu p¦du. Otó» stan
o caªkowitym momencie p¦du równym S jest (2S+1)−krotnie zdegenerowany, a przestrze«
stanów o caªkowitymmomencie p¦du równym S jest rozpi¦ta przez stany o rzucie momentu
p¦du na wybran¡ o± (zwykle z) równych: Sz = −S,−S + 1, . . . , S − 1, S. Z jednej takiej
podprzestrzeni do drugiej mo»na przechodzi¢ przez dziaªanie operatorem podnosz¡cym
(opuszczaj¡cym) skªadow¡ z momentu p¦du. Wszystkie wi¦c te 2S+1 stanów jest równowa»nych
i mo»na bez straty ogólno±ci wybra¢ jeden z nich. Wybierzmy, jako takiego reprezentanta
ΦG.S., stan o najwi¦kszej z−owej skªadowej momentu p¦du, równej Sz = Stot = Smax.
Poniewa» ΦG.S. zawiera tylko elektrony o spinie 'w gór¦', wi¦c mamy HintΦG.S. = 0.
(Przy zaªo»eniu, »e Ne ¬ N). To znaczy, »e ΦG.S. jest stanem o najni»szej energii dla
Hhop w podprzestrzeni Ne elektronów 'up'. Przypominaj¡c sobie, jak si¦ konstruuje stany
wªasne Hhop (wz. (287) i (289)), mamy wyra»enie na poszukiwany ferromagnetyczny stan
podstawowy:

ΦG.S. =

Ne∏
j=1

a†j,↑Φvac

 (303)

(gdzie a†j,σ jest de�niowany przez XXXX), energia którego wynosi

EG.S. =
Ne∑
j=1

εj (304)

Je»eli mamy εNe < εNe+1, to stan (303) jest niezdegenerowanym stanem podstawowym w
przestrzeni o Sztot = Szmax. Pozostaªe stany ΦM , o z−towej skªadowej równej M , mo»na
uzyska¢ ze stanu (303) przez zadziaªanie stosown¡ ilo±¢ razy operatorem obni»aj¡cym:

ΦM = (Ŝ−tot)
(Smax−M)ΦG.S.

(stan ten na ogóª nie jest unormowany).
Powy»sza prosta konstrukcja ferromagnetycznych stanów podstawowych byªa oparta

na fakcie, »e dowolny stan podstawowy z Stot = Smax nie czuje oddziaªywania mi¦dzycz¡stkowego.
Dzi¦ki temu takie stany sprowadzaj¡ si¦ do stanów podstawowych ukªadów swobodnych
fermionów. Fakt ten jest specy�czny dla modelu Hubbarda i nie ma na ogóª miejsca dla
innych modeli.

St¡d te» mo»na podejrzewa¢, »e zasadniczym czynnikiem przy opisie magnetyzmu w
modelu Hubbarda s¡ wªasno±ci czªonu kinetycznego.
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12.7.2 Stany modelu 3−w¦zªowego

Sporo ogólnych cech modelu Hubbarda dla sieci dwudzielnej i przy half-�lling byªo widoczne
ju» w analizie najprostszego 2−w¦zªowego modelu. Podobn¡ analiz¦ przeprowadzimy teraz
dla modelu 3−w¦zªowego o wypeªnieniu 2/3 (tzn. dwu elektronach). Okazuje si¦, »e sporo
jego wªa±ciwo±ci (ferromagnetyzm w stanie podstawowym) wyst¦puje te» dla wi¦kszych
ukªadów.

Sektor 2−cz¡stkowy ukªadu 3−w¦zªowego liczy 15 stanów. Wyliczmy je:

1. Sztot = +1: P1 = |+,+, 0〉, P2 = |+, 0,+〉, P3 = |0,+,+〉;

2. Sztot = −1: M1 = |−,−, 0〉, M2 = |−, 0,−〉, M3 = |0,−,−〉;

3. Sztot = 0: e1 = |±, 0, 0〉,e2 = |0,±, 0〉,e3 = |0, 0,±〉;
e4 = |+,−, 0〉, e5 = |+, 0,−〉, e6 = |−,+, 0〉, e7 = |−, 0,+〉, e8 = |0,+,−〉, e9 =
|0,−,+〉.

St¡d wida¢, »e b¦dziemy tu mieli trzy tryplety i reszt¦ (tzn. 15− 3 · 3 = 6 singletów.
Staª¡ oddziaªywania kulombowskiego we»miemy dla wszystkich w¦zªów jednakow¡ i

równ¡ U ­ 0, a co do staªych przeskoku, to rozwa»ymy dwie sytuacje: Kiedy wszystkie
staªe s¡ równe oraz kiedy dwie s¡ równe.

12.7.3 Ogólna posta¢ macierzy Hama

Tu we¹miemy ogóln¡ posta¢ staªych hoppingu: t1,2 = t1,3 = t′, t2,3 = t.
W sektorze zªo»onym z samych plusów (tzn.Sztot = +1) macierz¡ Hama jest Sztot = −1

H(+1) =

 0 −t′ −t′
−t′ 0 t
−t′ t 0

 (305)

Uwaga: Stosujemy konwencj¦ znakow¡ Hhop = −t
∑
(c†i,σcj,σ + c

†
i,σcj,σ) (przeciwnie ni» u

Tasakiego).
W sektorze zªo»onym z samych minusów (tzn.Sztot = −1) jest tak samo.
No to teraz! �rodkowy, najwi¦kszy sektor o Sztot = 0. Macierz¡ Hama jest (z.d. 3p.):

H(0) =



U t′ t′ −t′ 0 0 −t′ 0 0
t′ 0 −t 0 t′ 0 0 t′ 0
t′ −t 0 0 0 −t′ 0 0 t′

−t′ 0 0 0 −t′ t′ −t 0 0
0 t′ 0 −t′ U t 0 −t 0
0 0 −t′ t′ t 0 0 0 t
−t′ 0 0 −t 0 0 0 −t′ −t′
0 t′ 0 0 −t 0 −t′ 0 −t
0 0 t′ 0 0 t −t′ −t U


(306)

12.7.4 Przypadek równych staªych przeskoku

Rozpatrzmy najsampierw sytuacj¦, gdy wszystkie staªe s¡ równe t = t′ = −1. Wtedy w
sektorze Sztot = +1 mamy:

H(+1) =

 0 1 1
1 0 −1
1 −1 0


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której warto±ci wªasne s¡ (¢w. z Algebry lub Matematyki): −2, 1, 1. Zatem:
Tryplety maj¡ energie: −2, 1, 1, energia zatem stanu podstawowego w sektorze trypletowym

wynosi −2.
To teraz zobaczmy energie wªasne w sektorze o Sztot = 0. Darujemy tu sobie

7 wypisywanie
macierzy Hama. Okazuje si¦, »e MapleTM potra� sobie poradzi¢ z obliczeniem warto±ci
wªasnych!!! i s¡ one:

E1 = −2, E2 = 1 +
1
2
U +
1
2

√
36− 4U + U2, E3 = 1 +

1
2
U − 1
2

√
36− 4U + U2,

E4 = 1, E5 =
1
2
U − 1
2
+
1
2

√
U2 + 2U + 9, E6 =

1
2
U − 1
2
− 1
2

√
U2 + 2U + 9,

E7 = 1, E8 =
1
2
U − 1
2
+
1
2

√
U2 + 2U + 9, E9 =

1
2
U − 1
2
− 1
2

√
U2 + 2U + 9

Zwró¢my uwag¦, »eE2, E4, E7 s¡ identyczne jak energie z sektora Sztot = +1, identy�kujemy
je wi¦c ze skªadowymi Sztot = 0 trypletów. Pozostaªe warto±ci wªasne musz¡ odpowiada¢
singletom. Kto nie wierzy, niech podziaªa macierzami kwadratu momentu p¦du na wektory
wªasne odpowiadaj¡ce wyliczonym wy»ej warto±ciom wªasnym. (z.d.).

Wykres otrzymanych energii wªasnych jako funkcji U przedstawiono naRYS. (TasakiToy).
Wida¢, »e dla dowolnego U > 0, stanem podstawowym jest tryplet � stan o najwi¦kszej
mo»liwej magnetyzacji, zatem dla dowolnego U > 0 mamy tu nasycony ferromagnetyzm.

12.7.5 Inne ukªady

Mo»na powy»sze rozwa»ania powtórzy¢ w przypadku t 6= t′; na warto±ci wªasne H(0)

otrzymuje si¦ tu wszelako równanie czwartego stopnia, którym � je±li by chciaª � Czytelnik
mo»e si¦, analitycznie b¡d¹ numerycznie, pobawi¢. (*z.d. 4p.). Konkluzja jest tu taka, »e
podstawowy stan ferromagnetyczny pojawia si¦ powy»ej krytycznej warto±ci U (zale»nej od
ilorazu t/t′). Np. u Tasakiego, dla t = t′/2, ferromagnetyczny stan podstawowy wyst¦puje
dla U > 2.8.

Sytuacja podobna do tej, któr¡ ±ledzili±my wy»ej (ªadnie i dokªadnie jest to opisane u
Tasakiego), ma miejsce ferromagnetyzmu wmodelach pªaskodennych (w ªa«cuchu sawtooth
b¡d¹ na sieci kagomé), gdzie udowodniono pojawianie si¦ nasyconego ferromagnetyzmu
w stanach podstawowych przy okre±lonych wypeªnieniach. Np. udowodniono nast¦puj¡cy
wynik dla sieci kagomé [20].

Tw. (Mielke '93) Rozwa»my model Hubbarda na sieci kagomé przy wypeªnieniu ρ =
Ne/N = 1/3, przy wszystkich staªych przeskoku jednakowych i przy wszystkich staªych
oddziaªywania niezale»nych od w¦zªa i równych U . Wtedy przy dowolnym U > 0, stan
podstawowy wykazuje nasycony ferromagnetyzm.

Moraª (heurystyczny) � czynniki sprzyjaj¡ce FM: • frustracja, • out-of-half-�lling.
Przy takich warunkach, pokazano pojawianie si¦ ferromagnetyzmu (równie» w dodatnich

temperaturach) w d =∞, przy u»yciu tzw. metody DMFT.

12.8 Wielopasmowy model Hubbarda i periodyczny model An-
dersona. Ferromagnetyzm w¦drowny ('itinerant')

A. Einstein mi¡l powiedzie¢, »e 'rozwi¡zanie jakiego± problemu �zycznego powinno by¢
tak proste, jak to tylko mo»liwe � ale nie prostsze'. Dobrze to pasuje do sytuacji, gdy

7Podobnie jak Al... itd.
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chcieliby±my opisa¢ ferromagnetyzm »elaza czy niklu przy pomocy modelu Hubbarda.
Wyniki z poprzedniego rozdziaªu s¡ bardzo wa»ne i daj¡ du»y wgl¡d w natur¦ pojawiania

si¦ ferromagnetyzmu wmodelu Hubbarda. Jednak nie mog¡ bezpo±rednio opisa¢ magnetyzmu
w realistycznych sytuacjach. Po pierwsze, nasze rozwa»ania dotyczyªy stanu podstawowego,
a chcieliby±my mie¢ ferromagnetyzm w sko«czonych temperaturach. Sk¡din¡d wiadomo
(tw. Mermina-Wagnera i jego rozszerzenia), »e w modelach jedno- i dwuwymiarowych w
ukªadach z symetri¡ ci¡gªa (model Hubbarda do takich nale»y � ma on grup¦ sym. SU(2),
a nawet wi¦ksz¡) nie mo»e by¢ uporz¡dkowa« magnetycznych (i innych) w niezerowych
temperaturach. Po drugie, ferromagnetyzm w takich sytuacjach jak sie¢ kagomé jest
magnetyzmem izolatorów (mocno zdegenerowane pasmo stanu podstawowego jest caªkowicie
wypeªnione, a pasmo nad przerwo¡ energetyczn¡ jest puste), a chcieliby±my mie¢ ferromagnetyzm
metaliczny � wykazywany przez elektrony w¦drowne ('itinerant').

Z tego powodu, nale»aªoby model Hubbarda rozszerzy¢, aby zbli»y¢ go do realno±ci
�zycznej.

Opiszemy tu rozszerzenie polegaj¡ce na uwzgl¦dnieniu faktu, »e atomy sieci maj¡ nie
jeden, a wiele orbitali. I tak np. przy analizie magnetyzmu w »elazie czy niklu musimy
wzi¡¢ pod uwag¦ fakt, »e dla magnetyzmu najistotniejsze s¡ orbitale d, których jest 5
rodzajów (t¦ liczb¦ mo»na zmniejszy¢, bior¡c pod uwag¦, i» 5−krotnie zdegenerowane
stany d rozszczepiaj¡ si¦ w polu krystalicznym, daj¡c, np. w polu o symetrii kubicznej,
3 najni»ej le»¡ce orbitale). W ten sposób, dojdziemy do naturalnego rozszerzenia modelu
z hamiltonianem (281), gdzie operatory kreacji i anihilacji (oraz wspóªczynniki) maj¡
jeszcze indeks orbitalowy. Dochodzimy wi¦c do ogólnej postaci hamiltonianu:

Ĥ =
∑
i,j;a,b;σ

tabij c
†
i,a,σcj,b,σ +

∑
ijkl;spdf ;σ,σ′

V spdfc†i,s,σc
†
j,p,σ′cl,d,σ′ck,f,σ (307)

Posta¢ ta jest ogólna, ale maªo czytelna. Wymie«my wi¦c szczególne przypadki, które w
naturalny sposób pojawiaj¡ si¦ przy analizie Hama (307).

12.8.1 Multi-band HuM

Zakªadamy tu, i» elektrony z dobrym przybli»eniem zachowuj¡ swoj¡ to»samo±¢ przy
przeskokach mi¦dzy w¦zªami (oraz na w¦zªach). Ponadto zakªadamy, »e w oddziaªywaniu
czterofermionowym najistotniejsze s¡ czªony, które � tak si¦ skªada � maj¡ wyrazist¡
interpretacj¦ �zyczn¡.

Multiband Hubbard model: Consider the system in which two species of spin one-
half particles (let's call them d and f electrons) are present. Assume that the Hamiltonian
describing the system has the following form (�two-band Hubbard model�):

HHub; df = Td + Tf + Vd + Vf + Vdf + S, (308)

where:

Td = −td
∑

〈ij〉;σ=±

(
d†i,σdj,σ + h.c.

)
, Tf = −tf

∑
〈ij〉;σ=±

(
f †i,σfj,σ + h.c.

)
; (309)

Vd = Ud
∑
i

nd;i,+nd;i,−; Vf = Uf
∑
i

nf ;i,+nf ;i,−; Vdf = Udf
∑
i

nf ;ind;i; (310)

SHeis = −
∑
i;α

Jαs
α
f ;i s

α
d;i, (311)

99



Here: σ is the spin index; i � site index; na;i = na;i,+ + na;i,− (a is the band index, so
in our case it assumes the values d and f); sαa;i is the spin operator, being the bilinear
combination of creation and annihilation operators: sαa;i =

∑
η,η′ σ

α
η,η′a

†
ηaη′ , where σ

α
η,η′ is

α-th Pauli matrice.
The model de�ned by (308) and (311) is a slightly generalized two-band Hubbard

model with Hund on-site interaction, studied in numerous papers, mainly in the context
of metallic ferromagnetism.

12.8.2 Periodic Anderson model

Tu zakªadamy, i» elektrony, nale»¡ce do ró»nych orbitali, mog¡ si¦ miesza¢, tzn. »e ma
miejsce hybrydyzacja.

W najprostszej (mo»e nie najprostszej, ale w miar¦ prostej) wersji zaóó»my, »e mamy
dwa rodzaje orbitali na ka»dym w¦¹le; nazwijmy je d oraz f . Elektrony ka»dego rodzaju
mog¡ skaka¢ po sieci, co opisuj¡ czªony Td oraz Tf . Mog¡ ponadto hybrydyzowa¢, co opisuje
czªonMdf . Wreszcie oddziaªywuj¡ na w¦zªach oddziaªywaniem 'on-site', co opisuj¡ czªony
Vd, Vf oraz Vdf .

Mamy zatem:
HPAM; = Td + Tf + Vd + Vf + Vdf +Mdf , (312)

Wi¦kszo±¢ z tych czªonów byªa zde�niowana wy»ej przez wzory (??) i (310), tak »e
pozostaje tylko napisa¢ wyra»enie na czªon hybrydyzacyjny:

Mdf = mis
∑

〈ij〉;σ=±

(
d†i,σfj,σ + h.c.

)
+mos

∑
i;σ=±

(
d†i,σfi,σ + h.c.

)
(313)

gdzie is oznacza 'inter-site', za± 'os' � 'on-site'.
Model Andersona zostaª przez niego zaproponowany do opisu problemu domieszki

magnetycznej w matrycy niemagnetycznej [?]. Oryginalny hamiltonian Andersona miaª
mniej wyrazów byªy tam jedynie Td, Vdf i wyrazy hybrydyzacyjne. Pó¹niej zacz¦to rozpatrywa¢
model Andersona jako naturaln¡ mody�kacj¦ modelu Hubbarda i stosowa¢ do opisu
skorelowanych elektronów wsz¦dzie tam, gdzie mamy podejrzenie (lub pewno±¢), »e istotne
jest mieszanie si¦ elektronów z ró»nych orbitali.

Dla obydwu modeli � wielopasmowego HuM'a i PAM'a � praktycznie nie mamy ±cisªych
metod analizy.

• Istniej¡ ró»ne wyniki ±cisªe przewa»nie dla stanów podstawowych dla w¡skich podzbiorów
przestrzeni parametrów.

• S¡ metody Hartree-Focka oraz niewolniczych bozonów ('slave bosons'), ale trudno
powiedzie¢, na ile przybli»enia te s¡ wiarygodne. W wielu sytuacjach intuicja �zyczna
podpowiada, »e s¡.

• Jest te» metoda DMFT ('dynamical mean �eld theory'), pozwalaj¡ca na analiz¦
ukªadu w niesko«czonej liczbie wymiarów, co � jak si¦ okazuje � bardzo analiz¦
upraszcza. Otrzymano w ten sposób bardzo wiele wyników dla ró»nych wielko±ci,
zarówno statycznych, jak i dynamicznych [21]. Naczelnym pytaniem o zasadno±¢
wyników DMFT jest, jak daleko jest od 3 do niesko«czono±ci. W wielu sytuacjach
mo»na argumentowa¢, »e caªkiem blisko i »e analiza ukªadów silnie skorelowanych
metod¡ DMFT jest wiarygodna dla ukªadów trójwymiarowych.
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13 ZADANIA

Uwaga. Do wielu zada« mo»na znale¹¢ wskazówki, b¡d¹ rozwi¡zania, w ksi¡»kach [1], [2],
[3], [4]. Zach¦cam jednak do samodzielnej pracy, i ew. porównania ze znanymi rozwi¡zaniami
po, a nie przed rozwi¡zywaniem.

1. Znale¹¢ ilo±¢ stanów zwi¡zanych w jamie prostok¡tnej o gª¦boko±ci U = 2 i szeroko±ci
a = 3 (1p). Znale¹¢ te» funkcje wªasne stanu o najwy»szej i najni»szej energii, (1p)
+ wykresy (0.5p).

2. Znale¹¢ poziomy energetyczne i funkcje falowe cz¡stki w otencjale V (x) = U
cosh2(x/a)

(3p). Za ilustracj¦ tzn. warto±ci energii z dokªadno±ci¡ numeryczn¡, + wykresy f.
falowych dla U = 2, a = 3, dodatkowo 1.5p.

3. Znale¹¢ stany wªasne i energie wªasne cz¡stki w symetrycznym potencjale 'V', tzn.
równego 0 dla |x| > a, oraz A( |x|

a
− 1) dla |x| < a (3p.) Zilustrowa¢ funkcjami

wªasnymi i energiami wªasnymi dla A = 3, a = 4 +wykresy (1.5p)

4. * Wyprowadzi¢ oszacowanie Calogero (91) (4 p) Wsk. Reed, Simon IV

5. Znale¹¢ wspóªczynnik przej±cia przez paraboliczn¡ barier¦ potencjaªu (2.5 p.) +
wykres wspóªczynnika przej±cia w funkcji energii (1 p).

6. Znale¹¢ widmo cz¡stki w potencjale kawaªkami parabolicznym z pªaskimi przerwami
mi¦dzy parabolami. (3p); ilustracja 1.5p

7. Potencjaª symetryczny W (tzn. kawaªkami liniowy) double well (3p.), za ilustracje
1.5p.

8. * Rezonans z niezerowymi cz¦±ciami rzeczywist¡ i urojon¡ w potencjale udu prostok¡tnym
(4 p).

Numerki

9. N Stany zwi¡zane w potencjale Lennarda-Jonesa (2.5 p).

10. N Kwartyczne double well (2.5 p)

11. N Stany zwi¡zane w 2, 4, 6 i 8 studniach parabolicznych obok siebie (3 p.)

Modele sieciowe 1-d

12. Pokaza¢ zale»no±ci asymptotyczne g¦sto±ci stanów (166) i (167).

13. Znale¹¢: Warunki na dopuszczalne energie (wzory); energie jako funkcje k (rysunki �
a wzory, je±li komu± uda si¦ znale¹¢ jawne, to jak najbardziej); oraz g¦sto±ci stanów
dla potencjaªów (wzory + rysunki) dla potencjaªów o okresie 4 i 5:

(a) 0, 0, 0, U, 0, 0, 0, U, . . .

(b) 0, 0, 0, 0, U, 0, 0, 0, 0, U, . . .

(c) 0, U, 0, 0, U, 0, U, 0, 0, U, . . .

Modele sieciowe 2-d
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14. Przeprowadzi¢ analiz¦ punktów krytycznych dla E2k na sieci heksagonalnej (1p)

15. Przeprowadzi¢ analiz¦ punktów krytycznych dla E2k w przypadku t′ 6= 0 (1.5p)

16. Otrzyma¢ Ek dla cz¡stek swobodnych na sieci heksagonalnej z potencjaªem Néela
(1.5p.)

17. * DOS dla grafenu (3.5p.)

18. Zanalizowa¢ znikanie przerwy energetycznej przy zmianie U dla potencjaªu Néel 3.
Wsk. W momencie znikania przerwy energetycznej dwa pierwiastki równania na Ek
staj¡ si¦ równe, zatem nie jest konieczne stosowanie wzorów Cardano.

19. * Analiza ukªadu z trzema staªymi przeskoku i znalezienie przypadków, kiedy DOS
da si¦ policzy¢ analitycznie, i policzenie przypadku zdegenerowanego (3.5p.)

20. Stwierdzi¢ numerycznie, czy b¦dzie lokalizacja Andersona w 1d, dla modelu bez
potencjaªu, ale z przypadkowymi staªymi przeskoku. S¡ tu oczywi±cie ró»ne mo»liwo±ci
realizacji (np. staªe maj¡ warto±¢ −t z prawdopodobie«stwem p i warto±¢ +t z
prawd-stwem 1 − p). Zaproponowa¢ te» jak¡± wªasn¡ realizacj¦ przypadkowych
staªych przeskoku. (2.5 p)

21. Ilustracje (poprzedzone wyliczankami) lokalizacji Andersona w 2d (2.5p.)

22. Pouzupeªnia¢ brakuj¡ce rachunki dla modelu Hubbarda, zaznaczone jako z.d. w
rozdziale mu po±wi¦conym.

Zaliczenie: Od 10 p.
Skala ocen: 10-12: 3; 12-14: 3+; 14-16: 4; 16 i powy»ej: 4+. Kto chce mie¢ 5, musi

przedstawi¢ rozwi¡zanie przynajmniej jednego z problemów z gwiazdk¡.
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