KURS DOKSZTALCAJACY
DLA MECHANIKOW KWANTOWYCH

Semestr letni 2013

Lecture notes

J. W.



1 Wstep

Spis zagadnieri planowanych do poruszenia:

1.

10.

Podstawowe pojecia mechaniki kwantowej: wektor stanu, funkcja falowa, rownanie
Schrodingera.

. d = 1, kanoniczne przyktady teoretycznie: Czastka w prostokatnej studni potencjatu,

oscylator harmoniczny, potencjal Morse’a.

Numeryczne rozwigzywanie rownania Schrodingera metodg ’strzelania’. Kilka przyktadow
numerycznie (Lennard-Jones)

Prosta dynamika. Studnia podwojna i tunelowanie. Zastosowanie: Magnetyki molekularne
1 pamieci magnetyczne.

Rozpraszanie w jednym wymiarze.

Jak sie tworza pasma energetyczne w strukturach periodycznych — analitycznie (w
granicy N — oo) i numerycznie (kilka studni potencjalu obok siebie).

? Dynamika nieco bardziej skomplikowana. Rozptywanie sie gaussianu? (EXACT)
Rozchodzenie sie paczki falowej w obecnosci potencjatu? (NUMERIC)

Przyblizenie ciasnego wigzania. Model sieciowy czastek nieoddziatujacych. Pasma
energetyczne d = 1, d = 2. Przyktad z MITologii (Metal-Insulator Transition)

Model sieciowy z nieporzadkiem. Lokalizacja Andersona w d = 1 1 jak ja zobaczy¢.

7 HuM?



2 Podstawowe pojecia mechaniki kwantowej

2.1 Wektor stanu, funkcja falowa

Podstawowa wielko$cia w mechanice kwantowej jest funkcja falowa, zwyczajowo oznaczana
Y i zalezna od zmiennych przestrzennych (trzech, jezeli mamy jedna czastke; 3N, jesli
mamy N czastek) oraz od czasu.

Informacja fizyczna, ktora mozna wyciggna¢ z funkcji falowej, jest mniej pelna, niz byto
to w przypadku mechaniki klasycznej. W szczegdlnosci, obowiazuje zasada nieoznaczonosci,
moéwiaca, iz nie mozna zmierzy¢ naraz z dowolng doktadnoscia okreslonych par obserwabli
(np. potozenia i pedu). Okazuje sie, ze niepewnosci pomiaru Ax i Ap sa rzedu stalej
Plancka:

Ax - Ap ~ h. (1)

Innym przejawem zasady nieoznaczonosci jest jej wersja dla energii i czasu. Jedli mamy
chwile At na pomiar czasu, to energii uktadu w tym czasie nie mozemy zmierzy¢ dostatecznie
doktadnie, a jedynie z doktadnoscia AFE taka, ze

AE - At ~ h. 2)

Sama funkcja falowa nie posiada interpretacji fizycznej; posiada ja natomiast kwadrat jej
modutu. Interpretacja jest probabilistyczna: Jesli wezmiemy maly obszar przestrzenny o
objetosci AV, to |[|PAV jest prawdopodobieristwem znalezienia czastki w obszarze.

Stad wynika warunek na normalizacje funkcji falowej: Poniewaz prawdopodobienstwo
znalezienia czastki w catej przestrzeni jest rowne 1, wiec funkcja falowa musi spetniac

1Py =1, (3)

O funkcjach falowych zaktadamy, ze maja porzadne wtasciwos$ci matematyczne: Zakladamy;,
ze s ciagle i rozniczkowalne, oraz ze sa catkowalne z kwadratem, tzn. ze [ |¢[2d*V < cc.

Zbior wszystkich funkcji falowych tworzy przestrzen wektorows, zwana przestrzenig
Hilberta. Znaczy to, ze stany (wektory z przestrzeni) mozna dodawaé (ogolniej — bra¢
ich kombinacje liniowe) i w ten sposob otrzymywaé¢ nowe stany. Wlasnie ten aspekt
odpowiedzialny jest za efekty interferencyjne (naktadanie sie fal).

Kto przechodzit kurs algebry (lub matematyki), powinien pamietaé, ze przestrzen
Hilberta H to przestrzen z iloczynem skalarnym, tzn. mamy w niej dodatnio okre$long
forme biliniowy.

Dla przypomnienia: Forma biliniowa: Odwzorowanie (-,-) : H x H — C, spelniajaca, dla dowolnych
wektorow x,y, z € H oraz liczby « € C:

i (x—|—y,z) = (3:72) + (y,z), (ax,y—|— Z) = (l‘;z) + (y,z);
o (z,ay) = afz,y) , (az,y) = a(z,y),
o (z,2)>0.

W fizyce czesto stosuje sie notacje Diraca: (x,y) == (z|y).

Jeszcze, dla odréznienia, co to jest wektor stanu i funkcja falowa: Wektor to punkt w przestrzeni
wektorowej, a funkcja falowa — to wektor w konkretnej bazie. I tak, bedziemy gltownie uzywac przedstawienia
potozeniowego funkcji falowej. Tu na iloczyn skalarny dwu funkcji ¢, ¢ mamy:

(), ) = / B d(x)dx.



Ale rownowazne jest przedstawienie pedowe, tzn. wyrazenie funkcji falowej jako funkcji pedu. Od jednego
przedstawienia do drugiego przechodzi sie tu przez transformacje Fouriera — odpowiada ona innemu
wyborowi bazy w przestrzeni Hilberta.
Jeszcze, z rozpedu: Niech F' : H — H — operator liniowy w przestrzeni Hilberta. Operator sprzezony
do F, ozn. FT, jest okreslony przez:
(x, Fy) = (F'z,y)

dla dowolnych wektoréow z,y € H. Moéwimy, ze F jest samosprzezony (hermitowski), gdy F = FT.

2.2 Roéwnanie Schrodingera z czasem

Analogonem réwnania Newtona (lub Lagrange’a, lub Hamiltona) jest réwnanie Schrodingera
na funkcje falows ¢, zalezna od zmiennych przestrzennych i czasu. Ogoélnie ma ono postac:

o

ith— = Hu, 4

= Hy (1
gdzie H jest operatorem samosprzezonym, zwanym operatorem Hamiltona lub hamiltonianem.
Dla jednej czastki w potencjale zewnetrznym V(x) hamiltonian ma postaé¢ taka, jak
catkowita energia w mechanice klasycznej:

H:p—2+V(X) :—h—2A+V(X), (5)
2m 2m
gdzie p jest operatorem pedu:
p = —ihV, (6)
za$ A to laplasjan: 5 - .
A=V = 922 + o2 + 9

2.3 Rownanie Schrodingera bez czasu

Jesli potencjal V' (x) w (5) nie zalezy od czasu, to rownanie Schrodingera mozna rozseparowac.
Doktladniej, poszukajmy rozwigzan w postaci iloczynu funkeji, z ktorych jedna zalezy tylko
od zmiennych przestrzennych, a druga od czasu. Ogoélne rozwiazanie réwnania bedzie suma
funkcji tej postaci.

Zaktadamy wiec, ze

P(x, 1) = u(x) f(t); (7)
wstawmy te posta¢ do (4) i podzielmy przez 1. Otrzymamy:

thdf 1 h?

L =D | Vu 4+ V(x)ul . 8

fdt  ul| 2m (x) (®)
Lewa strona réwnania zalezy tylko od ¢, a prawa tylko od x. W ten sposéb, obie strony
musza by¢ réwne stalej, ktorej sens wyjasnimy za chwile; nazwijmy ja £. W ten sposob
dostaniemy réwnanie na f:

df 1

ktore to rownanie banalnie sie catkuje, otrzymujac

f(t) = Ce BN (10)



Na funkcje u otrzymamy teraz rownanie

[—;;VQ n v<x>] u(x) = Eu(x). ()

Jaki jest fizyczny sens staltej separacji £7 W rownaniu (9) nie mamy zadnych ograniczen
na f. W rownaniu (11) — tez pozornie nie mamy, ale tylko pozornie: O ile rozwiazania
(11) istnieja dla dowolnych wartosci E, to rozwiazania fizycznie akceptowalne — juz tylko
dla niektorych. Tu fizycznie akceptowalne’ znaczy: normowalne, tzn. takie, ze

/ lu(x) 2d*z

jest skonczona. (Takie funkcje nazywamy catkowalnymi z kwadratem, lub elementami
przestrzeni L%(R3)). Wtedy réownanie (11) jest zagadnieniem wlasnym, tzn. réwnaniem
na funkcje i wartosci wlasne.

Lacznie na funkcje ¢ mamy

Y(x,t) = u(x)e BV, (12)

Ogolne rozwigzanie rownania (4) jest suma takich szczegolnych rozwigzan. Zauwazmy, ze
w dowolnej chwili czasu

[, 1) = [u(x)|*

(bo E jest rzeczywiste, co sie niedtugo okaze).

2.4 Postulaty mechaniki kwantowej, operatory samosprzezone

Postulat 1. Kazda zmienna dynamiczna wystepujgca w opisie ruchu czqstki moze byé
reprezentowana przez pewien lintowy operator samosprzezony.

I tak np., operatorem polozenia jest operator mnozenia przez x; operatorem pedu jest
operator p = —ihV; operatorem calkowitej energii jest hamiltonian.

Dla kazdego takiego operatora {2 mozemy napisa¢ jego réwnanie wiasne:

QUZ‘ = W;v;

gdzie v; jest funkcja wlasng 2, z ktorg stowarzyszona jest wartos¢ wlasna w;.

Wartoéci wlasne majg bezposrednie znaczenie fizyczne, o czym mowi

Postulat 2. W wyniku pomiaru zmiennej dynamicznej reprezentowanej przez operator §2
mozemy otrzymac tylko jedna z jego wartosci wtasnych w;.

Chciatoby sie mie¢ gwarancje, ze otrzymamy tu wytacznie liczby rzeczywiste (polozenie,
energie, ped, ...). Ale to jest zagwarantowane przez postulat 1, tylko trzeba sobie przypomniec,
ze wartosci wlasne operatoré6w samosprzezonych sg rzeczywiste.

Zatrzymajmy sie na chwile przy hamiltonianie. Dla niektérych uktadéw mamy ciggle
widmo energii (np. dla czastki swobodnej — mozliwa jest dowolna, wieksza od zera wartos¢
energii), dla innych (np. atoméw) — wartosci dyskretne.

Okazuje sie, ze funkcje wlasne energii mozna podzieli¢ na dwie klasy: Do pierwszej
z nich nalezg funkcje dobrze zlokalizowane — odpowiadaja one dyskretnym wartosciom
wtasnym energii. Do drugiej nalezg funkcje, ktore pozostaja skoriczone na dowolnie duzych
odlegtosciach — odpowiadaja one widmu ciagtemu. (Inaczej je tez trzeba normowac).



[lustracje faktu, ze dopuszczalne energie atomow sg dyskretne, mamy na RYS., przed-
stawiajacym widmo atoméw Stonica: Przej$cia pomiedzy r6znymi poziomami energetycznymi
manifestuja sie jako ciemne prazki w widmie.

Linie widmowe sa charakterystyczne dla danego pierwiastka — stanowia ’odcisk palca’.

Uwaga o odkryciu helu.

Uwaga o Kirchhoffie i uzyskaniu zlota ze Storica.

Uwaga. Nie znaczy to, ze nie wolno nam w ogole postugiwac¢ sie operatorami niesa-
mosprzezonymi — uzywa sie ich zreszta nagminnie. Ale nie odpowiadaja one fizycznym
obserwablom.

Zaktadamy, ze wszystkie funkcje wtasne dowolnej zmiennej dynamicznej tworzg uktad
zupetny, tzn. kazda funkcja ciggla moze by¢ przedstawiona w postaci ich kombinacji
liniowej.

Skoro tak, to pewna funkcje falowa przedstawmy jako liniowa kombinacje funkcji
wtasnych v; operatora §2:

= a;. (13)
7

Dokonajmy teraz pomiaru zmiennej dynamicznej 2 na uktadzie. Jaki wynik otrzymamy?
W swietle postulatu 2, jedynymi mozliwymi wynikami pomiaru sa wartosci wlasne w;. Ale
ktora z tych wartosci wlasnych otrzymamy, skoro ¢ (na ogot) nie jest funkcja wlasna Q7
[ tu mamy

Postulat 3. W wyniku pomiaru wielkosci {2 na stanie opisywanym przez funkcje falowa (13)
otrzymamy jedna z wartoéci wasnych w; z prawdopodobiefistwem |a;|>. Tak wiec mozemy
by¢ pewni, ze otrzymamy w wyniku pomiaru jedng z wartosci wtasnych tylko wtedy, gdy
uktad jest w jednym ze stanéw wtasnych.

2.5 Wlasciwosci funkcji wlasnych

Zbierzmy tu (i ewentualnie dodajmy nowe) wlasciwosci funkcji wlasnych operatorow
samosprzezonych (w szczegolnosci hamiltonianu).

Niech {v;} bedzie zbiorem funkcji whasnych jakiegos operatora samosprzezonego (np.
hamiltonianu).

o Jupetlno$é: Kazda funkcja falowa da sie przedstawi¢ jako liniowa kombinacja funkcji
wlasnych.

e Ortogonalnosé: Funkcje wlasne odpowiadajace roznym wartosciom wlasnym sa ortogonalne,

tzn.
(v0y) = [ Bx)o; (x)dx = o,

Uwaga. Jesli sie zdarzy, ze mamy kilka funkcji odpowiadajacych tej samej wartosci
wlasnej (tzw. przypadek z degeneracja), to nie muszqg one by¢ ortogonalne. Zawsze
jednak w podprzestrzeni tworzonej przez takie funkcje wlasne mozna wybraé baze
ortogonalna.

e Operatory komutujace majg wspolny uktad funkeji wtasnych.

e Zasada wariacyjna: Jesli Ey jest energia stanu podstawowego, to dla dowolnej funkeji
falowej ¢ mamy
(¢, Ho)

P68



Uwaga 1. W ten spos6b mozna oszacowac z gory energie stanu podstawowego. Mozna
tez szacowacé od dotu energie stanu podstawowego, ale jest to znacznie trudniejsze.

Uwaga 2. Mozna tez podobnie uzyska¢ oszacowanie z gory energii stanu nie-podstawowego,
odpowiednio zmniejszajac konkurencje, tzn. ograniczajac sie do odpowiedniej podprzestrzeni
calej przestrzeni Hilberta (tw. o minimaksie).

e Funkcje wlasne mozna wybraé¢ jako rzeczywiste (jesli nie ma pola magnetycznego).

e Funkcja wlasna stanu podstawowego nie ma miejsc zerowych; tak wiec funkcje
wlasne stanow ponadpodstawowych musza mie¢ miejsca zerowe ('wezly’).

e Stan podstawowy jest niezdegenerowany.
Wtasnoéci specyficzne dla d = 1:
o Wszystkie poziomy energetyczne widma dyskretnego sa niezdegenerowane.

e a) n—ta funkcja wlasna ma n — 1 miejsc zerowych, b) wiec funkcja wlasna stanu
podstawowego nie ma zer).
Uwaga. Ta wtasno$é dotyczy tylko d = 1. Antysymetryczne funkcje falowe uktadu
wielu czastek mogg mie¢ miejsca zerowe.



3 d =1, kanoniczne przyklady teoretycznie
Bedziemy w tej Section rozwiazywaé rownanie Schrodingera w jednym wymiarze, o postaci

_ P @)+ V() = Bé) (14)

2m dx?

3.1 Czastka w studni potencjatu, nieskoriczenie wysokiej

Zacznijmy od analizy prostego problemu: Czastka znajduje siec w studni potencjatu. Sciany
tej studni maja nieskoriczong wysokosé¢, a wewnatrz czastka jest swobodna.

Konkretniej, 'setup’ wyglada nastepujaco: Czastka ma mase m. Potencjal V(z) = 0
dla z € [0a]. Na $ciankach x = 0 oraz @ = a potencjal jest 'nieskoriczenie wysoki’, (RYS.)
co znaczy, ze czastka nie moze tam sie znajdowac i tym obszarem si¢ nie zajmujemy.

Roéwnanie Schrodingera ma wiec postaé

L (z) = E(z) (15)

2m dx?

Pora powiedzie¢ co§ o warunkach brzegowych. Zadamy, aby funkcja falowa byla tak
gtadka, jak to mozliwe. (Warunek ten mozna wyprowadzié¢ z zasady wariacyjnej, zauwazajac,
ze funkcja nier6zniczkowalna, a tym bardziej niecigglta prowadzi do duzej energii kinetycznej,
wiec im gladsza, tym lepiej, tzn. tym nizsza jest energia. Dokladniej nie bedziemy tego
wyprowadzac¢, narzucajac wymaganie ciggltosci/gladkosci jako warunek brzegowy).

Poniewaz w obszarze poza 0 < x < a czastki nie ma, to tam ¥ (z) = 0. Z ciaglosci,
musimy wiec mie¢

¥(0) =(a) = 0. (16)
Napiszmy ogolne rozwiazanie réwnania (15), na razie nie zwracajac uwagi na warunki
brzegowe. Przepiszmy (15) jako:
w// _|_ Ew — O

gdzie

2mE
€=y
Ogolne rozwigzanie tego rownania to

Y(z) = Acosh(y/—€)x + Bsinh(v/—ex) dla E <0,
Y(r) = Acos(vex) + Bsin(vex) dla E > 0.

Dla pierwszej mozliwosci nie uda si¢ spetni¢ warunkoéw brzegowych. Pozostaje druga
mozliwo$é, tzn. trygonometryczna. Warunek znikania funkcji falowej dla x = +a daje:

Vea=nm, n=12,... (18)

2mE
= n?m?, co daje dla energii (tu zaznaczmy

Biorac pod uwage definicje (17), mamy:

zaleznosé od n:

h? 2
E, = 2m7;2n2, n=1,2 .. (19)
a dla funkcji falowych
Yp(x) = N sin Tx, n=1,2... (20)
a



N jest dowolnym czynnikiem. Jesli chcemy, aby funkcja falowa byta unormowana, to

2 2
N = \/77 WlQC wn(x) = \/73111 Tﬂf, n= 1,27 e
a a a

Uwaga. O asymptotyce warto$ci wilasnych: Niezaleznie od tego, jaka jest postaé
potencjatu V', mamy, w przypadku nieskonczenie wysokich $cian, asymptotyczne zachowanie
sie wartosci wtasnych takie, jak w przypadku swobodnym:

EV) ~ n?,

a doktadniej
EWV)

lim (21)
gdzie E”) — energia wlasna n—tego stanu w potencjale V(z) = 0 — jest dana przez (19).
Dowod jest calkiem chytry i wykorzystuje przeksztatcenie rownania rézniczkowego
(zwane jest ono problemem Sturma — Liouville’a) na réwnanie catkowe, tatwiejsze do
badania. Wykorzystuje sie tutaj teorie operatoréow zwartych. Dobry odnosnik to notatki
prof. P. Urbanskiego, 77 na stronie wydziatlowe;j.
RYSUNKI: Funkcje falowe

3.2 Czastka w prostokatnej studni potencjalu o skoriczonej glebokosci

Mamy tu czastke o masie m w potencjale V' (z), okreslonym nastepujaco:

] 0 da |z|]<a
V(I)_{U dla |z| >a

RYS. Jest to jama, wiec U > 0.

Naszym celem jest rozwiazanie rownania Schrédingera (14) z powyzszym potencjalem
i znalezienie funkcji wtasnych oraz wartosci wlasnych (dopuszczalnych energii).

Ponizej zajmujemy sie stanami zwigzanymsi, tzn. o energii U > E > 0.

UWAGA o stanach niezwiazanych o dodatniej (w poréwnaniu z U) energii. (Bedziemy
rozpatrywaé sytuacje, gdzie £ > U, tzn. E — U > 0; sg to tzw. stany rozproszeniowe,
zajmiemy sie nimi p6zniej).

W obszarze II, tzn. |z| < a, potencjal jest rowny zeru, tak wiec mamy tu

(22)

12 OmE
W =Eyp b "+ 7;;

2m
2mFE
w =1/ = (23)

WprowadZzmy oznaczenie:
Ogolne rozwigzanie rownania Schrodingera w tym obszarze to

b =0

1 = Bsinwz + Ccoswz, skad ' =wBcoswr —wC sinwx (24)

(pochodnej bedziemy za chwile potrzebowac).
W obszarach I (tzn. x < —a) i ITI (tzn. 2 > a) mamy réwnanie

2m(E —U)

h2 " "
—5 VUG =EY b @ —— =0

9



i wprowadzajac oznaczenie

_[2m(U - E)
K=\ (25)

mamy, w obszarze I, funkcje falowg w postaci:

Y= At 4 Alere,

Dla energii mniejszej od zera, stany wlasne musza byé¢ zlokalizowane, i z tego powodu
wspoOtczynnik A’ musi by¢ rowny zeru. Ostatecznie mamy w obszarze I:

P =Ae™®, Y =skad Y = kAeT. (26)
Analogicznie, w obszarze 11T mamy:
Y = De ", ' = —kDe ", (27)

State A, B, C, D nie moga by¢ dowolne, poniewaz funkcja falowa ma by¢ tak gladka, jak
to mozliwe. Najwieksza jej gtadkos$é zapewnimy, zadajac, aby w punktach x = +a funkcja
falowa byla ciagla oraz rézniczkowalna, tzn. aby na granicach I/IT oraz II/III byly réwne
wartos¢i funkcji oraz jej pochodnej.

W ten sposob, na granicy I/11, tzn. dla = —a, mamy:
Yr(—a) = Yr(—a), codaje: Ae " = —Bsinwa+ C coswa (28)
Vi(—a) =i (—a), codaje: rAe " =wBcoswa+ wC sinwa
Analogicznie na granicy II/1I1, tzn. dla © = 4+a, mamy:
Yrr(a) =rr(a), co daje: De " = Bsinwa + C coswa (29)
i (a) =i (a), codaje: —kDe " =wB coswa — wC'sinwa

Zapiszmy te warunki jednolicie w postaci uktadu réownan liniowych na wspotczynniki
A B,C,D:

e " A  +sinwaB —coswaC +0D =0

ke " A —wcoswaB —wsinwaC +0D =0

0A +sinwaB  4coswaC —e "D =0

0A +wcoswa B —wsinwaC ke ™D =0

(30)

Powyzszy uktad jest uktadem rownar na 5 wielkosci (A, B, C, D, oraz — nie zapominajmy
— tez E, ktora tkwi niejawnie w x oraz w).

Aby uklad (30) mial niezerowe rozwiazanie w zmiennych A, B,C, D, musi znikaé
wyznacznik D tego ukladu. Otrzymamy stad dopuszczalne wartosci energii. Mamy:

e~ " sin wa — coswa 0
D= ke "™ —wcoswa —wsinwa 0 —0 31
- 0 +sinwa +coswa —e R | (31)
0 +wcoswa —wsinwa “+ke "

Liczymy ten wyznacznik, (tak jak to bylo uczone na algebrze — przyda sie tu rozw.
Laplace’a). Wyznacznik okazuje sie by¢ rowny

e 2 <2w/-€ cos(2wa) + K*sin(2wa) — w? sin(Qwa))

10



i otrzymujemy, po paru przeksztalceniach, warunek znikania wyznacznika réwnowazny
rownaniu (31):

D = 2wk cos(2wa) + Kk?sin(2wa) — w?sin(2wa) = 0 (32)

Rozwiazmy to rownanie kwadratowe, wyrazajac s jako funkcje pozostalych wielkosci.
Mamy dwa rozwiazania:

K1 = —wctgwa oraz Ky = wtgwa. (33)
Wygodniej nieco bedzie pracowa¢ w zmiennych &, n:
§ = wa, n = Ka (34)
Rownania (33) w tych zmiennych przybieraja postaé
n=_,tg{ lub n=—Lctgl. (35)
Przypomnijmy teraz sobie, ze zmienne &, nie sa niezalezne, lecz obie zawieraja energie.
Zobaczmy, ze:

2m 2mUa?
:a2ﬁ(E+U_E): h2

(skorzystalismy tu w drugiej rownosci z definicji (25) oraz (23), oraz zdefiniowalismy R

przez ostatnia réwnosc).
Otrzymujemy zatem nastepujacy uktad rownan na &, n:

{52:7‘772 z f;ng lub {52_7_772 z —Ef(éggf (36)

§2 _|_772 — GQ(KJQ +w2) = RQ.

Kazda z dwoch wersji uktadu jest uktadem rownan przestepnych (TRANSCENDENTNYCH)!

na zmienne &, 7. Warto na taki uktad spojrze¢ graficznie RYS.. Wida¢, ze wersje: "tangensowa’

i ’cotangensowa’ przeplataja sie, a takze, ze dla dowolnego U zawsze istnieje rozwiazanie

uktadu (36) (galaz 'tangensowa’), a zatem zawsze istnieje co najmniej jeden stan zwiazany.
Majac jakies rozwiazanie uktadu (36), mozna przezen wyrazié energie:

h2w2 - 52 h2

FE=— — _
2m 2ma?

(37)

Wyznaczmy jeszcze funkcje falowq. Zrobimy to, rozwiazujac uklad (30) dla zerujacego
sie wyznacznika, tzn. przy spelionych warunkach (36). Pamietajac, ze rozwiazania sa
wyznaczone z doktadnoscia do stalej multiplikatywnej (tzn. czynnika), wezmy np. C' = 1.
Wtedy na A, B otrzymamy dwa réwnania (dwa pierwsze sposrod rownan (30)):

e Fa sinwa _

coswa A + coswa B = 1 (38)
ne' A — w B = w sm‘ wa

coswa coswa

Wezmy galaZ 'tangensowa’ rozwigzan, tzn. k = wtgwa. Wtedy powyzszy uklad (39)
przyjmuje postac:

e—ka

g 4T
Ke A —

coswa

B =1
B = &

(39)

€ gz

I'Nie myli¢ z transcendentalnymi
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ktorego rozwigzanie jest:
A =coswae™, B=0.

7 pozostatych dwoch rownan wyznaczamy jeszcze wspolczynnik D i mamy rozwigzanie
A=coswae™, B=0, C=1, D=coswae™ =A. (40)

Widaé stad, ze to rozwiazania sa symelryczne.
Druga czesé¢ rozwigzan otrzymujemy przez wziecie 'cotangensowej’ galexi rozwigzan.
Postepujac analogicznie jak wyzej, dostajemy:

A=sinwae™, B=1, (=0, D=—sinwae™ =-A. (41)

Widag¢, ze tu dla odmiany rozwiazania sa antysymetryczne.
Wykresy kilku funkcji falowych przedstawiono na RYS. dla parametrow |...|.

3.3 Oscylator harmoniczny

Tu mamy potencjal kwadratowy, i rown. Schrodingera jest:

h? 1., B
— () + Shat(e) = Bo) (42)

Zdefiniujmy, (podobnie jak w oscylatorze klasycznym) czesto$é przez:

W= \/E (43)

Wtedy réwnanie (42) mozemy przepisac jako

@
dz? h?

1
E — 2mw2x2) =0 (44)

Optlaca sie przeskalowaé odlegtosé tak, by otrzymaé¢ bezwymiarows zmienna. Konkretnie,
wprowadzmy:

E=/—x (45)

Résmiczk ) laluia si . d d¢ d mw d d? mw d? .
6zniczkowania po z skaluja sie prosto: — = —~— = ,/—— oraz — = — ——, i

b Jasep dr  drde  V'h de dz? ~ h de¥’
rownanie (44) przyjmuje postac

2F
" 2
0 46
gdzie primem oznaczyliSmy rézniczkowanie po &.

Bedziemy szuka¢ rozwiazan tego rownania. Najsampierw zbadajmy jego asymptotyke,
gdy & — oo. Dla duzych &, w (46) mozna zaniedba¢ wyraz z F, i mamy:

Y & Y

dla duzych &, przyblizonym rozwigzaniem jest: ¢ = /2 (bowiem 9" =~ +et/2 4
€2e3€°/2 i dla duzych € istotny jest tylko drugi wyraz).
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Dla duzych &, funkcja falowa powinna dazyé¢ do zera, trzeba wiec wzigé¢ znak minus i
mamy: )
2
P ezt (47)
Mamy juz asymptotyke. Teraz bedziemy zgadywa¢ dokladna postaé¢ rozwigzania. Zatdzmy
rozwiazanie w postaci (co najwyzej nie wyjdzie, jesli zgadlismy 7le...):

»(€) = x(£)e3. (48)

Odnosnie x tez musimy poczynié jakie$ zalozenia nt. asymptotyki: Na pewno musi to by¢
funkcja regularna, oraz nie moze rosnac¢ zbyt szybko dla & — oo — konkretnie, nie szybciej
niz exponens.

Po kilku przeliczeniach (liczenie pochodnych itp. — nic specjalnego, same techniczne
rzeczy; CW. — PRZELICZYC) dostajemy z (46) réwnanie na x:

26X+ (275 - 1> x = 0. (49)
Oznaczmy:
2By o, (50)
o ;
wtedy rown. (49) jest
" — 26X+ 2ny = 0. (51)

Okazuje sie, ze na ogdt, rozwiazanie rownania (51) ucieka do nieskoniczonosci wyktadniczo,
z wyjgtkiem przypadkow kiedy n jest liczbg catkowitg lub zerem; wtedy rozwiazanie jest
wielomianem.
Przekonad sie o tym mozna przez rozwiniecie w szereg i patrzac na zalezno$¢ rekurencyjna
pomiedzy kolejnymi wspoétczynnikami rozwiniecia.
Sprawdzmy to bezposrednio, jak to sie méwi — ’by inspection’; przeprowadzmy wiec inspekcje sytuacji.
Rozwinmy x(£) w szereg Taylora, oraz wypiszmy wszystkie potrzebne wyrazenia z (51):

X = ao+arf+a&® +asf® + as&t +
X' = tar+ 2028 + 3a38” + 4a4€® + SazEt +
&X' = 0+ a162a26? + 3a383 + dayst +
X" = 2as+2-3a3 +3-4a,6% +4-563+5- 66 +

Wstawiajac te wyrazenia do (51), mamy przy odpowiednich wspoétczynnikach:

£ 2a9 + 2nag =0 = as = —aon

& baz+2(n—1)a; =0 = az= 2(2 701 (n—1)
€: 3-das+2(n—2)aa =0 = ay= 2(3 e az(n —2)
&: 4.5a5+2(n—3)az =0 = a5= geict 5)a3(n 3)
& 5.6ag+2(n—4)ays =0 = ag= 2(5 gyaa(n —4)

Stad juz latwo zgadnac¢ (albo i $cisle wyprowadzi¢) ogodlng zalezno$¢ rekurencyjna:

. — (n—Fk+ 2)a
P 2k(k—1) P
Wida¢ stad, ze:

e Jedli n jest liczba naturalng (lub zerem), to szeregurywa si¢ po skoriczonej ilosci wyrazéw — funkcja
x(€) jest zatem wielomianem.

e W wielomianie moga by¢ wyrazy tylko parzyste albo tylko nieparzyste (inaczej sie szereg nie urwie).
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e Co sie dzieje, gdy n nie jest liczbg naturalng lub zerem? Ot6z wtedy mamy, dla duzych k:

Ak+2 1
ar 2/?7

a asymptotyka tego jest taka sama, jak asymptotyka szeregu okreslajacego s’/ 2 czyli, dla duzych &,
mamy: x (&) ~ €& /2. Zatem cata funkcja falowa nie maleje eksponencjalnie do zera — doktadniejsze
przyjrzenie sie da wniosek, ze f. falowa rosnie eksponencjalnie — zatem nie jest ona fizycznie
akceptowalna. zatem

Stad, pamietajac o (50), otrzymujemy wzor na dopuszczalne wartosci energii:
1

widac¢, ze poziomy energii s réwno oddalone — inaczej niz w o wiele sztywniejszej jamie
potencjatu o nieskonczenie wysokich $cianach.

Teraz popatrzmy na f. wlasne: Te wielomiany, co sie otrzymuje, jak i samo réwnanie
(51) sa oczywiscie bardzo dobrze znane (nihil novi sub sole...), sa wazne i maja swoja
nazwe: wielomiany Hermite’a. Podamy tu bez dowodu wzor na n—ty wielomian:

HawzoJWfikﬁi (53)

Kilka pierwszych wielomianéw ma posta¢ CW — SPRAWDZIC:

Ho(€) =1; Hi(§) =2&  Hy(€) =48 —2;  Hs(€) =126° — 8¢ (54)

Widaé, ze na przemian sa one parzyste i nieparzyste — co dotyczy tez funkcji falowych.
Kilka pierwszych funkcji wlasnych jest na rysunkach RYS.

3.4 Potencjal Morse’a

Potencjat Morse’a jest zdefiniowany jako:
Viz)=A(e ™ —2e7%), A>0, a>0; (55)

jego wykres, p. RYS.. Potencjal o takim ksztalcie uzywany jest do opisu krzywej energii
potencjalnej czasteczek dwuatomowych. Parametrami sg tu dwie state: gtebokos$é potencjatu
A oraz polozenie minimum, wyznaczane przez stala a.

Poziomy energetyczne i funkcje falowe czastki w potencjale Morse’a dadza sie obliczy¢
analitycznie, co za chwile uczynimy.

Innym potencjatem, czesto uzywanym do fenomenologicznego opisu krzywej energii
potencjalnej dla czasteczek dwuatomowych, jest tzw. potencjal Lennarda-Jonesa. Dla
niego nie udalo sie znalez¢ Scistego rozwigzania, ale bez klopotu mozna charakterystyki
stanow zwigzanych (energie wtasne, funkcje falowe) w tym potencjale znalez¢é numerycznie.
Tym si¢ zajmiemy za chwile.

Mamy wiec réwnanie Schrodingera, ktore od razu zapiszemy w postaci

d? 2m
) + Sy (B = V(@)g(a) =0, (56)

gdzie V(x) dane jest przez (55).
Stany zwigzane mamy dla E < 0; przypadek E > 0 odpowiada widmu cigglemu.
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Warto wprowadzi¢ bezwymiarowg zmienng £ przez

2vV2mA .
= — (57)

Wida¢, ze £ > 0. Gdy x — o0, to £ — 0; zas$ gdy x — —o0, to £ — +00.
Latwo wyrazi¢ potencjal V (z) przez &:

a’h? ah
V= - A : 58
8m ¢ V ZmAf (58)
Teraz, przeliczamy pochodn@ = na ddg
d dfd 2\/2m 2vamA o, d _ 5
dz  dzd¢ ah df d¢’
i (po nieskomplikowanych rachunkach) CW — ODTWORZYC! dla drugiej pochodnej

o ) d
a2 (5 e +5d§>

Korzystajac z tego, przepiszmy rown. Schrodingera w zmiennej €. Po kilku rachunkach (z
zakresu zamiany zmiennych w réwnaniach rézniczkowych) mamy:

d? 2 , 1., [2mE 1 V2 1
e (:c)+h—?(E—V(:c))w(x):w +§w+[a?h2§2_4+ W;J v =0. (59)

(primem oznaczyliSmy tu rézniczkowanie po ). Wprowadzmy dalej oznaczenia:

2m(—F) 1 2mA
s - st Ay (60)
(pamietamy, ze F < 0, zatem s powyzej jest dobrze okreslone) w tych oznaczeniach mamy:
1 N1 s?
Y’ ¢+[——I—<n+s+ ) M:O 61
3 4 ¢ & ()

Musimy teraz zastanowi¢ sie, jak bedzie wygladata asymptotyka funkcji falowych w zmiennej
&. W przedziale 0 < £ < 00, co odpowiada —oco < = < oo, funkcja powinna by¢ regularna.
Gdy ¢ — oo, tzn. x — —oo, funkcja ¥ powinna dazy¢ do zera. Gdy zas & — 0, tzn.
xr — +00, funkcja ) powinna réwniez dazy¢ do zera.

Popatrzmy teraz na asymptotyke réwnania (61). Dla duzych &, mamy

, 1
1/}/_11/}%07

co daje: 1 = e*¢/%; 7z uwag powyzej wynika, ze powinnismy wybrac | ~ e=¢/2| Z kolei
dla & bliskich zeru, mamy:

" 1/_
Vet

i mozna sprawdzi¢, CW ze powyzsze rownanie jest spelnione przez funkcje potegowq:

—¢P =0,

Y~ £+°. Aby 4 byla nieosobliwa, musimy wzig¢ znak plus: | ~ €9,
Zapostulujmy teraz znéw, (tzn. zrobmy Ansatz na) postaé¢ funkeji falowej: (co najwyzej
nie zgadniemy...)

b= e e (E); (62)

Z powyzszych warunkow (w ramkach) wynikaja warunki na funkcje w(&):
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e w(§) musi by¢ regularna;
e w(&) musi by¢ skoriczona dla & = 0;

e w(&) musi rosna¢ wolniej od exponensu dla £ — co.

Wstawiajac Ansatz (62) do réwnania (61), po rachunkach na ok. pot strony, CW —
SPRAWDZIC dostajemy réwnanie na w(€):

w" + (2s+1—&w' +nw = 0. (63)

Jest to réwnanie na konfluentng funkcje hipergeometryczng. Znoéw darujemy tu sobie
szersze przytoczenie wynikoéw dotyczacych tej funkeji. Idac ’od tytu’, rozwazmy funkcje F(a, v;y)
zdefiniowang przez szereg
ala+1) 5,  ala+l)(a+2)
F(a,; 14+ —y+
(@ 779) = 1'y o+ 02! TR F DG+ 23
gdzie o,y sa parametrami, za§ y — argumentem, w ogélnosci zespolonym.

Jak wazna jest notacja, i jak fatwo sie pomyli¢, gdy sie za duzo znaczkéw naraz peta.
Roéwnowaznie zapiszemy F uzywajac tzw. symbolu Pochhammera:

v, (64)

(@)o=1, (@h=a (a)z=()(a+1), ..., (afg=ala+1)...(a+k—1) (65)
co mozna tez wyrazi¢ przez funkcje I' Eulera (prosty dowdd indukcyjny):
_ T'(a+k)
=TT
Pozostajac przy symbolach Pochhammera, mamy
(@1~ (a)al , (@) 1
Fla,vy :1—|—7fy+7*y + - +7fy +...
@ =1 ot ), 2 e B
i k
=> (a;k % (66)
o \Vk

Funkcja F(«,~;y) spelnia rownanie:
yF" + (v —y)F' — aF =0, (67)

o czym sie mozna przekonaé przez bezposrednie wstawienie:

F= B L. +§:;§%yz +§$§§%y te Em%yk +.
—of o —agRgy —aftay’ —afiay’ —afgmyt e
Fr= el gloed, glaede2g 0 pfalysy (st dyh 4
W= G Ry PR PRt Y
Y= 0~y O A ot F AR <k11>'y e
yk" = 0 +ERty FERY +E:§§%y3+' o wEmy e
Czytelnik zechce sprawdzi¢ znikanie czton6éw przy potegach 0, 1,2, 3, a my sprawdzimy znikanie wspolczynnika
przy y*: Zywcem przepisujac z ostatniej kolumny, mamy:
el (@en 1 (@ 1 (a1

1
ek T e B )k k=D T (Vs (k=11

1
(g‘)’“ o ( —a(y+k)+v(a+k)—k(y+k)+ (a+ k)k) = —ay—ak+ya+vyk—ky—k*+ak+k® =0.
k+1 R

Rownanie (67), jako rownanie drugiego rzedu, ma drugie liniowo niezalezne rozwiazanie fs. Okazuje sie,
7e wyraza sie ono tez przez funkcje hipergeometryczna:
o=y T Fla—y - 1,27y

Zachecam Czytelnika, aby to sprawdzit.
Dla nas teraz, z postaci (64), wazne jest wywnioskowanie, ze:
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o jesli o jest ujemna liczba catkowita, to szereg (64) urywa sie na |a|—tym wyrazie i rozwiazanie jest
wielomianem.

e jesli @ ma inng warto$c¢, to szereg (64) dla duzych |y| zachowuje sie jak eksponens, co prowadzi do
niecatkowalnych rozwiazan. Okazuje sie, ze asymptotyczne zachowanie funkcji F(«,v;y) jest

Fla,v;y) = II:EZé;ya_“’ey (1 + O(é) .

Te i inne fakty sa pokazane w wielu dobrych tekstach - p. np.[8].

Zakonczymy tu konstatacja, ze wiele funkcji, wystepujacych w innych problemach mechaniki kwantowej,
mozna wyrazi¢ przez konfluentna funkcje hipergeometryczng. Tak jest np. z wielomianami Hermite’a i
wielomianami Legendre’a.

Tak wiec widzimy, ze na ogoét rosnie ona jak Exponens; ale dla wyjatkowych wartosci
n, bedacych liczbami catkowitymi lub zerem, rozwiazanie (63) jest wielomianem. CW.
Wypisaé te wielomiany dla n =0,1,2,3.

Pamietajmy jednak, ze n nie moze by¢ dowolne, musza by¢ bowiem spetnione réwnosci
(60); rownania te mozna spelnié¢ jedynie dla skoriczonej ilosci n, dla tych mianowicie, dla
ktorych jest spetnione jest

DO

mA 1
oh >n—+ 5
(tak, by s, okreslony przez (60), byl dodatni). Poniewaz n musi by¢ catkowite, wiec widac,
iz liczba pozioméw musi by¢ skoriczona.
Jesli minimum jest dostatecznie ptytkie, tzn. takie, ze spelniona jest nierownosé

2mA
«Q

<

>
N | —

to stan zwiazany w ogole si¢ nie pojawi.
Kilka pierwszych funkcji wlasnych jest na rysunkach RYS.

3.5 W dowolnym ujemnym potencjale zawsze istnieje stan zwigzany

Okazuje sie, ze sytuacja opisana w Subsec. 3.2jest typowa w wymiarze 1 i 2. Mianowicie,
mamy

Tw. W dowolnym potencjale V' (z) € Cg°(R) takim, ze V(z) < 0 dla kazdego = € R,
zawsze istnieje przynajmniej jeden stan zwigzany.

Uwaga. Oznaczenie C3°(R) oznacza zbioér funkeji nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalnych
i 0 zwartym nosniku (tzn. rownych zeru poza zbiorem domknietym i ograniczonym). To
zalozenie wprowadzamy ze wzgledow technicznych, tak by mie¢ gwarancje, ze funkcja
falowa jest rozniczkowalna dowolng ilo§é razy. Mozna klase rézniczkowalnodci znacznie
obnizy¢, ale nie bedziemy tego robic.

Dowdd jest prosty i opiera sie na zasadzie wariacyjnej. Najsampierw, korzystajac z
tej zasady, pokazemy

Lemat. Niech dwa potencjaty: V(x) oraz V (x) spelniaja:

V(z) < V(z) dla dowolnego z. (68)
Wtedy energie stanéw podstawowych Ey w potencjale V i Ey w potencjale V spelniaja

E, < E,. (69)
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Dow6d lematu: Oznaczmy: H = T+ V, H =T +V (tu T jest operatorem energii
h? d? ~

kinetycznej: T' = _Tﬁ) Niech 1y bedzie funkcjg falowa stanu podstawowego hamiltonianu
mdx

H. Mamy wowczas: B B o 3
(Y0, Hbo) < (o, Hiby) = Eb, (70)

bo wartosci §rednie energii kinetycznej sa takie same po obu stronach nieréwnosci, i
nier6wno$¢ (70) wynika z nieréwnosci (68) dla potencjalow.
7 zasady wariacyjnej mamy:

EO < (1;07 H&O)u

co dowodzi (69).
KoniecDowoduLematu

Teraz, wezmy dowolny potencjal taki V', jak w zalozeniu (tzn. wszedzie niedodatni).
Zdefiniujmy dlan potencjal jamy prostokatnej Vg tak, by dla dowolnego = € R, byto:
Vo < V. Wiemy, ze dowolny potencjal jamy prostokatnej posiada przynajmniej jeden
stan zwigzany, tzn. energia stanu podstawowego Fg w tym potencjale jest mniejsza od
zera. Wowczas z nieréwnosci (69) widzimy, ze w potencjale V' energia stanu podstawowego
jest mniejsza od Ep.

KoniecDowoduTwierdzenia

Uwaga. Istotnym zatozeniem jest, aby potencjal V' byl niedodatni. Gdy tak nie bedzie,

to moze on nie mie¢ stanéw zwigzanych — jak to widzieliSmy na przyktadzie potencjatu
Morse’a.
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4 Stany zwigzane w d = 3; gar$c¢ przykltadoéw teoretycznych

4.1 Ruch w polu o symetrii sferycznej. Separacja zmiennych
Roéwnanie Schrodingera wyglada tu podobnie jak uprzednio:

o AY(@) + V(2)u() = BY() ()

gdzie tym razem jednak A jest laplasjanem trdjwymiarowym, (zaz v € R3).
Przepiszmy powyzsze réwnanie podobnie, jak to juz robilidmy:

2m

() + (B = V(@)p(z) = 0, (72)
Przepiszmy teraz operator Laplace’a we wspotrzednych sferycznych. (Bylo to, a przynajmnie;j
powinno bylo by¢, na Analizie II; jesli nie to zachecam mocno do samodzielnego przeliczenia
CW). Wynik jest nastepujacy:

o O 1 o 1 0%
55 (T 8r> T Lmeae (SM%) T sin? 96(/)2] 5 BV = 0. (13)

Zatozylismy tutaj sferyczng symetrie potencjatu; tak wiec V zalezy tylko od r (a nie
zalezy od katow). Czlony w nawiasie kwadratowym, zawierajace pochodne po katach 6, ¢,
to operator kwadratu momentu pedu. Nie bedziemy o nim teraz wiecej mowic, z wyjatkiem
uwagi, ze ze wzgledu na symetrie sferyczna, komutuje on z pelnym hamiltonianem, tak
wiec stany stacjonarne mozna klasyfikowa¢ zgodnie z warto$ciami wlasnymi operatora
momentu pedu — a sa to dwie liczby kwantowe: Catkowita wartosé¢é momentu pedu [ i jego
rzut na wybrana o$, konwencjonalnie wybiera sie tu oS z.
Jesli operator momentu pedu okreslimy jako L2, to mamy
h [ 10 ( 5 O

Com | r2or or

> + w] + V() = B, (74)

Teraz: Zaktadamy, ze funkcja falowa od trzech zmiennych r, 0, ¢ daje sie przedstawié¢
jako iloczyn funkcji, z ktorych jedna zalezy tylko od promienia, a druga tylko od katow.
Konkretnie, zaktadamy, ze funkcja falowa jest postaci:

U(r,0,0) = R(r)Yim(0, ¢). (75)

Funkcje Y,,(0, ¢) sa funkcjami wlasnymi operatora L2. Nazywaja sie one funkcje kuliste;
istnieja algorytmy znalezienia ich jawnej postaci, ale my opuscimy tu ten aspekt. Nadmienimy
jedynie, ze okazuje sie, ze wartoéci wlasne i funkcje wlasne operatora L? sa

L2 = (1 +1)Yi,

Wstawiajac teraz (75) do (74), dostaniemy rownanie na funkcje radialna R(r): (procedura
jest analogiczna jak w d = 2)

2:( ‘jf) Z(Z;UR 2B - V)R =0. (76)
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Znajdzmy teraz posta¢ funkeji radialnej. Okazuje sie, ze warto podstawic:

Rr) = XU (77)

Po niezbyt dlugich rachunkach, dostaniemy z (76) rownanie na y:

d?y 2m I(+1\
Ga- (hz(E—V(r)) - ﬁ) Y =0, (78)

Zbadajmy teraz, jaki warunek brzegowy (tu: asymptotyke w zerze) powinna spelniaé
funkcja y. Otoz, jesli V(r) jest wszedzie skoriczona, to takoz i funkcja falowa powinna by¢
wszedzie skoficzona; a to znaczy, ze

x(0) = 0. (79)

Uwaga. Tu niejawnie skorzystalismy z faktow, nie udowadnianych tutaj, ale dajacych sie udowodni¢ na
gruncie teorii eliptycznych rownan rézniczkowych czastkowych. Jeden to argument powyzej: jesli V'(r) jest
wszedzie skonczona, to takoz i funkcja falowa powinna by¢ wszedzie skonczona. Drugi — ze szczegblnym
przypadkiem ktorego zetkneliSmy sie wezesniej — to, ze jesli potencjal ma skonczona gladkosé (jest klasy
C?), to funkcja ma gltadkosé o dwa wigksza (CT2).

Spojrzmy teraz na rownanie na x (78). Ma ono posta¢ identyczng, jak rownanie
jednowymiarowe, z efektywna energia potencjalna

R+ 1)

Vi) = V) +

; (80)

ten ostatni czton mozna interpretowac jako energie, pochodzaca od sity odsrodkowe;.

4.2 Czastka w studni potencjatu

Tu potencjal zalezy tylko od promienia r, i ma posta¢ analogiczng do tej, ktora byla w
sytuacji jednowymiarowej:

] 0 da |r<a
Vir) = { U dla |r|>a (81)
Mozna tu znalezé energie wtasne i funkcje wlasne dla dowolnej warto$ci momentu pedu;
ale my ograniczymy sie do przypadku zerowego momentu pedu, tzn. [ = 0.
Rownanie na cze$¢ radialng (78) ma postac

d2
<d7‘>2< —|—w2> x=0 dla |r|<a, (82)
d2
<d7’>2< — li2> x=0. dla |r|>a (83)
gdzie:
2 2
w2:——mE, /{2——m(E—U)

h? COR?
bardzo podobnie jak w jednym wymiarze... Ale tu mamy jeden warunek zszycia na granicy
r = a — drugi warunek tez jest, ale juz uwzgledniony — to regularnos¢ w zerze.
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Funkcja falowa (juz z uwzglednionymi warunkami: regularnosci oraz asymptotycznego
dazenia do zera w nieskonczonosci) ma postaé

Asinwr dla r<a

= 4
x(r) { Be ™ dla r>a (84)
gdzie state A, B wyznaczamy z warunkow zszycia, tzn. wymagania, aby wartosci funkcji
falowych z obszaréw: | < a oraz r > a byly réwne dla r = a, plus ten sam warunek na

pierwsze pochodne. Konkretnie, mamy:

(85)

Asinwa = Be="e
Awcoswa = B(—k)e "

Warunki te mozna przeanalizowaé¢ analogicznie jak w przypadku jednowymiarowym, (albo
po prostu podzieli¢ drugie rownanie przez pierwsze) i dostaé

K= —wctgwa (86)

znéw doktadnie takie, jak w przypadku jednowymiarowym. Ale uwaga! Tam byly dwie
rodziny rozwigzan: ‘tangensowa’ i ‘cotangensowa’, a tu mamy tylko te drugg.

Wprowadzmy, identycznie jak dla d = 1, zmienne bezwymiarowe &, 7 zamiast w, Kk
przez

{=aw, n=ak (87)
1 mamy
{ 62 + ,,72a — 2mﬁ[{a2 (88)
Ul = —gctgd

i wygodnie jest znoéw spojrzeé¢ graficznie na proces rozwiazywania uktadu rownan (88)
RYS.. Widzimy tu jednak réznice jakosciowa w poréwnaniu z sytuacja jednowymiarowa:
Wskutek braku galezi 'tangensowej’, istnieje zakres parametrow, dla ktorych uklad (88)
wcale nie ma rozwigzan, tzn. nie ma stanéw zwigzanych. Konkretnie, jest tak, jesli

2mUa® 2
— < — 89
2 1 (89)
RYS. — rozplywanie sie funkcji falowej przy dochodzeniu do warunku (89) Jest
to przejawem ogolnej sytuacji w trzech wymiarach: w dostatecznie stabym potencjale nie

ma stanow zwigzanych. Doprecyzowanie i szerszy komentarz sa w nastepnej Subsection.

4.3 W d = 3 dla dostatecznie stabego potencjalu nie ma stanéw
zwigzanych

Zjawisko, ktore obserwowaliSmy wyzej, tzn. brak stanéw zwigzanych dla dostatecznie
plytkiej trojwymiarowej jamy, jest ogolniejsze: okazuje sie, ze w d = 3, dostatecznie ptytki
potencjal nie ma stanow zwigzanych — niezaleznie od jego ksztaltu czy symetrii.

Pokazanie dowodu tego faktu graniczymy tu do potencjaléw sferycznie symetrycznych.
Dowo6d wynika z oszacowania na liczbe standw zwigzanych w potencjale. Istnieje sporo
takich oszacowar, rozniacych sie jako$cia (i trudnoscia dowodu), oraz zakresem stosowalnosci.
Zainteresowany czytelnik moze zaznajomié sie z tymi rzeczami w [7]. Tu przytoczymy dwa

takie oszacowania.
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Bedziemy zaklada¢, ze potencjal V(x) jest niedodatni (daje sie to zalozenie rozluznié),
ze jest gladki. Niech n(V') oznacza ilos¢ stanoéw zwigzanych w takim potencjale.

Ograniczymy sie tu do sytuacji, gdy moment pedu jest rowny zeru (gdy jest niezerowy,
tez mozna dosta¢ rézne oszacowania).

Tw. (Oszacowanie Bargmana).

(V) < /OooryV(r)|dr. (90)

Tw. (Oszacowanie Calogero). Jesli ponadto V(r) jest monotoniczny, to

(V) < i/f IV () dr (91)

Zanim przystapimy do dowodu oszacowania Bargmana (Calogero zostawimy jako ¢wiczenie),
zobaczmy, jak z ktoregokolwiek z tych oszacowarn wynika fakt nieistnienia stanéw zwigzanych
dla dostatecznie stabych potencjatow. Wezmy operator Schrodingera:

Hy=T+\V,

gdzie A jest nieujemnym parametrem rzeczywistym. Widaé¢ od razu, ze gdy wezmiemy
ktorekolwiek z oszacowan (90) lub (91), to dla dostatecznie malego A prawa strona
nieréwnosci bedzie mniejsza od 1 — co znaczy, ze nie ma stanéw zwigzanych.

No to teraz bedzie

Szkic dowodu. Bedzie bowiem korzystane z r6znych naturalnych, ale nieudowodnionych
faktow; szczegotowe dowody mozna znalezé np. w [7].

Punktem startowym bedzie réwnanie (78) na radialna funkcje falowa x(r) wraz z
warunkiem (79). Zauwazmy tu, ze pochodna w zerze musi by¢ rézna od zera: x'(0) # 0.

Dowdd bedzie polegal na znalezieniu, a raczej oszacowaniu, ilosci zer funkcji x, a to z
kolei sprowadzi sie do znalezienia/oszacowania ilosci zer pochodnej x/(r).

Dla funkcji x mamy réwnanie identyczne jak w jednym wymiarze, obowigzuje tam wiec
twierdzenie z tamtej sytuacji, mowigce o ilosci weztow: Mamy mianowicie, n—ta funkcja
falowa ma n miejsc zerowych (nie liczymy tu zera w srodku uktadu wspoétrzednych. Tzn.
Xo dla stanu podstawowego nie ma weztow, x; ma jeden itd.; numeracja jak w jezyku C).

Popatrzmy teraz na réwnanie (78) na y dla roznych wartosci energii £, nie tylko dla
energii wlasnych. Typowe zachowanie dla duzych r to zachowanie wyktadnicze, z dodatnim
wyktadnikiem.

Zbadamy zakres E od jakiej$ wartosci mniejszej od Ey az do zera: E € [Ey — ¢€,0],
e > 0.

WezZzmy najsampierw £ < Ej. Funkcja y, achowuje sie jak na RYS.; dazy ona do
nieskoriczonosci (jesli wystartowaliémy z warunku x’(0) > 0). W miare wzrostu F, dla
izolowanej wartosci Ey, funkcja xo dazy dla duzych r do zera, a dla E > Ey (i E < Ey),
zaczyna mie¢ jedno miejsce zerowe i dazy do —oo (RYS.). Tak jest az do E = E;, gdzie
x1(r) dazy do zera, by potem, dla E > FEy, zn6w dazy¢ do nieskoriczonosci (RYS.).

Opisane wyzej zachowane byto gotostowne, ale mozna powyzszy scenariusz udowodnic.
(A kto sie bawil metoda strzelania, to sie przekona, ze opisane wyzej zachowanie gotostowne
nie byto).

Teraz, wezmy przypadek, gdy mamy skoiiczong ilo$¢ stanéw zwiazanych n, i wezmy
zakres energii F,, < E < 0. Widzimy, ze ilosé¢ zer funkcji x, jest taka sama jak funkcyi
dla E = 0; za$ n jest po prostu iloscia standw zwigzanych!
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Popatrzmy teraz na zera pochodnej. Z rysunku mozna wnosi¢, ze ilosé zer funkcji jest
rowna tloSci zer pochodnej, a doktadniej, ze jest mniejsza lub rowna ilosci zer pochodne;.

Okazuje sie, ze ilo§é¢ zer pochodnej mozna oszacowa¢. Nalezy w tym celu przej$é¢ od
rownania Schrodingera do rdwnania Riccatiego, co niniejszym uczynimy.

Rozwazamy wiec rOwnanie

—X"(r) +V(r)x(r) =0, (92)

gdzie przeskalowaliémy zmienna r (bez zmiany nazwy) tak, by nie paletaly sie tu stale
2

(tzn. r — r—).

Teraz zdefiniujmy

a(r) = —r (93)

tam gdzie x/(r) # 0. Mamy wiec:

i przeliczamy dalej:

= X'(r) +d' (r)x'(r) + V(r)(a(r) + r)x(r)
= X'(r) +a'(r)x'(r) + V(r)(a(r) +r)*X (r).
Tak wiec, jesli x'(r) # 0, mamy

d(r) ==V(r)(a(r) +r)* (94)

rownanie (94) to wlasnie rzeczone rdwnanie Riccatiego.

Mozna spytac, czy nie byla to zamiana w stylu 'zamienit stryjek siekierke na kijek’,
bo wprawdzie obnizyliémy o jeden rzad réwnania, ale réwnanie stato sie nieliniowe.
Uprzedzajac nieco wypadki, powiemy, ze taka zamiana sie opfaca, bo po odrzuceniu
okreslonych cztonéw dodatnich, rownanie przeksztalca sie w nieréwnosé¢ (rozniczkowa),
ktora mozna odcatkowaé i otrzymac stad oszacowanie na liczbe zer funkeji x(r).

Poniewaz potencjal V' jest niedodatni: V' < 0, to wskutek (94) o'(r) > 0, zatem a(r)
rosnie i staje sie nieskonczone w kazdym zerze x'(r). A poniewaz a(r) jest monotoniczna,
to liczba biegundw a(r) jest dokladnie rowna liczbie zer a(r) +r (p. RYS.), a to — w mys$l
(93) — jest rowne liczbie zer funkeji x(r). Tu wspomoglismy sie faktem, ze x(r) oraz x'(r)
nie mogy sie jednoczesnie zerowac (dla r # 0), bo réwnanie na x jest drugiego rzedu, wiec
gdyby gdzies bylo: x(r) = x/(r) = 0, to x musialoby by¢ rowne zeru wszedzie (z tw. o
istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazania).

Teraz, wprowadzmy pomocnicza funkcje b, wyrazajaca sie przez a; na funkcje b otrzymamy
najsampierw réwnanie rozniczkowe, a po odrzuceniu paru cztonéw — nieré6wnoscé rézniczkowa,
ktora nastepnie da sie odcatkowa¢. Konkretnie,wezmy:

b(r) = ——=; (95)

mamy:




(a+7r)? a 5 b
= —VT - =—rV(+1)" - - (96)
: .. u(r) o
Dalej, mamy: b(0) = 0, poniewaz a(0) = () , skad wynika llr%b(r) =
r—0u/(r r—
lim a'(r) = 0, co wynika z (94). Zauwazmy wreszcie, ze bieguny b(r) pokrywaja sie

r—0

doktadnie z biegunami a(r), tak wiec liczba biegunéw b jest rowna n(V).

Zatozmy, ze b ma zeraw z; = 0 < 25 < --- < 2, 1 bieguny w punktach p; <py, <--- <
Py PYZy czym z; < p; < zi11. Tak wiec b(r) > 0 w kazdym przedziale |z;, p;[, tak wiec,
odrzucajac ostatni wyraz w (96), mamy:

V(r) < —rV(b(r) + 1)2,
lub

k] < v = v

poniewaz V < 0. Caltkujac od z; do p;, otrzymamy:

] Di d 1 P Di v q
_/ Tdr \1b(r) \/ riVr)ldr.

A teraz! Sumujac po i, mamy

<Y< < [Trver < [T v (07)

i=1 %i

o co chodzito.
Koniec (szkicu) dowodu.
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5 Double wells

5.1 Powtérka z rozrywki: Jama potencjalu i stany w niej zwigzane

Przypomnijmy sobie obrazki, z ktérych wnioskowaliSmy o iloSci i energii stanow zwiazanych
w prostokatnej jamie potencjalu. Obrazki te byly bardzo sugestywne i klarowne; maja
jednak jedng wade. Mianowicie, kiepsko poddajg sie rozszerzeniu do bardziej skomplikowanych
sytuacji — takich jak ta, ktora sie zaraz zajmiemy, a gdzie mamy do czynienia z dwiema
studniami potencjatu.

Aby od razu nie skaka¢ na glteboka wode, rozwazmy raz jeszcze przypadek jamy
prostokatnej. Warunki zszycia na funkcje w trzech obszarach prowadzily do uktadu 4
rownan na 5 niewiadomych (4 wspolezynniki i energia — ukl (30)). Warunkiem istnienia
nietrywialnego rozwigzania uktadu (30) bylo znikanie wyznacznika (31). Prowadzi to do
réwnania (32), co stanowi rownanie, z ktorego wyznaczamy dopuszczalne energie.

Podazymy teraz inna nieco droga: Wystartujmy z wyrazenia na wyznacznik D. Jest
on funkcja energii oraz parametréow, tzn. gtebokosci jamy U oraz jej szerokosci a: Dy =
D(E;U,a). Dla danych U oraz a, sporzadzmy wykres funkcji swD(F; U, a) i popatrzmy,
gdzie ma ona zera. Beda to dopuszczalne energie uktadu.

Dla przypomnienia, mamy wiec:

D e = 2wk cos(2wa) + k* sin(2wa) — w? sin(2wa)
gdzie przypomnijmy oznaczenia;

2m(U — F 2m(E
wo oy 2U—E) ﬂ;g ).

hQ

(98)

Bierzemy takie jednostki, ze h = 1, 2m = 1; no i robimy wykres, w zakresie £ od 0 do U.

Na RYS. mamy wykres Dgpe®® dla U = 1,a = 5. (Czynnik e** jest dla wygody
— na zera wyznacznika nie ma wplywu). Nie liczy sie pierwsze zero (tzn. dla £ = 0),
bo tam Dgy zawsze ma zero. 7Z rysunku widaé¢, ze mamy 4 stany zwiazane o energiach
0.07;0.23;0.6; 0.96.

5.2 Prostokatna jama podwdjna (double well). Struktura dwoch
najnizej lezacych pozioméw

Rozwazymy tu przyktad nie najogolniejszy, ale zawierajacy wszystkie co trzeba aspekty
dotyczace double well (przynajmniej jesli chodzi o przypadek symetryczny; asymetryczny
zostawimy na pozniej).

Setup bedzie analogiczny jak dla pojedynczej studni prostokatnej — see 3.2. Niech
0 < a < b. Potencjal V(z) jest okreslony przez:

U dla T < —b obszar 1
0 dla —b<zx< —a obszarll

V(z)=< U dla —a<x<a obszarlll (99)
0 dla a<xr<b obszar 1T’
U dla b<zx obszar T’

(see RYS.). Funkcja falowa w poszczegolnych obszarach da sie napisa¢ analogicznie
jak w przypadku pojedynczej jamy prostokatnej, see 3.2. Konkretnie, mamy (z rozpedu
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wypiszemy od razu pochodne):

bilz) = Ae, V@) = h A,
V() = Bsinwr+ Ccoswz, ¢ (xr) = wBcoswr —wCsinwe,
Yrr(x) = Dsinhkx + Fcoshkx, ¢j;(x) = kDcoshkr + kCsinhkz,  (100)
Yip(x) = B'sinwr+ C'coswz, VUi (r) = wB coswr —wC’ sinwe,

Yp(x) = Ale ", V() = —kAle "

State: A, B,C, D, F, B',C", A’ (taka ustalamy kolejno$¢ zmiennych) wyznaczymy z warunkow

zszycia (rownosci funkeji oraz pochodnych na granicach miedzy obszarami). Wypisywanie
tych réwnosci jest cokolwiek nudne, wiec — poniewaz wiadomo, co sie robi — darujemy to
sobie. Wynikiem jest uktad réwnan liniowych na wspotczynniki A, B,C, D, F, B, C", A'.
Jest to uktad jednorodny, wiec dla istnienia nietrywialnego rozwigzania, musi znikaé
wyznacznik Dpytegoz uktadu, tzn. musi zachodzi¢ Dpy = 0, gdzie::

Dpw =
e sin(wb) — cos(wb) 0 0 0 0 0
ke " —wcos(wb) —wsin(wb) 0 0 0 0 0
0 —sin(wa)  cos(wa) sinh(ka)  — cosh(ka) 0 0 0
0 wcos(wa) wsin(wa) —kcosh(ka) ksinh(ka) 0 0 0
0 0 0 sinh(ka) cosh(ka)  —sin(wa) —cos(wa) 0
0 0 0 kcosh(ka)  ksinh(ka) —wcos(wa) wsin(wa) 0
0 0 0 0 0 sin(wb) cos(wb) — —e b
0 0 0 0 0 weos(wb) —wsin(wb) ke "

(101)
Powyzej mamy dla s i w te same oznaczenia, co , i w pojedynczej jamie, tzn. wzor (98).
Wezmy do analizy, zamiast czystego wyznacznika,

Dpw = Dpwe™™ (102)

zeby pozby¢ sie niepotrzebnie duzego czynnika.

Darujemy sobie wypisywanie wyrazenia na Dpw (F; a, b, U), danego przez (102) (podobnie

jak Al w Toy Story 2). Do wypisania wyrazenie na Dpw (E;a,b,U) potrzeba ponad 2
ekranéw, a w tym momencie nie potrzebujemy od niego niczego procz wykresu Dpy (F)
dla kilku wybranych wartosci parametrow a, b, U.

Przede wszystkim sprawdzmy, ze odtwarzaja sie energie dla jamy pojedynczej, gdy
wezmiemy a = 0. Na rys. RYS. mamy wykres Dpy (E;0,5,1). Widaé, ze energie stanow
zwigzanych sa takie same jak w pojedynczej studni. (Uwaga: Wyrazenia na Dpy (E; 0,5, 1)
oraz e**Dgy (E; 5, 1) nie sa identyczne — roznig sie czynnikiem (/ E(U — E), ktory jednak
nie ma wplywu na potozenie zer).

Dla wattej bariery, nic specjalnego sie nie dzieje (RYS.: a = 0.5,b = 5, U = 1), jedynie
poziomy energetyczne troche sie przesuwaja.

Natomiast, gdy bariera robi sie juz dobrze gruba (RYS.: a = 3,b = 8,U = 1),
obserwujemy, ze poziomy energetyczne uktadajg sie w pary; w kazdej parze roznice energii
sa bardzo mate (najmniejsze dla stanow 0 i 1, wieksze dla 2 i 3 itd).

Przyjrzyjmy sie tez tu funkcjom falowym. WeZmy tu stan podstawowy i pierwszy
stan wzbudzony. (RYS.) Wida¢, ze funkcje falowe sa dobrze zlokalizowane wewnatrz
kazdej jamy. Ponadto, funkcja stanu podstawowego jest symetryczna, za$ pierwszego stanu
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wzbudzonego — antysymetryczna (pierwsza nie ma weztow, druga ma jeden wezel — wiemy
o tym skadinad, bo méwi o tym tw. oscylacyjne). Wida¢ tez, ze w barierze pomiedzy
jamami funkcja jest bardzo mata. Ponadto, w obu studniach, funkcje ¢y oraz v, sa bardzo
bliskie (w jednej z czesci roznia sie oczywiscie znakiem).

5.3 Dynamika — tunelowanie czastki
5.3.1 Dynamika ukladu dwustanowego

A teraz! Rozpatrzmy problem dynamiczny. Moze sie to wydawaé znaczacym skokiem w
bok, bo od Sec. 1 zajmujemy sie tylko réwnaniem stacjonarnym. Ale tu analiza bedzie
prosta.

Jako przestrzen stanéw wezmy tu jedynie podprzestrzen rozpinang przez funkcje 1)
i ¢;. Dowolna funkcja z tej podprzestrzeni jest liniowa kombinacja funkeji vg i ¥1. W
dowolnej chwili czasu mozemy wiec napisac:

Y(t,z) = ao(t)vo(x) + ar(t)r(z). (103)

W takiej postaci wstawmy funkcje falowa do réwnania Schrédingera z czasem. Mamy
(ponizej dot oznacza pochodna po czasie):

i = ih(agio + aby) = H(agibo + athy) = agEotbo + ay Eyiby. (104)

Jesli teraz pomnozymy powyzsze rGwnanie przez ¢y i wycatkujemy po zmiennych przestrzennych
(tzn. wezmiemy iloczyn skalarny z wektorem wzdtuz osi 0), to dostaniemy:

Zhao = an,o;
Analogicznie dla ay:
zha1 = Elal.

Mozna od razu te rownania scatkowa¢ i mamy:

ap(t) = e Eot/hgy(0),
. 1
{ al(t) — e—zElt/hal(O)' ( 05)
Uwaga. W opisany wyzej sposéb mozna otrzyma¢ ewolucje czasowa dowolnego uktadu
skorficzeniewymiarowego, nie tylko dwustanowego.

5.3.2 Ewolucja czasowa czastki w podwdjnej symetrycznej jamie

Pamietajmy tu, jak zachowuja sie funkcje wlasne 1 (o energii Ey), oraz 1, (o energii
Ey). (tzn. wazny aspekt to: Moduty funkcji falowych w obu jamach sa bardzo bliskie).
Wezmy teraz ich kombinacje liniowe, okreslone ponizej (zaktadamy tu, ze vy jest wszedzie
dodatnia, za$ v jest dodatnia w lewej jamie):

Y=o+ Y1, Yr =1 — Py (106)

1y, jest prawie caltkowicie zlokalizowana w lewej jamie, zas 1 g — w prawej jamie. Powiedzenie:
'prawie catkowicie zlokalizowana’ mozemy doprecyzowad, liczac catke z kwadratu funkcji
falowej dla < 0 oraz = > 0).

Uwaga: Funkcje ¥, g nie sg unormowane, ale ten aspekt jest w tej chwili nieistotny.
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Wezmy teraz v za stan poczatkowy i rozpatrzmy ewolucje takiego uktadu.
Mamy, dla funkcji ¢: ap(0) = a1(0) = 1, i patrzac na ewolucje zadana wzorem (105),
mamy:
w(t) — efiEOt/hwo + efiElt/hwli

Aby doktadniej zorientowaé sie w zaleznosci czasowej funkcji ¥ (t), wytaczmy z niej czynnik
fazowy; mamy w ten sposob:

W(t) = e UM (g TPy ) (107)

gdzie oznaczyliSmy przez AFE rozszczepienie poziomow:
AFE = F, — Ey. (108)

Widzimy, ze (modulo nieistotny czynnik fazowy) funkcja falowa bedzie 'przelewala sie’
z jednej jamy do drugiej. Charakterystyczny czas takiego procesu tunelowania bedzie
okreslony przez stata w wyktadniku; gdy czas ¢ przyjmie wartos¢ T', rowna

to funkcja falowa bedzie miata postac: ¥(T') = g —11 = ¥g, tzn. czastka bedzie (z bardzo
dobrym przyblizeniem) zlokalizowana w prawej jamie.

Na filmiku wyglada to nastepujaco:
FILMIK

5.3.3 Gdy jama jest niesymetryczna...

A co bedzie, gdy jamy beda niesymetryczne?

Coz, tu traci sie prostote obrazka.

Przede wszystkim, przyjrzyjmy sie funkcjom falowym. Dla ustalenia uwagi wezmy
potencjal, w ktorym studnie maja jednakows szerokosé, ale dno jednej ze studni (powiedzmy,
prawa) lezy nieco nizej od dna lewej. RYS. Wystarczy tu bardzo niewielka réznica energii
‘denek’, aby spowodowaé prawie catkowite zlokalizowanie funkcji falowej stanu podstawowego
w nizszej z potowek. RYS..

W tej sytuacji, trudno bedzie zbudowa¢ funkcje zlokalizowana w lewej potéwce. Trzeba
do tego wziac¢ duzg iloé¢ funkcji wlasnych. W efekcie, ruch ma charakter 'quasi-periodyczny’,
a obserwujac go golym okiem, dostrzegamy raczej chaos FILMIK. Statystycznie rzecz
biorac, wiekszos¢ funkcji falowej pozostaje zlokalizowana w lewej studni, ale z duzymi i
szybkimi, chaotycznymi fluktuacjami.

Moze byé jednak wyjgtek! A mianowicie, gdy jama bedzie na tyle asymetryczna, ze
pojawi sie sytuacja, gdy beda bardzo bliskie energie nie Fy i F; (jak w jamie symetrycznej),
tylko F; i Fy. Odpowiada temu sytuacja, gdy w lewej jamie mamy stan bez weztow,
a w prawej z jednym wezlem; i sytuacja bardzo przypomina te, ktérg znamy z jamy
symetrycznej. RYS.

Zastosowania do magnetykéw molekularnych.
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6 Rozpraszanie w d =1

6.1 Ogo6lniki. Macierz M

Setup, (czyli tu: postawienie problemu) jest nastepujace. Mamy centrum rozpraszania,
czyli potencjal; zaktadamy o nim, ze jest funkcja o noéniku zwartym. Na centrum pada
z lewej strony fala o amplitudzie A i wektorze falowym k. Energia jest wieksza od zera,
wiec k jest rzeczywiste (pO7Zniej oplaci sie zalozy¢, ze energia oraz k przyjmuja wartosci
zespolone...) Poza nosnikiem funkcji ma wigc ona posta¢ ¥t = Ae™*®. Podobnie, pada
fala z prawej strony; zapisujemy ja jako ¥f = De~™*?. Fale te cze$ciowo przechodza przez
bariere (by¢ moze catkowicie, a by¢ moze wcale), a czeSciowo odbijaja sie (RYS.).

Mamy wiec po lewej stronie bariery: 1% = Ae™® + Be=** po prawej zas ¢t = Cet*® 4
De~"*%_ Dwa z tych wspolczynnikow wyrazaja sie przez pozostate. Zazadajmy np. aby ¥*
wyrazalo sie przez . Znaczy to, ze A, B maja by¢ kombinacja liniowa wspolczynnikow
C, D, co zapiszmy w postaci macierzowej:

4]-4(5)

co definiuje macierz rozpraszania M. Wyznaczymy ja przez rozwigzanie rownania Schrédingera.

Powyzszy setup nie jest jedynym mozliwym. Niedlugo zetkniemy sie z réwnowaznym
postawieniem problemu, kiedy chcemy opisa¢ fale wychodzqcqg You = Be™** + Ce** jako
funkcje fali wchodzacej ¥y, = Ae*® 4+ De~ = Bedzie to w Subsec. 6.3.

6.2 Rozpraszanie na prostokatnych: garbie i jamie potencjatu

Rozwazmy teraz rozpraszanie na prostokatnym garbie potencjatu (RYS.). Potencjal V()
jest rOwny:
0 dla |z|>a

Viz) :{ U dla |z|<a (111)

Na razie wezmiemy U > 0.

6.2.1 Przypadek £ >U

Rozwazymy tu przypadek, gdy E > U; przypadek, gdy 0 < E < U rozwaza si¢ bardzo
podobnie.

Naszym celem jest obliczenie macierzy M, a z niej — wspoOlczynnikow przejécia i
odbicia. Zrobimy to przez wyznaczenie funkcji falowej z réwnania Schrodingera. Mamy,
w poszczegolnych oczywistych obszarach:

Ae?*® + Be™™** dla  z < —a  (obszar )
Y(z) =4 Ge** + Fe** dla —a <z <a (obszar IT) (112)
Ce*® 4 De~*  dla T >a (obszar I1I)

[2mE 2m(E —U)
k - h2 5 ]{?/ - T (113)

State A, B,C, D, G, F wyznaczamy z warunkow zszycia, tzn. warunkéw rownosci funkeji
oraz jej pochodnej na granicach miedzy obszarami.

gdzie:

29



I tak, na granicy I/II mamy réwnosci:

—ika +ika _ —ik'a +ik’a
{ Ae + Be = Ge + Fe (114)

. . . ; . il . -1,/
ikAe e — jLBetike  — jk/Ge" e — j| Fetika

Chcemy wyrazi¢ wspolezynniki A, B jako funkcje wspotezynnikow G, F. Uktad (114) jest
uktadem réwnan liniowych, ktéry rozwiazuje sie standardowo. Widaé, ze A, B wyrazaja
sie przez G, F' lintowo, co zapiszemy w postaci macierzowej:

Al 1 [ et Rep gy et — g | TG 115
B | — ﬁ 67i(k+k’)a(kj _ /{3/) ei(kfk/)a(k, + k/) F ( )
=P
Analogicznie, na granicy IT/IIT mamy warunki zszycia:
Ge—‘rik/a + Fe—ik’a _ C€+ika + De—ika (116)
ik'GetH'a — il Fe=F'a = jkCe™® — ikDe~*a

skad wyznaczamy wspoétczynniki G, F' jako funkcje C, D i wynik zapiszemy znéw w postaci
macierzowej:

G _ L[t Hnpp) et gy ][ C 117)
Fo| ok | e®Ra(g — ) e =Fa(p 4 k) | | D
=P/
co definiuje macierz P’.
Wprowadzmy oznaczenia:
€ = eika’ 6/ — eik'a (118)
Wtedy mamy
1 e E+E)  ed(k—K)
P = % [ 6_16'_1(k _ /{Z/) 6_16/(]@’—0—]{7') ) (119)
;1 Tee ™ (k4+K) —e e N (E-F)
P= o2k' | —ed(k—FK) e ld(k+FK) (120)

Wyrazimy A, B jako funkcje C, D, (tzn. — zgodnie z (110) — wyznaczymy macierz M),
jesli pomnozymy macierze P oraz P’. Tzn. mamy:

e . / = —
M=FP-P 4kk' | (K+K)(k—=K)(€? =72 e 2[(k+k)%? — (k- K)* 77

(121)
Po kilku przeksztalceniach (nieco pracochtonnych ale technicznie banalnych) otrzymujemy
nastepujaca posta¢ macierzy M:

1 l 62[(16 + k,)2€/_2 _ (lﬂ _ k/)26/2} (k + k’)(k _ k/)(6/2 _ 6/_2)

B ;| (cos2k'a — iK | sin 2k'a)e?*a iK_sin2k'a
M=F-F= l —iK_sin2ka (cos2k'a + iK | sin 2k'a)e~2ike (122)
gdzie oznaczyliSmy
/{72 k/2 kQ _ k,/2
P L . (123)
2kK 2kK

Zwroémy uwage (przez policzenie), ze det M = 1.
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Teraz!! Obliczmy wspotcezynnik przejscia. Przypominajac sobie wzor (110), liczymy:

det M |? 1
T = = ) 124
My, 1+ K2 sin? 2k a (124)
za$ wspotczynnik odbicia jest rowny
M 2 K2 202 Qk/
)y BT (125)
My, 1+ K= sin” 2k'a

widzimy, ze R+ T =1 - jako i by¢ powinno.

Powyzsze wzory sa prawdziwe zarowno dla U > 0 (‘garb’ potencjatu), jak i U < 0
(’jama’ potencjatu).

Wykresy wspolczynnika przejscia jako funkcji energii sa na RYS. RYS. RYS.. (dla
garbow i jam).

Patrzac na RYS. (dla glebokiej i szerokiej jamy), zwroémy uwage, przy jakich energiach
wspotezynnik przejécia ma wartosé 1. Niech Czytelnik sprobuje to skojarzyé z energiami
standw zwigzanych w jamie o tejze gtebokosci... RYS... Nie jest to zbiezno$¢ przypadkowa
— zbadamy ja w nastepnej Subsection.

6.2.2 Przypadek £ < U

Ale uprzednio, skompletujmy jeszcze wyniki, liczac przypadek £ < U, E > 0. Mozemy
powtorzy¢ cale postepowanie powyzej, z ta tylko réznica, ze w obszarze Il funkcja falowa
opisywana jest przez Exponensy od argumentu rzeczywistego, (lub funkcje hiperboliczne),
a nie urojonego. Postapimy jednakze inaczej, mianowicie, nadajac zmiennej k' (rzeczywistej
dla E > U warto$¢ urojong (dla E < U). Konkretnie, dla £ — U mamy:

\/ E U) \/ nazwijmy: K =1/ W;iZ_E) (126)

i mamy, dla £ — U:

kK =ik.
Przepiszmy teraz wielkosci K, K_:
2 2 2 2 2 2 2 2
+= kZZ; = " =ik, K= i 2;; . 27;; = —ikC_. (127)
Przypominajac sobie dalej, jak wygladaja funkcje trygonometryczne od argumentu urojonego:
sinir = ¢sinhx, cosix = coshzx
mamy:
M= (cosh 2ka - iICfr sinh 2ka)e?*e iIC_' sinh 2ra N (128)
—iK_ sinh 2ka (cosh 2ka + ik, sinh 2ka)e~2*a
Jak i uprzednio, det M = 1, za$ na wspolczynnik przejscia mamy
2
I'= djf[f ) slinh2 2ka (129)

Przyktadowe wykresy wspotczynnika przejécia jako funkcji energii dla dwu jam sa na
RYS. RYS.. [TE SAME WARTOSCI PARAMETROW CO UPRZEDNIO]. Wida¢, ze tu
wspotczynnik przejscia zachowuje sie w sposéb znacznie mniej ciekawy niz dla przypadku
E>U.
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6.3 Macierz S i jej bieguny a stany zwigzane
6.3.1 Macierz S a macierz M

Czesto okazuje sie wygodniejsze rozwazanie macierzy S zamiast macierzy M. Jak pamietamy;,
macierz M byta okreslona przez

A C
5]
Macierz S jest zdefiniowana przez
C A
5]-505]
Interpretacja S jest prosta: Fale Ce’*® 7 prawej strony potencjatu oraz Be *** 7 lewej

strony to fale odchodzgce od centrum rozpraszajacego, zaz Ae'*® i De=* to fale przychodzgce
do centrum. Zatem S okresla fale rozproszona jako funkcje fali padajacej.

W d =1 jest wszystko jedno, czy rozwazamy macierz M czy macierz S; natomiast w
dwu lub trzech wymiarach to macierz S jest najbardziej naturalnym obiektem i tam sie
ja rozpatruje jako obiekt podstawowy.

Wroémy do d = 1. Latwo wyrazi¢ macierz S przez macierz M, pamietajac definicje

tej ostatniej:
1 1 =M
S o Mill [ M21 det M ‘|

6.3.2 Gdzie macierz S ma bieguny dla jamy

Korzystajac z tego, wypiszmy macierz S odpowiadajaca macierzy M dla rozpraszania na
jamie potencjatu (122), tzn. rozwazamy przypadek U < 0. Mamy:

cos2k'a — iK | sin2k'a | —iK_sin2k'a 1 (130)

e~ 2ika l 1 —iK_sin2k'a ]
Poszukajmy biegunéw macierzy S. Rozwazajmy macierz S jako funkcje zmiennej zespolonej
k. Widad, ze jesli one istnieja, to musi sie tam zerowa¢ mianownik czynnika przed macierza,

tzn. musi zachodzic¢

cos2k'a — 1K sin2k'a = 0. (131)

Najprostszy jest przypadek, gdy lewa strona powyzszej rownosci jest czysto rzeczywista,
tzn. gdy K jest czysto urojone. Przypominajac sobie definicje k i £, tzn. (113) widzimy,
ze zachodzi to w przypadku, gdy U < F < 0. Oznaczmy wtedy:

—2mkFE
k =1k, gdzie k= 7;1
i wtedy
k,/2 - 1{2
K =—
T ik
i warunek (131) przyjmuje posta¢
2 _ 2
cos 2k'a = ———sin 2k a,
2k'k
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a po przeksztalceniu
2k'k cos 2k'a + k? sin 2k’a — k" sin 2k'a = 0,

w czym rozpoznajemy dokladnie warunek (32) na wartosci wlasne dla czastki w jamie
potencjatu (tam bylo oznaczenie w na k').
Mamy wiec morat:
Bieguny macierzy S na czysto urojonej osi pedow odpowiadajg stanom zwigzanym.
Jest to bardzo ogo6lna wlasnos¢ macierzy S.

6.4 Macierz S — cd.; jej bieguny nie czysto urojone a rezonanse
6.4.1 Rezonanse w jamie prostokatnej
6.4.2 Jama z barierami: stany zwigzane...

6.4.3 ...1 rezonanse
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7 Czastka w potencjale periodycznym

7.1 Struktura funkcji falowej

Zatozmy, ze potencjal V' (z) jest funkcja periodyczng o okresie a, tzn. ze dla dowolnego x
zachodzi

V(z+a)=V(z).
Rozwazmy naturalnie pojawiajacy sie w tej sytuacji operator translacji T, o odcinek
(whasciwie: wektor) a; doktadniej, dla dowolne funkcji f zachodzi

(Tuf)(@) = f(x +a). (132)

Okazuje sie, ze latwo mozna wyrazi¢ T, przez operator rozniczkowania (przynajmniej w

dziataniu na funkcje analityczne):

T, = e, (133)

d
gdzie D = a Mamy bowiem, korzystajac z rozwiniecia w szereg Taylora:
x

(Tof)(x) = f(x) +af (z) + 21!a2f”(x) + ;a3f”/(x) 4= (P f)(2).

Stad tatwo zobaczy¢, ze operator T, komutuje z hamiltonianem. Oczywiste jest bowiem,
ze operatory T, oraz V komutuja (dzieki periodycznosci V). Rownie oczywiste, z zapisu
(133) jest, ze komutuja T, oraz operator energii kinetycznej.

Nastepna wlasnoscia operatora T, jest to, iz jest on wunitarny. Mamy bowiem, dla
dowolnych funkcji f, g z przestrzeni stanow:

(Tof, Tag) = (f,9) = (1df, g)

dzieki temu, ze argumenty f oraz g zostaly przesuniete o te sama warto$¢; z drugiej zas
strony

(Tof, Tug) = (T)Tof, g) = (Idf, g)

tzn. TIT, = Id — a to jest wlagnie warunek unitarnosci operatora.
Skoro operator T, komutuje z H, to maja one wspolny uktad funkcji wtasnych:

Hy = Ev

Top = Ao (134)

Moze Czytelnik przypomina sobie fakt (do znalezienia w ksiazkach z algebry liniowej), ze
skoro operator jest unitarny, to jego wartosci wtasne musza leze¢ na okregu jednostkowym.
Tak wiec mozemy zapisaé

A=¢?, gdzie AeR

i, bez utraty ogélnosci, mozemy zapisac
A = et (135)
gdzie, aby zwiazek A\ <= k byl jednoznaczny, bierzemy

ke [—m .
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Niech ¢ (z) bedzie funkcja wlasna H. Zdefiniujmy funkcje u(x) wzorem
u(z) = e k(). (136)
Mamy, wykorzystujac definicje operatora T, oraz wyrazenie (135)
u(@ +a) = Tou(z) = Tu(e ) (z) = e M+ (z + a)

_ e_ik(x+a)Ta¢($> _ e—z‘k(x—i-a)ez‘kaw(x) — e—ikmw(x) — U(IE), (137)

widzimy, ze u(x) jest funkcja periodyczng o okresie a. Zatem:
Funkcja wtasna operatora Schridingera z potencjatem periodycznym o okresie a ma
postac:
U(w) = e*u(a), (138)

gdzie u(x) jest funkcjg okresowq o okresie a.

Sytuacja ta ma takze miejsce dla dowolnych sieci okresowych, w dowolnym wymiarze,
i znana jest jako twierdzenie Blocha. Przystepne tego przedstawienie mozna znalezé np.
w ksiazce [11].

Zapiszmy tez:

Y(x + a) = eFTy (x4 a) = eFETIy(z) = ety (z) = e*(z); (139)

ta wlasnosé¢ funkcji wtasnych przyda sie nam za chwile.

7.2 Dopuszczalne energie czastki w ogélnym potencjale periodycznym

Klasa potencjatow periodycznych, ktora sie bedziemy zajmowac, nie bedzie najbardziej
ogolna; ale bedzie dostatecznie reprezentatywnym przypadkiem. Zaktadamy, ze potencjal
jest zerowy na odcinku [0, 2b], a nastepnie niezerowy (i rowny jakiej$ ograniczonej funkeji
v(x)) na odcinku |2b, 2b 4 2a]. Poza tym jest on periodyczny, tzn. V(z +2b+ 2a) = V(z).
RYS.

Popatrzmy na czes¢ uktadu: ptaski kawatek (I), nastepnie ’garb’ — potencjal v(z), (II)
i znow plaski kawalek (plateau) (I11). RYS. Taki uktad to jest dokladnie ten, z ktorym
mielismy do czynienia przy rozpraszaniu — konkretnie, rozpraszanie na garbie potencjatu.
Przypomnijmy sobie tez postaé¢ funkcji falowej dla takiego uktadu: w I i I1I sg fale ptaskie,
w II jakas funkcja. I jeszcze: przypomnijmy sobie definicje macierzy M XXXX.

Teraz: Ogoélna posta¢ macierzy M dla przechodzenia czastki przez bariere potencjatu
(7 Odn. do wzoru?) byla

e“cosh 3 ie? sinh 3

M = —ie"sinh B e cosh 3

(140)

dla dowolnego, niesymetrycznego potencjatu. Dla potencjatu symetrycznego, w powyzszym
wzorze trzeba wzia¢ v = 0. Tu wspolezynniki «, 3, v zaleza od postaci potencjatu oraz od
energii.
Wybierzmy jakie$ plateau i oznaczmy je jakims$ indeksem, np. 0. Funkcja falowa tamze
to:
Y(x) = Age™™ 4 Boe ™.
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W n—tym plateau bedziemy mie¢, dzieki temu, ze potencjal jest periodyczny: (przypomnijmy
sobie pokazana dopiero co wlasnosé¢ (139):

77Z}($) — Aneik(ac—nL) +Bn€_ik($_nL).

Korzystajac z definicji macierzy M, mozna powigza¢ wspotezynniki A, B, oraz A, 11, Bpi1
w dwoch sasiednich plateau’s:

[ A ] —M l Anre ™ ] —M l e 0 ] l Anet ] ; (141)

kl ikl
B, B € 0 ¢ Bt

wygodniej bedzie napisa¢ te rownos¢ w odwrotng strone:
An+1 _ eikl 0 -1 An
En )= S E

wystepujacy tu po prawej stronie iloczyn macierzy oznaczmy jako M:

M = [ egl e_oz.kl ] ML (142)
Mamy wiec
w5
i, iterujac,
PR

Jawng posta¢ macierzy M otrzymamy z (140) i (142). Nie ma w tym wyliczeniu nic poza
odwroceniem i pomnozeniem macierzy 2 X 2. Wynik jest:

- —ia kL 0y o ikL
_ [ e " cosh (e 1€"7 sinh (e ] (143)

ie" sinh e~ e cosh fe
Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze
det M =1, TrM = 2coshBcos(a — kL) € R;

przyda si¢ nam to zaraz.

Musimy wiec umie¢ oblicza¢ dowolne potegi macierzy, co byto (a przynajmniej powinno
bylo by¢) na algebrze. Nie bedziemy tu potrzebowali pelnego obliczania M™, a jedynie
czesciowe informacje.

Kluczem do obliczania funkeji od macierzy jest znajomosé wartosci wtasnych. Wykonajmy
to w ogolnej postaci dla macierzy 2 x 2.

Gdy mamy warto$ci wlasne A\, Ay, oraz stowarzyszone z nimi wektory wtasne vy, vg,
to mozna obliczy¢ dziatanie M™ na dowolny wektor v. Roztézmy go na wektory wlasne:

v = v1 + vo 1 mamy:

M"™ v = ANvy + Ajv,.

Wezmy ogolng macierz A:



Stad mamy réwnanie charakterystyczne:

(a—\) b

det(A—1d) = | % 20 T

= (a— M) (d—\) —bc=ad—bc— Na+d) + N\

=\ — (Tr A)X + det 4;
Konkretyzujac dla macierzy M, mamy
det(M — AId) = A2 — (Tr M)A + 1.
Stad:
1 . R
Mo = 3 <TrM +/(Tr M)? — 4> . (144)

Widzimy, ze oba pierwiastki bedg rzeczywiste, gdy bedzie zachodzi¢ (Tr M)2 —4 > 0, tzn.
gdy |Tr M| > 2. Wtedy tez jeden z pierwiastkow jest wiekszy od 1. Ale to znaczy, ze
ktorys ze wspotezynnikow A, B, (lub oba) rosna wyktadniczo z n, i to samo dotyczy tez
funkeji falowej. Jest to zatem fizycznie nieakceptowalna sytuacja.

Zatem warunek konieczny, aby dana wartos$¢ energii byta dopuszczalna, to

ITr M| < 2.
Zapiszmy wtedy wartosci wlasne w postaci:
1 ~ =
Mo =5 (Tr]\/[ +iy/4 - (TrM)2) . (145)
Oznaczmy:
1 -
cosd = §Tr M:;
0 jest parametrem rzeczywistym. Wowczas warto$ci wlasne sg
A2 =cosd £isind = et

Warunek na to, aby dana wartoé¢ energii byta dopuszczalna, tzn. |Tr M| < 2, przyjmuje
wiec postac
1 ~
|cos§\:§|TrM]:\coshﬁ cos(av — kL)| < 1 (146)

Zaakcentujmy, ze wszystko, co mamy powyzej, jest funkcja jedynie od energii (i oczywiscie
od ksztaltu potencjatu). Oznaczmy:

f(E) = cosh 8 cos(a — kL)

€O przepiszmy w postaci
-1< f(E)<1 (147)

Graniczne (tzn. oddzielajace dopuszczalne od niedopuszczalnych) wartosci energii beda
dla takich «, 3, ze
cosh 3 cos(aw — kL) = +1. (148)
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7.3 Periodyczny potencjal garbéw prostokatnych

Sformutowane w powyzszej Subsection warunki sg ogélnymi warunkami na dopuszczalne
wartosci energii w potencjatach periodycznych, sktadajacych sie z 'garbow’ poprzedzielanych
kawaltkami ptaskimi. Zajmiemy sie teraz bardziej szczegbdtowo potencjalem skladajacym
sie z samych 'garboéw’ prostokatnych, o wysokosci U i szerokosci 2a, poprzedzielanych
odcinkami 2b, tzn. majacy posta¢ RYS.:

U dla 0<zx<a,
V(iz)=3 0 dla a<x<2b+a, (149)
U dla 2b+a<x<2b+2a.

(potencjal jest periodyczny o okresie 2a + 2b). Jest to tzw. potencjal Kroniga-Penneya.
Jak i uprzednio, mamy tutaj 2a + 2b = L.

7.3.1 Przypadek £ < U

Dla przypadku E < U macierz M policzyliSmy juz przy okazji rozpraszania — jest to
wz. (121). Wyliczenie dla tego przypadku macierzy M jest juz rzecza czysto techniczna,
i przypominajac sobie (wz. (140) i (142)) definicje M, mamy:
N — (cosh 2ka + ik, sinh 2ka)e~2kaeikl
N (cosh 2ka — ik, sinh 2ka)e?* e~ ikE
(150)
(wyrazy pozadiagonalne pominelismy jako nieistotne dla §ladu), skad

1 -
f(E) = §Tr M = cosh 2ka cos(—2kb) — K sinh 2ka sin 2bk

2 2

= cosh 2ka cos(—2kb) + i

sinh 2ka sin 2bk,
K

2 .2
KW M EsU.

Wykresy f(E), wraz z zaznaczonymi dozwolonymi i zabronionymi wartosciami energii
(pasmami energetycznymi), przedstawiono na RYS. RYS..

gdzie skorzystalismy z faktu, iz (p. wz. (127)) Ky =

7.3.2 (Prawie) powtorka z rozrywki: przypadek E > U

Powyzsze rozwazania powtorzmy dla przypadku £ > U; zmiany sa niewielkie, w powyzszych
wzorach trzeba zmieni¢ w odpowiednich miejscach funkcje hiperboliczne na trygonometryczne.
I tak, korzystajac z (122),

(cos 2k'a + i K | sin 2k'a)e~2kacthL

M= (cos2k'a — i K, sin 2ka)e**ae =ikl (151)
skad
1 -
f(E) = §Tr M = cos 2k'a cos(—2kb) — K sin 2k'a sin 2bk
k2 k2
= cos 2k'a cos(—2kb) — 2;{;{7’ sin 2k’a sin 20k

pamietajac, ze K jest dany wzorem (123).
Wykresy f(E), wraz z zaznaczonymi dozwolonymi i zabronionymi wartosciami energii
(pasmami energetycznymi), przedstawiono na RYS. RYS..
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7.4 Informacja dopelniajaca: Tworzenie sie pasm dla skoriczonych
ukladéw — podej$cie numeryczne
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8 Modele sieciowe czastek nieoddzialywujacych

Do tej chwili wyktadu, rozpatrywaliSmy problemy jednoczgstkowe, polegajace na rozwigzywaniu
rownania Schrédingera (w jednym lub trzech wymiarach). W trzech wymiarach jednak
analizowali$émy tylko problemy z symetrig, dajace sie dzieki symetrii sferycznej doprowadzi¢

do jednowymiarowych.

Roéwnanie jednowymiarowe jesteSmy w stanie potraktowa¢ z numeryczng doktadnoscia
za pomocy jednej z wielu metod (najbardziej uniwersalna jest metoda RK + metoda
strzelania). W dwu i trzech wymiarach rozwiaza¢ rownanie rozniczkowe na wartosci wlasne
jest juz znacznie trudniej. Jedyna, w miare uniwersalna metoda, to przeksztalcenie réwnania
rozniczkowego w jakiej$ bazie funkcyjnej (w przestrzeni L*(RY) w réwnanie macierzowe
(nieskoriczeniewymiarowe), a nastepnie wziecie najistotniejszej czesci bazy, otrzymujac w
ten sposéb problem dla macierzy skoriczeniewymiarowych.

Podobna sytuacja dotyczy tez podejs$¢ analitycznych — bez symetrii zbiér wynikéw
‘exact’ jest znacznie mniejszy, niz dla uktadow jednowymiarowych.

Ponizej bedziemy sie zajmowali takimi wlasnie problemami macierzowymi (od prostszych
do bardziej skomplikowanych).

8.1 Struktura funkcji falowej uktadu fermionéw

Reguly antykomutacyjne fermionow:

{ch =l c} + c} o =0={c, ¢}

{c,ej} =0y
Funkcja falowa uktadu czastek nieoddzialtywujacych jest antysymetryzowanym iloczynem
funkcji jednoelektronowych.

Doktladniej, jak wyglada przejscie od uktadu czastek do problemoéow jednoczastkowych,
powiemy dalej, przy omawianiu modeli czastek oddziatywujacych. Tu tylko nadmienimy,
ze dla czastek nieoddzialywujacych praktycznie wszystko sprowadza sie do problemu
jednoczastkowego. Dla czastek oddziatywujacych juz tak nie jest — problem jednoczastkowy
to tylko wstep do analizy wieloczastkwych (gdzie nasza wiedza, na tle zbioru interesujacych
problemoéw, jest uboga).

8.2 Od cigglego do dyskretnego — przyblizenie ciasnego wigzania

Zagadnienie to zostalo tu umieszczone nieco zbyt pochopnie: Wtlasciwsze miejsce na
dyskusje bedzie w czesci, poswieconej modelom czastek oddziatywujgcych, tzn. przy modelu
Hubbarda.

9 Uklady jednowymiarowe

9.1 Ogdlna sytuacja — podejscie intuicyjne

Jestedmy wiec w tym momencie na poziomie intuicyjnym. Mamy sie¢ dyskretna i czastke
swobodna, skaczaca po weztach tej sieci. Miedzy weztami i oraz j tej sieci czastka skacze
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z amplituda t;;. Skok opisujemy jako: ’czgstka znika na i—tym wezle i pojawia si¢ na
j—tym’. Opisujemy to Hamem:

H=— Z tij(cich + c}ci), (152)
(i.J)

9.2 Uklady z periodycznymi warunkami brzegowymi

Mamy zatem czastke swobodna, bezspinowa (mimo ze fermion — co jest bez watpienia
sztuczne, ale jako model, na ktorym sie nabywa doswiadczenia, wystarczy), mogaca obsadzac
wezly sieci jednowymiarowej. Hamiltonian modelu jest:

H = Ztij(chj + c;ci), (153)

ij

gdzie c}, ¢; s3 fermionowymi operatorami kreacji/anihilacji czastki na wezle i.

O strukturze funkcji falowej mowilismy juz wezeéniej — dla M czastek, jest to antysymetryzowany
iloczyn funkgji jednoelektronowych. Tu bedziemy otrzymywac z Hama (153) funkcje jednoelektronowe

(Rekapitulacja interpretacyjna): Hama (153) mozna interpretowaé jako operator
energii kinetycznej czastki, mogacej przeskakiwa¢ z wezta ¢ na wezel j z amplituda ¢;;.
Dodatkowo, jesli i = j, to ten czlon interpretujemy jako potencjal zewnetrzny dla czastki
na wezle 1.

Hama (153) mozna przedstawi¢ macierza rozmiaru N x N, gdzie N — dltugos¢ tancucha.
Widmo jednoczastkowe otrzymamy przez diagonalizacje hamiltonianu.

Na tym poziomie ogdlnosci, nie posuniemy sie specjalnie naprzod — ogoélnej postaci
wartosci i funkceji wlasnych dowolnej macierzy symetrycznej nie umiemy napisa¢. Musimy
wiec rozwazacé jakies podklasy macierzy symetrycznych.

Okazuje sie, ze tatwo zdiagonalizowa¢ macierze, ktore odpowiadaja uktadom translacyjnie
niezmienniczym, z periodycznymi warunkamsi brzegowymsi. W przetozeniu na jezyk macierzy
znaczy to, ze macierze sa cykliczne. Nieco inaczej mowiac: Pierwszy warunek (translacyjna
niezmienniczo$¢) oznacza, ze wartos¢ wspolezynnika ¢;; zalezy tylko od roznicy |i — j|.
Druga za$ — ze t);_;| sg takie same dla wszystkich weztow, od 1 do N.

Okazuje sie, ze takie macierze tatwo zdiagonalizowac¢ przez dyskretng transformacje
Fouriera. Konkretnie, mamy nastepujacy Ansatz (tzn. zgadnieta posta¢ rozwiazania) na
wektory whasne: Otoz k—ty wektor whasny vy ma sktadowe, bedace kolejnymi (od 0 do
N — 1) potegami k—tego pierwiastka z jedynki:

1

€k
w=|% |; (154)

N-1
€k

<2m'k:>
€ = exXp N s

gdzie — jak pamietamy z algebry - £ =0,1,..., N — 1.

powyzej:
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No to wyprébujmy teraz, ’jak to dziala’ (podobnie jak ma$¢ na szczury). Macierz
Hama jest:

to t1 to ... tp—o th_1
the1 o T oo thez Tho
H = tn,Q tn,1 t() .. tn,4 tn,3 ; (155)
t1 to t3 ... Tp—1 o

tak naprawde nasza macierz jest symetryczna, tzn. mamy t; = ty_;; ale na razie rozwazmy
og6lny przypadek macierzy niekoniecznie symetrycznej. Zadziatlajmy teraz macierzg Hama
na wektor (154):

ty ot tha taa | [ 1

(23S ) B 1 th-z th2 6126

Hup= | tho th_1 to tnoa Tn-s €k
tl tg t3 e tn—l to ellcv_l

Lotg+eity +Etg+ -+ ef tyoten tya
1 . tn—l + éllcto —|— Eztl —|— s + 65_2@1_3 —|— Ejk,v_ltn_g
— 1 ‘ tn—Q + Eitnfl + 6%1:0 _'_ st + 6}’6\[721:17,—4 + Egiltnfg — ...

1t +elts+ ety + -+ e 2y + e g
.. W j—tym wierszu wydzielamy przed nawias ej,...

1(]_ . t() + Ellﬁtl + Eztg + -4 GJkV_QtN_Q + E]kv_lt]v_l)
Ek(l : to + Ektl + 6%152 + -+ 62]7215]\[72 + EZkVilthl)
= | G -to+epti+eita+-+ep “tnater i)

e T(1-to ety Fedty+ - ey g ten i)

1
=(1-to+epts +eto+ - +en “tno+er ‘tn1)| Ck ;

N—-1
L €k

wida¢ w ten sposob, ze vy dany przez (154) jest wektorem wlasnym macierzy (155), o
wartosci wtasnej

A= (1-to+ et +etta+ - +ep “tya+en tno1). (156)
Pozostaje jedynie upewnic sie, czy wektory postaci (154) to wszystkie wektory wlasne,

tzn. ze wszystkie one sg liniowo niezalezne. Zrobimy to odwotujac sie do faktu, ze jesli
mamy N wektoréw liniowo niezaleznych, kazdy o N skltadowych, to zbudowana z nich

macierz ma niezerowy wyznacznik. Jesli z wektorow vy, k = 1,..., N postaci (154)
zbudujemy wyznacznik, to otrzymamy
1 1 o1 1
€1 €9 ... EN_1 €N
Vy=| € €2 o & (157)
A eNo1oen




ktory jest niezerowy, bo — jesli kto pamieta, to dobrze, a jesli nie pamieta, to niech
zagladnie do jakiej ksigzki z algebry — jest on réwny

N

Vv = ]I (& — )

0<y<k

i — dla postawienia kropki nad ’i" — kojarzac, ze wszystkie pierwiastki sa roztozone na
wierzchotkach N —kata foremnego, wiec zaden z czynnikoéw nie moze byé¢ réwny zeru.

9.3 Przeskok miedzy najblizszymi sasiadami

No to teraz wyprobujmy powyzsze wzorki w sytuacji, gdy mamy przeskoki tylko miedzy
najblizszymi sgsiadami:
H,, = —t Z(CICJ + c}ci), (158)
(i.7)
gdzie symbol (7, j) oznacza, ze sumujemy tylko miedzy najblizszymi sasiadami.
Macierz Hama jest tu:

0100 ..001
1010 00 0

He— 4|0 101 .. 000 (159)
0000 .. 101
(1000 ... 010]

Z wzoru (156) mamy od razu, na k—ta energie wlasna Ey,

ok
By = —t(ex + ;) :—thos%, k=01,...,N—1. (160)

Wykresy tej 'dyspersji’ (tak sie czasem nazywa zalezno$¢ F(k)) przedstawiono na RYS.,
a w wersji ucigglonej (funkcja cos moze mie¢ dowolny argument ciagly, nie musi on by¢
dyskretny) na RYS.. Gdy rozpatrujemy duze uklady, to wygodniej jest uzywaé takiej
wlasnie 'ucigglonej’ zmiennej; nazwijmy tu ja

_%n

PETN

Zakres zmiennosci zmiennej £ to [0, 27[ lub — rownowaznie, a czasem wygodniej — wziac
ke |—m, |

Zbior wartosci wielkosci k£ jest wazng wielkoScia w fizyce ciala statego, a nazywa sie
on pierwszq strefg Brillouina. Pojecie to przenosi sie na wyzsze wymiary i inne typy
sieci okresowych; niedtugo zobaczymy, jak ta strefa wyglada dla sieci kwadratowej i
szesciokatnej.

Poczynimy tu jeszcze nastepujaca uwage:

Asymptotyka E(k) jest dla matych k kwadratowa. Przypomnijmy sobie, ze taka sama
byta zalezno$¢ energii od liczby kwantowej dla swobodnej czastki w nieskoniczenie wysokiej
studni potencjatu. Analogicznie, w mechanice klasycznej energia zalezy kwadratowo od
pedu.
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9.3.1 Gestosé stanow

Wazna wielkoScia w fizyce ciala statego (i nie tylko) jest gestosé standw, tzn. ilosé standow
na jednostke przedziatu energii.

Oprocz tego, ze jest to naturalna wielkos¢, to jest tez pozyteczna. Przypusémy, ze
obliczamy calke z jakiej§ wielko$ci f(k) po pierwszej strefie Brillouina B. Zalézmy na
poczatek, ze zamiana wielkosci k, E jest wzajemnie jednoznaczna. (Z otrzymanego dopiero
co wykresu funkcji E(k) widzimy, ze tak nie jest; ale to jedynie komplikacja techniczna
— mozemy podzieli¢ przedzial [—m, 7] na dwa przedziaty: [—7, 7] = [—7,0] U [0, 7], i na
kazdym z tych dwoch przedzialow zamiana zmiennych jest juz wzajemnie jednoznaczna.
Ponizej nie bedziemy juz tego zaznaczac).

Mamy wtedy: .

F(r) = F(r(E)) = J(E).
Wyrazmy teraz caltke w nowej zmiennej. Korzystajac z (miejmy nadzieje, ze dobrze znanego)
wzoru na zamiane zmiennych, mamy:
Emax

. dk
Rdk = [ J(B)-dE
1) J(B)rdE.
B Emin
gdzie Fi, 1 Enax 83 najmniejsza i najwicksza wartoscia energii w przedziale catkowania.
Czynnik, ktory sie tu pojawia (jednowymiarowy jakobian) to wlasnie jednowymiarowa
gestosé stanowr:

T (161)

Policzmy w naszym przypadku gestosé stanow na przedziale k € [0, 7] (na drugim przedziale
wzor bedzie, z symetrii, identyczny). Mamy:

-k
E(k) = —2tcosk skad &k = arccos <2t> : (162)
tak wiec

Cdk(B) 11 1
- T o4 7 2 _ 12
dE 21 JViE-E

p(E) (163)
Dla poréwnania, policzmy gestos$¢ standow w przypadku dyskretnym, wedtug narzucajacego
sie wzoru na dyskretng pochodna:

N
P Eyn—E,.1 LEp— Ep

Wykresy obu tych wielkosci przedstawiono na RYS. i RYS.

Poczynimy tu jeszcze uwage, ze o ile rozpatrujemy tu model czastek nieoddziatywujgcych,
to wlasnosci rozpatrywanego przez nas czlonu kinetycznego (a w konsekwencji rowniez
gestosci stanow) sa kluczowe przy analizie modeli czastek oddziatywujgeych — takich jak
np. model Hubbarda.

9.4 Uklady z dalszymi przeskokami

Rozpatrzmy teraz przyktad, gdzie czastka moze skakaé¢ nie tylko miedzy najblizszymi, ale
tez miedzy dalszymi sasiadami. Doktadniej, skoki miedzy weztami n.n. maja amplitude
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t, za$ miedzy dalszymi sasiadami (tzn. n.n.n. — next nearest neighbours) — amplitude ¢/
RYS.. Mamy w ten sposéb macierz hamiltonianu (z cyklicznym warunkami brzegowymi):

0 1 o O 0 o 1
1 01 « 0 0 «
a 1 0 1 0 0 0
H=—t , (164)
1 o 0 O a 1 0

gdzie a = % 7 wyrazenia (156) na wartosci wlasne macierzy cyklicznej mamy od razu:

21k Ak
By = —tlex + 6, +ale +¢,7)] = —2t [cos <7r> + acos (Wﬂ (165)
N N
Jak i uprzednio, warto wprowadzi¢ ucigglong zmienng xk = %, k € [—m,m|. Dla |a] < 0.25

wykres F (k) ma jedno minimum w strefie Brillouina (w $rodku) i analiza tego przypadku
dalej sie zajmiemy, odkladajac na pozniej, co znaczy przypadek, gdy sa dwa (lub wiecej)
minimow.

Wykresy F(k), w uciaglonej, jak poprzednio, zmiennej, mamy na RYS. dla o = 0.1,
0.25 i —0.25. Widaé, ze dla |a| < 0.25 wykres jakosciowo jest podobny do tego, z ktorym
mieliSmy do czynienia w przypadku n.n. Natomiast dla o = —0.25 mamy anomalng
dyspersje dla matych k: E ~ xk* zamiast standardowej £ ~ 2. Jak zaraz zobaczymy,
przeklada sie to na anomalna gesto$¢ standéw na brzegu pasma.

Wyznaczmy wiec gestosci stanéw. W tym celu najsampierw zapiszmy E(x) dana przez
(165) jako

E(k) = —2t[cos k + a cos 2k] = —2t[cos k + 2a cos® k — a

(skorzystaliémy tu z tozsamosci cos 2k = cos? k —sin k = 2 cos? k — 1) — dostaliémy w ten

sposob rownanie kwadratowe na cos k. Rozwigzujac je, mamy:

—1£,/1+8a(a— L)

2t

COSK =
dav
Ktory pierwiastek jest wtasciwy? Zbadajmy tu granice o — 0; powinien wtedy odtwarza¢
sie wzor (162). Pierwiastek z minusem daje lirno(cos k)_ = —oo czyli zle; za$ z plusem
oa—

daje: limo(cos K)+ = —2, czyli ok. Mamy wiec

a—

—1+/1+8a(a—£)
COS K = =—> K = arccos

—1+,/1+8a(a—£)
4o

4o

skad po zrézniczkowaniu dostajemy gestosé stanow

(B) = 2 - 1 2
’ t\/1+804<0‘_5t) \/16—(—14—\/14—804(&—5;)) o2

Dla |a| < 0.25 wykresy p(F) sa podobne jak w przypadku, gdy a = 0. Pewne znaczenie
ma tu asymptotyka gestosci, gdy E zbliza sie do brzegu pasma; p(E) rozbiega sie wtedy
jak:

p(E) ~ |E — By|3; (166)
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Gdy natomiast « = —0.25 (+0.25), zaleznos¢ E(x) ma minimum (maksimum) zdegenerowane
(kwartyczne). Pociaga to za soba inna, niz standardowa, asymptotyke: Z lewego (prawego)
brzegu pasma mamy

p(E) ~ |E — By| 3. (167)

(CW.)

Duza gestos¢ stanoéw jest czynnikiem sprzyjajacym ferromagnetyzmowi w uktadach
czastek oddzialywujacych — powiemy o tym (jesli dojdziemy) w Section poswieconej
modelowi Hubbarda.

9.5 Zwiekszenie komoérki elementarnej. Tworzenie pasm

Zajmiemy sie teraz przypadkami, gdy mamy czastke w potencjale na sieci. O potencjale
tym zakladamy, ze jest okresowy; ale, zeby problem byl nietrywialny, to okres musi by¢
wiekszy niz stala sieci, wiec rOwny przynajmniej 2.

Najpierw jednak: Jak uwzgledniamy obecno$é¢ potencjatu. Ot6z zauwazmy, ze operator
c; c; opisuje przeskok czastki z wezta ¢ na ten sam wezet, a zatem mozemy go interpretowac
jako operator liczby czgstek na wezle (0 lub 1 w przypadku fermionowym). Obecnosé
potencjatu opisujemy w sposob: Jesli czastka znajduje sie na 1—tym wezle, to ma energie
U. Zatem ’potencjalng’ czes¢ hamiltonianu opiszemy jako

Hpot = Z UiC}LCi
7

(potencjal U; na wezle i). Czesto piszemy go jako:
Hpot = Z Uinia

gdzie operator

n;, = C;r C;

jest wspomnianym wyzej operatorem liczby czgstek na wezle 1.

9.6 Potencjal o okresie 2

Rozpatrzymy teraz jednowymiarowa sie¢ z potencjatem periodycznym o okresie 2.Mamy
wiec tancuch o dtugosci N = 2/ wezlow. Na nieparzystych weztach potencjat przyjmuje
wartosé 0, a na parzystych U. Taki potencjal nazwiemy potencjatem Néela przez analogie z
uporzadkowaniem antyferromagnetycznym, ktore tak sie wtagnie czesto nazywa. Naktadamy
periodyczne warunki brzegowe. Co do przeskokéow, zaktadamy, ze moga one nastepowacé
miedzy najblizszymi sasiadami. Hamiltonian bedzie wiec dany nastepujaca macierza:

[0 —t0 0 ... 0 0 —t
—t U —t0 ... 0 0 0
0 —t0 —t ... 0 0 0
Hyel=|0 0 —t U 0 0 0 (168)
0O 0 0 0 ... —t 0 —t
-+ 0 0 0 ... 0 —tU

Musimy policzy¢ wektory i wartosci wlasne tej macierzy. Nie jest to juz macierz cykliczna,
dlatego tez nie mozemy oczekiwac, ze Ansatz (czyli podstawienie) postaci (154) tu zadziala.
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Ale! Okazuje sie, ze zadziala inny nieco Ansatz. Postulujemy mianowicie, ze k—ty wektor
wlasny vx ma postaé:

1

TEk

i
o = | €l (169)

N-2
EkN 1
| wep

Jak mozemy taki Ansatz umotywowac¢? (Nie musimy co prawda motywowaé, bo mozemy
przyja¢ postawe: ’Skoro jest i dziata, to nad czym sie tu jeszcze zastanawiaé’. Ale nie
przyjmiemy tu takiej wasko utylitarystycznej postawy i jednak zastanowimy sie nad
pochodzeniem tego Ansatzu).

Otoz zauwazmy, ze w przypadku potencjatu Néela mamy dalej do czynienia ze struktura
periodyczng, co prawda nie o okresie 1 (jak uprzednio), ale o okresie 2. Wybierajac jako
element struktury ("komorke elementarna’) nie pojedynczy wezel, ale dwa sasiednie wezly,
musimy do tego dopasowa¢ tez strukture postulowanego wektora wlasnego. Zgadujemy
wiec, ze w wektorze witasnym bedziemy mieé kolejne potegi pierwiastkow z jedynki ale
w odniesieniu do sasiednich dwdch sktadowych. Struktura wektora whasnego (169) jest
realizacja tego rozumowania. Czy dobrze zgadliémy — trzeba policzyé¢...

Roéwnanie na wartoséci wlasne bedzie miato postacé:

- [ —tz(ep +ep ) ] - 1

[0 —t 0 0 0 —t 1
—t U —t 0 0 0 ey —t—aUe —3t€% v
0 —t 0 —t 0 0 e Strle + ) e
3 —tel — xUe — te} 3
0 0 —t U 0 0 Tey = . = E, | Tex
000 0 0 ... 0 —t|| N : N2
L _t 0 0 0 N _t U ] i Z’E};Vil | : i xejkvil |

Aby réwnanie na warto$ci whasne byto spelnione, parametr x musi spelnia¢ réwnania (dla
sktadowych: nieparzystej i parzystej):

—tr(e + ') = L
—te,;l—xU—tek = FEx

Mamy wiec tu uktad dwu réwnan na dwie niewiadome (x oraz FEj). Mozemy z tego
uktadu prosto wyeliminowa¢ z i otrzymaé¢ samo réwnanie na Ey. Po nieskomplikowanych
rachunkach (wyciagniecie « z pierwszego rownania i wstawienie do drugiego) dostajemy
réwnanie na Fj:

EX +UE, — 4t*cos’ k = 0 (170)
gdzie, jak i uprzednio, Kk = % Rownanie to ma dwa pierwiastki:
—U — VU? + 16t2 cos? U U? + 16t cos?
B = v ;— CoS /{’ By — +v ;— COS“ K (171)

Mamy tu dwie funkcje; ktorg z nich wybra¢? Aby to zbadaé¢, wezmy przypadek graniczny
U = 0. Mamy wtedy: E; = —2t|cosk|, Ey = +2t|cosk|. Poréownujac to z dyspersjg

47



znaleziong 2 Subsections wezesniej (przypadek n.n.) wida¢, ze musimy wzia¢ F; w zakresie

[—5, 5] oraz E5 w pozostalym zakresie.
™ T

Taki wiec wybor rozwigzan: ) dla x € [—7, 7] oraz Ey w pozostalym zakresie, musimy
wzia¢ dla dowolnego U. Jako wynik, otrzymujemy przerwe energetyczng — nieciagtosé E(k)
pojawigjacy si¢ dla k = £7. Zilustrowano to na wykresie RYS.

Mamy tu wiec dwa pasma, przedzielone przerwa energetyczna.

Zajmijmy si¢ teraz DOS’ami. W tym celu réwnanie (?7) przepiszmy nieco inaczej, a
mianowicie:

E* +UE —2t* — 2t*cos 2k = 0 (172)
skad mamy
1 1
K = Zarccos (21&2(E2 +UE — 2152)) :
oraz

Cdre 2E + U]

p(E) = = =
dE 2, /4t — (B2 + UE — 2t2)2

(173)

Wykres jest na RYS.

9.7 Uklad z dwoma stalymi przeskoku

Tworzenie pasm moze tez by¢ wywoltane innymi czynnikami, niz potencjat. Zobaczmy tu
prosty przyktad, jak do powstawania pasm prowadzi obecnos¢ dwoch réznych naprzemiennie
wystepujacych statych przeskoku.

Rozpatrzmy zatem model o parzystej ilosci weztow: N = 2m, periodycznych warunkach
brzegowych, i statych przeskoku miedzy najblizszymi sasiadami, zdefiniowanych nastepujaco:

t2i+1721‘+2 = tl (Z == O, ]_, e, M — 1), t2i,2i+1 = tg (Z = 17 oo, mod N) (174)

Macierz Hama jest odpowiednia modyfikacja macierzy (159):

0 -t O 0o ... 0 0 —t
-t 0 —ta 0 ... 0 0 0
0 —t, 0 —t; ... 0 0 0
Htth = .. (175)
0 0 0 0O ... —t9 0 —t;
| —t2 0 0 0o ... 0 —-t; O ]

Ansatz na wektor wlasny wezmiemy w postaci analogicznej jak (169), ale rozniacej sie w

jednym szczegoble — postaé¢ ponizej dogodniejsza jest do pozniejszych rozszerzen:

F e T
.I'QE%
$162

ve = | T26h (176)
1’162\[71

L «TQE{CV

W ten spos6b mozemy uwalniaé si¢ od wyjatkow, gdzie wszystkie nieparzyste sktadowe
wektora wlasnego zerowaltyby sie; trzeba by byto wtedy modyfikowaé Ansatz w poprzednie;j
postaci (169). Ponadto powyzszy Ansatz (176) jest wygodniejszy.

48



Dzialajac Hamem (175) na wektor (176), otrzymamy nastepujace rowania na sktadowe:
parzysta i nieparzysta:

, —towae® U™ — 20Ut = Eyxe* dla j nieparzystych
Hu ) — o o o , ’ 1
(Hv) { —tix e — top ePUH) = Fa.etf dla j  parzystych, (177)
co daje réwnania na wielkosci F, x1, xs:
Ek tleik + th—ik 1 .
[ tle—ik + tgeik Ek Ty = 0. (178)

Aby powyzszy uktad rownan mial nietrywialne rozwigzanie, musi znikaé¢ jego wyznacznik,
co daje réwnanie na Fj:

E} 4 2t1ty cos 2k By + 12 + 12 = 0, (179)

ktore ma rozwiazania

Ep = £\/t2 + tz\/ cos 2k. (180)

Tych rozwigzan jest dwa razy za duzo — E jest nlejednoznaczneld funkcja £ RYS., wiec
przez ciagltos¢ musimy rozstrzygnac, ktore galezie wziaé, a ktore odrzuci¢. Dla ty =t =1
mamy:

E = +£vV2tV/1 + cos 2k = :I:\/Qt\/l + cos?k — sin?k = +2t cos k

Wida¢, ze dla k € [—-7, 7] trzeba wzig¢ galaz dolng, a odrzuci¢ gérna; natomiast w

pozostatym zakresie k trzeba wziaé gorna a odrzuci¢ dolng.
Jako wynik zné6w mamy widmo z przerwa energetyczna. RYS. za$

9.8 Potencjaly o wiekszych okresach

Rozpatrzmy teraz potencjaly o wiekszych okresach i zobaczmy, jak sie to odbija na
strukturze pasm. Wezmy potencjaly nastepujacej postaci:

1. Okres 3: 0,0,U,0,0,U,...
2. Okres 4: 0,0,0,U,0,0,0,U, ...
3. Okres 5: to jest jako zadanie

Nie sg to oczywiscie najogolniejsze postaci potencjatéow. Ale chcemy rozpatrzyé jakies
przyklady, gdzie bedzie wida¢, jak postepowac i jak otrzymac interesujace wielkosci (struktura
pasm, gestosci stanow).

Potencjal o okresie 3

Omoéwiony w Subsec. 9.6 Ansatz na wektory wtasne mozna zmodyfikowa¢ tak, aby
ogarnial on réwniez potencjaly o wiekszym okresie.

Rozpatrujemy wiec potencjal o okresie 3 postaci: 0,0,U,0,0,U,.... Zaktadamy, ze
mamy tancuch o dtugosci N = 3l z periodycznymi warunkami brzegowymi. Zgadnijmy,
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ze dobrym analogonem Ansatzu (169) bedzie wektor z trzema parametrami:

- T16x -

I’QE%

17362
4
v = | T1€ (181)
IQE;CVil
L $3€év

Uwaga. Dla Neela mogliémy wzia¢ analogiczng posta¢ o ’okresie 2’ z dwoma parametrami
x1, T2 zamiast z jednym z. Wzielismy jednak wektor postaci (169) dla wiekszej czytelnosci.
Teraz okaze sie, ze wygodniej jest wzia¢ wektor postaci (181); musimy bowiem rozwinaé
technologie wyciagania interesujacych wielkosci z uktadu rownan zawierajacego xy, s, T3
oraz b

Wypiszmy tu macierz Hama tacznie z dzialaniem na wektor (181):

27262.
3
T3€;

- 5 N )
[0 —t 0 0 0 —t 1 [ ®i1ex 1 —tJZQEkl — tx?’e% _
-t 0 —t 0 0O 0 372‘?% —2t:L‘1€k — t§3€k )
0 -t U —t 0 0 1'362 _t'IQEk - ngEk — t[[’lek
4 —txz€s — txocs k
0 0 —t 0 0 0 et | | S
o 0 o0 0 ... 0 —t $265€V_1 : -
| —t o o o ... =t U 11 CE36;]€V ] : _ x3€l]€V

(182)
Wida¢, ze rownanie na wartosci wlasne bedzie spetnione, gdy FEj oraz xp,x9,x3 beda
spetniaty réwnania:

—t$2€i — txgﬁi,v = Ekl'lﬁk
—tl’lﬁlli — tﬂfgﬁi = Ekxgei (183)
—tIQEz - ZE3U€% - t.ﬁl]1€é = EkLEgEz

bo w kazdych kolejnych trzech sktadowych spelniane sa te same warunki! (doktadniej, dla
j—tej sktadowej, pomnozone przez j—ta potege €).
Reorganizujac nieco warunki (183), mamy

Eroi+  tepxo+ te,;lxg = 0
te, v+ Epxo+ teprs = 0 (184)
t€k1'1+ te,;lxg—i- (Ek — U).Tg =0

Wida¢, ze w zmiennych zq, x9, x3 jest to uklad rownan liniowych, uktad jednorodny, tak
wiec bedzie on mial niezerowe rozwigzanie, gdy wyznacznik tego uktadu bedzie sie zerowat:

Ek tEk t€,:1
te,! By te (185)
tEk tE,;l Ek U

Wyznacznik ten mozna policzy¢ recznie, i otrzymujemy stad warunek na FEj

1
E} — EiU - 3°E, +t° (ei + 3> + U
€k
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E} — E}U — 3t°E), + 2% cos® (k) + t*U = 0. (186)

Dyspersje, czyli zalezno$¢ E(k) (zmieniliSmy tu zmiane argumentu z k na x = %),

otrzymamy przez rozwigzanie tego réwnania. Warunkiem istnienia rozwiazan jest, aby
wartos¢ cosinusa zawierala si¢ w przedziale [—1, 1].

Mozna to zilustrowaé, wykreglajac f(€) = E3—E?u—3E+u (tu € oraz u sy przeskalowanymi
zmiennymi: £ = %, U= %) i patrzac, dla jakich argumentow £ funkcja przyjmuje wartosci
pomiedzy —1 a 1. Na RYS. zrobiono to dla U = 0, a na RYS. dlat = U = 1. Wida¢
utworzenie sie dwoch pasm.

Czy ta procedura czego$ Czytelnikowi nie przypomina?

Aby konkretnie znalez¢ zaleznosé funkcje F(k), trzeba oczywiscie rozwiazaé rownanie
(186), (mozna to zrobié¢ $cisle — ktaniajg sie tutaj wzory Cardano), co zostawimy tu jako
zadanie by¢ moze beda rysunki.

Teraz zajmijmy sie gestoscig standw. Z wzoru (186) wyliczamy:

1 E} EU 3E U
K = Zarccos <_2t3+2t3+2t_2t’> (187)
i stad
3E* —2UFE — 3t*
p(E) (188)

1
681 (~E* + UE? + 3E — U2

Wykres p(E) przedstawiono na RYS.
W analogiczny spos6b mozna otrzyma¢ warunki na dopuszczalne energie oraz dyspersje,
a 7 nich gestodci stanow, dla innych potencjalow. Trzy takie problemy relegujemy do

Zadan.

9.9 ’Sawtooth’: przyklad przypadku ’plaskodennego’ czyli’flat-
band dispersion’

Motto:
Idzie §wiatem owa zmora, co ma kibi¢ PILY
a zebami chlopcow neci i zna czar mogily.

Zobaczyla parobczaka na brzegu doliny:
’Ciebie pragne, $nie jedyny — dyny moje dyny!

Pocalunki dla cig, chlopcze, w ostra stal uzbroje,
Blysk — niedoblysk na wyblysku — oto ZEBY moje! [...]

Oczaruj si¢ tym widokiem, co$ go nie widywat,
Osnijze sig tymi snami, co$§ ich nie wysniwal![...]

Bede ciebie kochal moca, z ktéra sie¢ mocuje,
Bede ciebie tak catowal, jak nikt nie caluje!

Bede gardzil dziewczetami, com je mial w swej woli,
Bo z nich kazda od milosci tka, jak od niedoli.|...]

Zazgrzytala od rozkoszy, naostrzyla zeby:
’Ide w milosé, jak chadzalam na lesne wyreby!’

Zaszumiala nad nimi ta wierzba zlotocha —
Poznal chlopiec, czym w uscisku jest stal, gdy pokochal [...]

B. Le$mian, Pila

YAVAVAVAVAVAN

Opowies¢ ponizej nie ma tych napie¢ uczuciowych co ta powyzej, ale jest — wg autora
— réwniez ciekawa.

Jako ostatni tu przyklad rozpatrzymy tancuch jednowymiarowy ze specjalnym doborem
potencjaléow na weztach oraz statych sprzezenia. RYS. Mozna tez na niego patrzy¢ bardziej
geometrycznie RYS.; skojarzenie jest dos¢ oczywiste i stad nazwa 'sawtooth’.
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Zaprezentujemy ten uktad, aby zobaczy¢, jakie dziwne (badZ — jesli ktos nie dziwi sie
byle czemu — to powiemy: ’jakie roézne od dotad spotkanych’) zjawiska moga wystapi¢ w
prostych uktadach, z periodycznymi statymi przeskoku oraz periodycznymi potencjatami,
gdzie okres obydwu jest niewielki.

Uktad zalezy od dwoch parametréw: v oraz U.

Uprzedzajac wypadki — okazuje sie mianowicie, ze mamy tu dwa pasma energetyczne.
Na ogot sa to 'uczciwe’ pasma, podobne do tych, jakie mieliSmy dla przypadku Néela.
Jednak dla specjalnej relacji miedzy parametrami v oraz U, jedno z tych pasm jest
catkowicie zdegenerowane: wszystkie stany z tego pasma (potowa wszystkich stanow) ma
te samg energie. Innymi stowy, szerokosé¢ tego pasma wynosi zero.

Wynik ten moze bylby tylko ciekawostka, ale okazuje sie, ze takie uktady sa wazne,
jesli interesujemy sie magnetyzmem w modelu Hubbarda. Dla takich ukladéw mozna
Scisle pokazaé¢ (moze zdazymy to zrobic), ze ich stan podstawowy jest ferromagnetyczny.
Wzbudzaja wiec spore zainteresowanie z punktu widzenia magnetykéw molekularnych
(pod katem wykorzystania w pamieciach magnetycznych) i doczekaly sie analizy w ponad
dwustu pracach.

Charakteryzujemy go nastepujaco:

1. Pomedzy najblizszymi sagsiadami mamy stala przeskoku v.

2. Ponadto pomiedzy sasiadami nieparzystymi mamy staly przeskoku v?; pomiedzy
sasiadami parzystymi stala przeskoku wynosi 0.

3. Na weztach nieparzystych mamy potencjat U,
4. za$ na weztach parzystych potencjal rowny 1.

(RYS. raz jeszcze).
Naktadamy periodyczne warunki brzegowe, zakladajac parzysta ilos¢ weztéw, i mamy
macierz Hama nastepujacej postaci:

U v 20 0 0 0 0 2 v
v 1 v 0
v v U v v2 0 0 0O 0 O
Hon=\"9 0 » 1 v 0 0 0 0 0 (189)
0 0 v2 v U v 2 0O 0 0

Prébujemy tu wektora wlasnego jak dla Néela, bo — z wygladu macierzy — wnosimy, ze
mamy periodycznosé o okresie 2. Dla przypomnienia przytoczymy posta¢ Ansatzu na
wektor wlasny, aby bylo lepiej widoczne, co otrzymamy przy mnozeniu macierzy przez
wektor:

T1€k
ZEQE%
3
l'1€k
4
Vg = T2€;,
xle]kv_l
.TQE]ZCV
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Po pomnozeniu macierzy Han na wektor, wypiszmy druga i trzecia sktadows réownosci
Hapvp = By (kazde dwie pozostate kolejne sa identyczne, jesli pomnozy¢ przez odpowiednia
potege €x):
vri€, + xzez + 1/513162 = Ek:rge%
Viriep + vager + Uxies + vagel + v2xi6;, = Epried

Przeksztalcajac nieco (tzn. dzielac przez €; i € odpowiednio) mamy:
viegt+ e +a0 = By
V(2 + )y + v + ep)ra +Uny = Epny

co zapisujemy jako:
[ (2v cos k) (1 — Ey) ] [xl ] _0
(2v%cos2k + U — E),) (2vcosk) xy |

i standardowo, aby istnialy nietrywialne rozwigzania, wyznacznik tego uktadu musi znikaé,
co prowadzi do warunku:

2u cos k 1-FE
- ’ (202 co(s 2k + U)— Ey) ((2V Cosl;f>) ‘ = —4v cos” k + (1- Ek)(2V2 cos2k + U — Ey)
=B+ (—4*cos’k +202 —U - 1)+ U — 202 = 0. (190)

W oczywisty sposob otrzymujemy rozwigzania:

1
Ep = 21/202—V2—|—§(U+1)

1
i§¢16y4c4 — 1642 + 822U + 812 + 4vt — 412U + 412+ U2 —2U + 1 (191)

(powyzej dla skrotu oznaczaliSmy ¢ = cos k).

Wzor (191) wyglada dosé oblesnie. Nie przeklada sie to jednak na charakterystyki
widma — wyglada ono podobnie jak dla Néela RYS..

Ale ’podrazmy’ temat troche dalej. Zapiszmy wzor (191) w postaci:

Ey = ; [(1 +4v2c®) + (U — 21/2)]

1
ii\/(l +4v2¢?)? + 8v2c2(U — 2v2) + (U — 2v2)2 — 2(U — 2v2?); (192)

i stad wida¢, ze gdy U = 22, to wzory na energie bardzo sie upraszczajg, bo A jest
pelnym kwadratem, i z pierwiastka zostanie jedynie 1 + 41%¢?. Tak wiec na goérne pasmo
otrzymujemy:
ESD =1+ 42, (193)
a na dolne!! po prostu
Ei, = 0; (194)
tak wiec wszystkie energie z dolnego pasma (a stanowia one polowe calego widma) sq
identyczne. Wykres tej sytuacji jest na RYS.. Jasna jest tu wiec geneza nazwy 'flat-band
dispersion’.
Pozniej (hopefully) zobaczymy, jak taki ksztalt dyspersji wpltywa na ferromagnetyczne
wlasnosci stanu podstawowego.

JAVAVAVAVAVANEVAVAVAVAVAVANSEVAVAVAVAVAVANSEVAVAVAVAVAVANREEEVAVAVAVAVAVAN

9.10 Uklady z brzegami swobodnymi — numeryka
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10 Sieciowe uklady dwuwymiarowe

10.1 Periodyczno$é w dwéch wymiarach

Rozwazmy wiec model czastek swobodnych, skaczacych po sieci dwuwymiarowej kwadratowe;j.
Ham dla tego modelu jest analogiczny do Hama dla sytuacji jednowymiarowej (158), tzn.

H=—t>(cle+ ), (195)
(i)

Jest to przypadek bez potencjatu. Gdyby byl obecny zewnetrzny potencjal, to dodaliby$my
jeszcze czlon diagonalny (tzn. dla i = j).

Zakladamy, ze mamy do czynienia z siecia kwadratowa N x N wezlow (niewielkim
naktadem pracy mozemy zwiekszy¢ ogdlnosé i rozpatrywaé sie¢ prostokatna). Naktadamy
periodyczne warunki brezegowe w obu kierunkach.

W takim ukladzie mamy N? wezlow. Zatem 1-czastkowy wektor stanu ma N? sktadowych,
a rozwigzujac problem jednoczastkowy mamy do czynienia z hamiltonianem, ktory jest
macierza N? x N2,

Sktadowe obiektéw bedzie w takim przypadku wygodnie opisywac za pomoca notacji,
stowarzyszonej z opisem wezléw sieci. I tak, potozenie na sieci oznaczamy ’grubymi’
(boldface) literami, np.

R = (Ry, Ry)

gdzie R; oznacza wskaznik numerujacy wezty w kierunku ¢, przyjmujacym tu wartosci 1
(rownie czesto oznaczanym jako x) badz 2 (odp. y).

Uwaga. Gdy mamy do czynienia z sytuacja trojwymiarowa, jedyna zmiang jest ta, ze
R ma trzy skltadowe.

Wartosci wtasne uktadu z periodycznymi warunkami brzegowymi mozna obliczy¢ uzywajac
dwuwymiarowej (dyskretnej) transformaty Fouriera. Wektory wlasne numerujemy wskaznikiem
k, gdzie — jak i wyzej — k = (ky, ko), za$ zakres zmiennosci obu wskaznikow jest:

k_27r 4 2N
Z_N7N7"'7 N‘

Ansatz na wektory wlasne macierzy Hama z periodycznymi warunkami brzegowymi —
analogon (154) z d = 1 — napiszemy w nastepujacy sposob. k—ty wektor wlasny to vy, a
jego s—ta sktadowa to vl(f). W/w Ansatz ma postac:

o = eiks, (196)

Tutaj:
k-s= ]{7181 + k282
jest standardowym iloczynem skalarnym.

Okaze sie zaraz, ze Ansatz (213) jest rzeczywiscie wektorem wlasnym dla dyskretnej
transformacji Fouriera w dwoch wymiarach.

10.2 Sieé¢ kwadratowa

Zakladamy, ze przeskoki maja miejsce miedzy najblizszymi sasiadami (n.n.). Ponadto
potencjal jest rowny zeru.
Przeskoki pokazuje RYS..
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10.2.1 Macierz Hama, widmo

Elementy macierzy Hama sa wiec:

—t dla Rl = Sl +1 s Rg = 52
HR,S = —t dla Rl = Sl s R2 = SQ +1 (197)
0 dla pozostalych R, S.

Zadzialajmy powyzszym Ham’em na wektor (213). Mamy:

(H vk)R — _t(eikl(Rl—l)-‘rik’gRQ + eikl(Rl-‘rl)-‘rik‘QRQ + eik1R1+ik2(R2+1) + eik’lR1+ik’2(R2—1))

— _t(e—ilﬁ + eilﬁ + e—ik?z + eikg)eik;lRl_H'kQRQ
— _2t(COS kl -+ cos kQ)eik'R (198)

Wida¢, ze wektor postaci (213) rzeczywiscie jest wektorem whasnym.
Zatem! Dyspersja FE(k) ma posta¢:

E(k) = E(ky, ko) = —2t(cos k1 + cos ko) (199)

Popatrzmy tu na wykres 3d RYS.; ale w dalszych rachunkach bedzie bardziej pomocny
wykres warstwicowy RYS..

10.2.2 Gestosé stanéw w przypadku dwuwymiarowym

Musimy najsampierw zdefiniowaé gestosé stanéw, co bedzie istotnie inne niz w przypadku
jednowymiarowym, bo tam byl to po prostu jakobian (1 — d) zamiany zmiennych.

Aby umotywowacé definicje, Popatrzmy na wykres konturowy F(k) w otoczeniu minimum.
RYS.. Wida¢, ze warstwice sg topologicznie okregami, az do wartosci £ = 0. Ustawmy
srodek uktadu wspotrzednych wlasnie w minimum. Wprowadzmy teraz uktad wspotrzednych,
mozliwie podobny do uktadu zwyktych wspotrzednych biegunowych na ptaszczyznie; chodzi
nam o to, aby energia byta zmienng radialng — analogonem zwyktego promienia. Druga
zmienng bedzie jakis analogon zmiennej katowej. Widaé, ze mozemy tak zrobi¢, bo warstwice
E =const. sg topologicznie okregami. Te zmienna oznaczmy symbolem ¢. Ten obrazek
utrzymuje sie w calym przedziale energii od E,;, = —4t az do E = 0, chociaz im blizej
E =0, tym warstwice bardziej przypominaja kwadraty.

Mamy wiec zamiane zmiennych:

(k1, k2) < (E, 0); (200)

za chwile jawnie wypiszemy te zamiane zmiennych.

Zalozmy teraz, ze — tak jak uprzednio — obliczamy calke z jakiej$ funkeji f(k1, k2) po
calej strefie Brillouina B, ktora tu jest kwadratem: B = [—m, 7] X [—m, 71]. Zalozmy, ze f
zalezy wylacznie od E, wiec mozemy napisa¢ f(k1, ko) = F(E).

Naszym celem jest teraz wyliczenie calki po calej strefie Brillouina:

I://f(k:l,kz)dkldk:g.
B

Wyliczymy tu (a raczej: przeksztalcimy, bo jawne wyliczenia beda za chwile) najsampierw
calke po fragmencie strefy By, odpowiadajacej zakresowi energii od —4t od 0, a pozostalym
kawalkiem zajmiemy sie za chwile.

%)



Mamy wiec:

I://f(kl,kg)dkl dks
B

- [ 7o

gdzie By jest fragmentem strefy Brillouina By opisamym we wspolrzednych (E, @), zas

dE d¢, (201)

(K1, k»)
I(E, ¢)

jest jakobianem zamiany zmiennych (ky, ko) «— (E, ¢). Zapiszmy dalej caltke (201) jako
calke iterowana:

Elllax
’”“ = [ dEF(E)(B)

Emin

EIH&X
7= / dEJ—"(E dqs‘

gdzie oznaczyliSmy
O(ky, k)

(B, ) ; (202)

2
p(E) = | d¢‘
jest to poszukiwana przez nas gestosé¢ stanow.
Wzor (202) jest ogolng definicja gestosci standéw, w tych sytuacjach, gdzie dzialaja
poczynione zatozenia (tzn. mamy otoczenie minimum E(kq, ko) i mozemy w tym otoczeniu
wprowadzi¢ zmienne: energia + kat). Odlézmy na razie na bok kwestie, czy w ten sposob
mozna obliczy¢ gesto$é¢ stanéw w calej strefie Brillouina, a wro¢my do przypadku sieci
kwadratowej. Tu mamy szczegélne symetrie. Zauwazmy najsampierw, ze na brzegach
by, by, b3, by kwadratu o wierzchotkach: (0,+m) oraz (+m,0) mamy E = 0. Lacznie ze
znanymi wlasnoSciami symetrii funkcji cos, widzimy, ze na zbiorze [0, 7] x [0, 7] funkcja
E jest antysymetryczna wzgledem odbicia wzgledem brzegéw b;. To powoduje, ze gestosé
stanow p(E) jest symetryczna wzgledem zamiany £ — —E. Wystarczy wiec, ze wyliczymy
gestos¢ stanow jedynie dla F € [—4t, 0].

10.2.3 Gestosé stanoéw dla sieci kwadratowej — eliptysie
Wypiszmy og6lne wyrazenie na macierz Jacobiego:
Oky  Ok1
- & %] (209
OE  9¢

a do gestosci stanéw wejdzie wyznacznik tejze macierzy.
Skonkretyzujmy teraz zamiane zmiennych. Zmienna 'radialng’ bedzie energia E. Do
zdefiniowania ’kata’ ¢, zdefiniujmy najsampierw zmienne x, xs:

x1 =1/1—cosky, 1x9=1/1—cosks. (204)

Jako zmienna katowa ¢ bierzemy:
¢ = arctg (Iz) : (205)
I
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Widzimy, ze
ot(x? 422 —2) = E.
Oznaczmy:
=L
2t
Mamy wtedy:
E" = —(cos ky + cos kz).

Do znalezienia Jacobianu dogodnie bedzie wyrazi¢ ki, ke jako funkcje energii i kata.
(Mozna tez inaczej, ale tu postapimy w ten wlasnie sposob).
Najpierw zauwazmy, ze
22 1 —cosks

tg?p="2="— = 206

&9 22 1—cosk; (206)
skad

1 —cosky = tg2 ¢(1 — cosky);

i przeksztatcamy dalej:
—cosky =tg? ¢ — 1 —tg? pcosky — tg® ¢ cos ky + tg ¢ cos ko,

(—1 —tg®¢)cosky = tg? p — 1 — tg? p(cosk; + cosky) = tg ¢ — 1 + tg® o F'.

Zatem: ) )
1-tg"¢g  tg°¢ (—E)
1+tg?¢g  1+tg2¢
B cos? ¢ — sin® ¢ sin® ¢ ,
Ccos2p+sin®¢  cos2g +sin ¢

= cos? ¢ — sin® ¢ — E'sin? ¢

=1—(2+ E')sin® ¢.

cos kg =

Ostatecznie, aby nie zapomnieé, co liczylismy:
cosky =1 — (24 E')sin® . (207)

Mamy wiec zatatwione wyrazenie ky przez E', ¢. Robimy teraz podobny numer dla k. Z
(206) mamy:

1
2

1 —cosky = (1 —cos?ky) = (2 + E') cos® ¢,

tg
skad
cosk; =1 — (24 E') cos® . (208)
Teraz musimy policzy¢ sktadniki Jacobianu. Mamy, po kolei:

Oki  Oki  0O(coski)OF'
OE  O(cosk,) OFE OF

2 1 :
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analogicznie (darujemy tu juz sobie? bardziej szczegolowe reprodukowanie ponizszych
wynikow):

oky 1 1

OE 2—tsm CZS\/1 —cos? ky
0k 1
— = —2singcos (2 + B ) —————,
d¢p b cos ¢ ) V1 —cos? k;
Oko 1
—— = 42sin¢cosp(2 + B ) ——m—-—.
0¢ ¢ cos 9 )\/ 1 — cos? ks
Spojrzmy teraz na Jacobian:
1 2 1 /
Ok Ok1 5; Cos” g———— —2sin¢cos P2+ E)—Lt—
\/ cos k \/1—cos? k
|<]’:‘ % d/?; ‘: —szgb ! ! +281H¢COS¢<2+E,); -
OE ¢ \1- cos2 ko v/ 1—cos? kg

...wyltaczamy odpowiednie czynniki z wierszy i kolumn...

1 1
V1 —cos? k1 — cos? ks

1
= 2—t2 sin ¢ cos ¢(2 + E)

cos?¢p —1
sin¢ 1

A 7ze mamy:

\/1 —cos?ky = \/1 — (1= (24 E')cos? ¢)? = \/2(2+E’) cos?¢p — (24 E')?cos* ¢

= \/2+E’cosgz5\/2— (24 E")cos? ¢
\/1—cos?ky = \/2+E’cosgb\/2— (2 + E')sin® ¢

oraz

to razem
_ 1 sin ¢ cos ¢(2 + E')
ty/2 — (2 + E')sin ¢\/2 — (2 + E') cos? ¢ SN 9 cos $(2 + E)

1
 —2F' 4 (2 + E)?sin’ ¢ cos? ¢.

Dokonajmy teraz zamiany zmiennej: ¢ = %6; mamy przy tym (zaraz to zapotrzebujemy)
do = %d@. Mamy wiec jakobian:

1

I = : (209)
t \/ 2F" + 2+E 2 sin2 6
I teraz!!! Catkujemy go, aby dosta¢ gestosé¢ stanow:
2T w/4 m/2
p(B) = [ 1II(B.0)ds =8 [ 1J1(E,0)do = [ |J1(B.0)d0
1
do. (210)

w/2
a 2/0 \/—QE’ + LzE,)Q sin® 6

2Podobnie jak Al — bohater negatywny z Toy Story 2 — darowal sobie prysznic przed wyjazdem do
Tokio
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Doprowadzmy te catke do bardziej standardowej postaci. Wezmy zamiane zmiennych:
T:g—ﬁ oraz df = —dr

i mamy w zmiennej 7:

4 (/2 1 1
E):i/ 1\2 TZ*/ El2 2E'/2 dT
t Jo \/—2E’ + LJFE) cos? T tJo \/—QE’ + (2+4 L +4 ) sin? 7
/2 1
/ dr
i \/ EQ — (2+f/)2 sin® 7
w/2 1
E’2 / B dr
\/ — B+ \/1 y Y sin? 1
Przywotujac znane definicje!!! mamy wiec:
4 1
o(E)= m 211)
1—FE+
gdzie
2+ F 2+ F

\/4 1E L E2 2-F

za$ K (k) jest catkq eliptyczng drugiego rodzaju:

/2 d(p
K(k :/ ;
®) 1 — k2sin? @

E
przypomnijmy jeszcze, ze £’ jest przeskalowang energia: E' = 7.

Powyzszy wzorek (211) jest stuszny dla E’ € [—2,0]. Ale wzmiankowali$my uprzednio,
ze dla pozostatego zakresu E' tzn. E' € [0,2] mamy: p(E) = p(—FE).

Wykres gestosci stanéw mamy na RYS.. Zwré¢my uwage na nastepujace charakterystyczne
cechy p(FE).

e Zachowanie p(F) w poblizu granic dopuszczalnych wartosci E (tzn. E = +4t) nie
wykazuje osobliwosci; wartosé gestosci stanow p(£4t) jest skorniczona. Kontrastuje
to z sytuacja jednowymiarowa, gdzie p(E) rozbiegata sie przy zblizaniu sie do
wartosci granicznej E,, (rownej E,, = £2t w przypadku przeskokéw do najblizszych
sasiadow).

e Natomiast gestos¢ stanow w przypadku dwuwymiarowym jest rozbiezna w Srodku
pasma (dla E = 0. Rozbiezno$¢ ma charakter logarytmiczny, co wynika z zachowania
calki eliptycznej K (k) dla k bliskich 1.

o W przypadku przeskokow miedzy najblizszymi sgsiadami, catka wystepujaca w
wyrazeniu na gesto$¢ stanow dala sie obliczy¢ analitycznie (sprowadzila sie do catki
eliptycznej). Dla bardziej skomplikowanych sytuacji, catka ta na ogot analitycznie
nie da sie juz policzy¢. Ale mozna wykonaé¢ tu dokladne calkowanie numeryczne —
do wykonania mamy tu catke jednowymiarowa, ktoéra numerycznie liczy sie tatwo z
duza doktadnoscia.

e Ale kiedy mozna policzy¢ co§ analitycznie, to na ogdt warto to zrobi¢. Rozpatrzymy
jeszcze dwie sytuacje, gdy udaje sie policzy¢ analitycznie gestoS¢ stanow.
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10.3 Zwiekszenie komoérki elementarnej. Tworzenie pasm

Zajmiemy sie tu prostym przypadkiem z potencjatem, a konkretnie, dwuwymiarowa wersja
potencjatu Néela. Uprzednio wprowadzmy jednak pojecie sieci dwudzielnej (ang. bipartite).
Jest to taka sie¢, ze mozemy w niej wyrézni¢ dwie podsieci I i II o tej wlasnosci, ze kazdy
wezel typu I ma za sgsiadow wytacznie wezly typu Il i vice versa. Sie¢ kwadratowa jest
dwudzielna, RYS., takoz jest sie¢ sze$ciokatna, ktora zajmiemy sie niezadtugo. Nie jest
natomiast dwudzielna sie¢ trojkatna.

Na sieci kwadratowe]j okreslmy potencjatl w ten sposob, ze na weztach typu I potencjat
jest rowny zeru, za$ na weztach typu II jest on réowny U. Taki potencjal, procz nazwy
Néela, czasem nazywa sie tez typu szachownica (ang. checkerboard). (See again RYS..

Ham uktadu jednoczastkowego bedzie wiec wygladal nastepujaco:

—t dla R1 = Sl +1 s R2 = SQ
s ) —t dla R =5 , Ry=05y+1
He=9\ U dla R=S oraz R el (212)

0 dla pozostatych R, S.

10.3.1 Widmo energetyczne

Obliczymy teraz wartos$ci wtasne hamiltonianu. Zaktadamy, ze mamy periodyczne warunki
brzegowe w obu kierunkach, oraz ze ilos¢ weztow sieci w kazdym kierunku jest parzysta.

Przez analogie z przypadkiem jednowymiarowym bierzemy nastepujacy Ansatz na
wektory wlasne:

ik-s
(s) _ { xie dla sel (213)

Yk zoe®s dla s el

Jak poprzednio,
k-s= k/’lSl + ]{7282.

X1, To S parametrami, ktore wyznaczymy z warunku zgodnosci.
Zadziatajmy wiec Hamem (212) na wektor (213). Zacznijmy od podsieci I. Dostaniemy:

(Hu)® =>" HE v
Rl

— _tl,2<€i(kl(R1+1)+k2R2) + 6i(k1(3171)+k2R2) 4 ei(k1R1+k2(R2+1)) + ei(klRl+k2(R2*1)))

= 61(k1R1+k2R2)(_t5E2(elkl + e*l’kl + elk‘g + e—zk2)>
 tu(cos ky + cos ky)ei AR
= Fyvy = ByapelrRrtheRe) (214)

(dwie ostatnie rownosci maja by¢ spetniona, jesli vy ma by¢ wektorem whasnym).
Teraz niech R bedzie weztem podsieci I1. Analogiczne rachunki prowadza do réwnosci:

(Hu)® = =2tz (cos ky + cos ky) + Uty e'FrFrthzRz)

= Eyvx = FypqelFifitkaR) (215)

Zapisujac rownosci (214) i (215) nieco inaczej, otrzymamy, analogicznie jak to juz pare
razy dostawaliémy dla sytuacji w d = 1:

Ex —2t(cos ky + cos ko) x|
—2txq(cos ky + cos k») (Ex —U) T | 0 (216)
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Dla istnienia nietrywialnego rozwiazania ukladu (216) wyznacznik uktadu musi znikac,
co daje réwnanie
E} — UEy — 4t*(cos k1 + cos kq)? = 0. (217)

Rozwiazaniami tego ukladu sa:

1
Ey = 5 (U + \/U2 + 16¢%(cos k1 + cos k2)2> . (218)

Widaé¢, ze mamy przerwe energetyczng dla dowolnej niezerowej wartosci U.

Funkcja Fyx = E(k) jest — podobnie jak w przypadku jednowymiarowym — niejednoznaczna,
i — podobnie jak tam — mozna ja ujednoznaczni¢ przez poréwnanie z przypadkiem U = 0.
Dolne pasmo ma energie od energii minimalnej az do zera, zas gorne — od U az do energii
maksymalne;j.

10.3.2 Gestosé stanow

Wyznaczymy teraz gesto$¢ stanow. Wystarczy ja policzy¢ w dolnym pasmie. Gestosci dla
gornego i dolnego pasma sa symetryczne (przy zamianie argumentu —F na U + E).
Postepujemy bardzo podobnie, jak w przypadku bez potencjatu. Chcemy przejé¢ od
zmiennych "kartezjanskich’ kq, ko do 'biegunowych’ E, ¢, w jedna i druga strone ('w te i
we wte’).
Najsampierw, wprowadzamy zmienne x1, 25, ¢ (nie myli¢ z parametrami z1, x5 z poprzedniej

Subsubsection!):
1 =1/1—cosky, x9=1/1—cosko, (219)

i za ich pomoca definiujemy zmienna "katowa’ ¢:

¢ = arctg <i2) . (220)

1

Oznaczmy ponadto:

1 0A 1 2E8E-U
T=tgp, A=_—\/E(E-U), B=—r=——r-—— (221)
2t OF  2t9 [E(FE —U)
oraz
cp =cosky, ¢y = cosks. (222)
Latwo zobaczy¢ z (217), ze
A=c1+ e
Mamy:
T2 _ 1-— Co
1-— C1
i wyciggamy stad co:
Cy = 1—T2+T201
i wstawiamy do A, co daje:
a+1-T"+T%; =A
skad mamy:
S SR
a=17m +T2+1: cos” ¢ — cos 2¢. (223)
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Dalej, na ¢ mamy:
co=A—c; =A— Acos® ¢+ cos2¢p = Asin® ¢ + cos 2¢. (224)
Prawie juz mamy odwrocenie zamiany zmiennych:

ci = Acos? ¢ — cos20,
co = Asin® ¢ + cos 29,

i juz finalnie otrzymujemy szukane wyrazenie na odwrocenie zamiany zmiennych:

ki = arccos (Acos?* ¢ — cos29),
ko = arccos (A sin? ¢ + cos 2gz5) .

Przypomnijmy sobie ogdlne wyrazenie na jakobian (203). Liczymy po kolei wszystkie
elementy wyznacznika:

Ok, 1 %__#COSQ %——7BCOSQ¢
OE ~ \1- 4 0E 1—¢@  0F 1— ¢ '
Podobnie: ok 1
2 .2
= — Bsin® ¢
oF m
Dalej:
8k1 1 801 1 .
S — = (2—A)sin2¢
00 m o 1—c3
oraz Ok . 9 1
2 €2 _ (A —2)sin2¢

00 1-300 -

Mamy wiec dla Jacobianu:

Ok Oky — _Bcos®¢p — 11 (2 — A)sin2¢
J| = oF [ol) — - —C5 .
1] | % %—’f; — 1762B sin¢p — 11702 (A —2)sin2¢
1 1 .
= B(A — 2)sin 2¢. (225)
\/1 - \/1 —c3
Policzmy wyrazenie z pierwiastkiem:
1 1 B 1 B 1 1—c
VI-ady1-d Jal-a)l+a)l-m)l+e) (I-eVitavitell-o
1 sin ¢

(=TT oIt oo

Musimy jeszcze powylicza¢ dalsze kawatki:

1—cy= 1—Asin2¢—cos2¢—|—sin2¢:sin2¢(2_A);
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oraz
(14 ¢1)(1 4 ¢3) = (Asin® ¢ + 2 cos? ¢) (A cos? ¢ + 2sin? @)

= A?sin® ¢ cos® ¢ + 2A(sin® ¢ + cos® ¢) + 4sin® ¢ cos® ¢
1
=(1-A+ ZAz) sin? 2¢ + 2A.
Podstawiajac wszystko do wyrazenia na Jacobian otrzymamy:

2B

I = - (226)
V2A+ (1— A+ 142)sin?2¢
Pomanipulujmy nieco wyrazeniem PODPIERwiastkowym:
1 1 1
2A + (1 —A+1A2)sm22¢: 2A+1— A+ ZA2 —(1 —A+1A2)COSQ¢
1 \? 1N\
= <1+ 2A) — <1 — 2A> cos” 2¢
12 2 — A\?
=(1+2A4) |1— (% 29
(1 54) |1 () oo
Wprowadzajac teraz naturalny parametr:
2—-A
= — 22
"Taotra (227)

otrzymujemy wyrazenie na gestos¢ stanow:

2 w/4
p(E) = [ |Jldo =8 [ |J]do

Wprowadzamy zmienna:
1 w/4 1 r7/2
0=26 — db—-df, —> / ...dgb:—/ ..o
2 Jo 2 Jo
1 mamy:
8B /2 1 16B
E)=— 4 = — 2 K(x
B =10 Tal Vimare ~ agal
gdzie K (k) jest calka eliptyczna drugiego rodzaju, ktorej definicje przypomnielismy juz

wczesniej.
W powyzszych przeksztatceniach skorzystaliSmy tez z faktu, ze

cos(f) = sin(g —0)

Podsumujmy zatem, aby mie¢ wszystkie niezbedne symbole razem:

() = —5 2 K ), (228)

a wielkosci k, A, B oznaczaja: r jest dana ciut powyzej (227), zas

1 0A 1 28U
A= —\/E(FE-U), B=—-—fF=———7F——.
2t OE  2to [E(FE —U)
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10.4 Sieé szeSciokatna; widmo grafenu

Im wyzszy wymiar, tym (najczesciej) wiecej mozliwosci geometryczych. W dwoch wymiarach
rozpatrzymy teraz kolejny wazny przyktad — sieci szesciokgtnej (heksagonalnej). Rozpatrzmy
teraz widmo jednoczastkowe takiej sieci, a waznos¢ implikacji takiej postaci widma dla
zastosowan fragmentarycznie omowimy poznie;j.

Sie¢ heksagonalng RYS. mozemy rozpatrywac jako kwadratows, z odpowiednimi stalymi
sprzezenia RYS. Rozpatrzymy nieco ogolniejszy model z dwiema stalymi przeskoku t, ¢’
RYS., ilustracja tez na sieci kwadratowej RYS. aby moc przez ciaglosé przejsé do sieci
kwadratowej. Sie¢ szesciokatna otrzymujemy dla t' = 0, za$ sie¢ kwadratowa dla t = ¢'.

Mamy wiec dwa rodzaje wezlow: wezly typu A, z ktorego wiazanie ze staly t’ sterczy w
dot, oraz typu B — tu wigzanie ze staly t’ sterczy w gore. RYS.. Widzimy, ze we wszystkich
rzadkach poziomych mamy stala ¢, a w rzadkach pionowych stale t oraz t’ przeplataja sie.

Mamy wiec nastepujaca macierz Hama:

—t dla R1 == Sl + 1, R2 == SQ
—t dla RGA, R :Sl, Sy =Ry +1
Hy ={ —t' dla Re A, R, =05, Sy =Ry —1 (229)
—t dla ReB, R =85, Sy =Ry —1
—t' dla REB, Rlel, 52:R2+1

Ansatz na wektor wlasny wezmiemy analogicznie jak dla potencjatu Néela R—ta sktadowa

k—tego wektora jest:

; { zre®R dla ReA
k7 zge®*® dla ReB

Po podziataniu Ham’em o elementach macierzowych (229) na wektor o sktadowych (230)
otrzymamy wyrazenia nastepujaca rownosé¢ sktadowych wektoréw w réwnaniu na wartosci

(230)

wlasne:
Dla przypadku, gdy R € A:

R kR -1 r 1 k'R
(Hug)™ =€ —te] xp—tejxp —tesxp —t' €5 xp | = Exrae™™, (231)
L R U D

Dla przypadku, gdy R € B:

(Hu)® = ® R —teilay —texy —t ey —tey'wy | = Bxrge™®. (232)
L R U D
Powyzej oznaczylismy:
e =M, ey =etf2

Po ewidentnej zamianie €; + ;! = 2cosk; otrzymujemy macierzowa wersje warunkow
(231) i (232):

Ex —2tcosky — (teg +t'ey ") Ta |
[ —2tcosk; — (te;' +t'ey) Eyx g | 0 (233)

Ze standardowego warunku znikania wyznacznika uktadu rownan (233) otrzymamy:

0= E” — [4t? cos” by + 2t cos ku (tes + Fea + tey ' +1'e;") + (2 + t'ey” + t'e) + 1)
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= E? - {4752 cos? ky + 2t cos ki 2(t 4 ') cos kg + (12 + ") + 2tt' cos 21{:2] :

tzn.
E? = [4152 cos? ky + 4t(t +t') cos ky cos ky + 4tt' cos® ky + (1 + 1% — 2tt’)} : (234)

No to teraz, z wzoru (234) mamy:

e Dlat =t:
E), = 4t*(cos ky + cos ky)?

czyli to samo co dla sieci kwadratowej. (Oczywiscie trzeba powybiera¢ odpowiednie
galezie pierwiastka).

e Dla t' = 0:
Ef = t*[4cos ki (cos ky + cos kq) + 1] (235)

Przed wyciaganiem pierwiastka, warto sie zorientowad, jakie sg rodzaje punktow krytycznych
FE3. Funkcja do zbadania jest prosta (dobre é¢wiczenie np. na Analize I, p. tez Zadania) i
jako wynik mamy, na zbiorze [0, 27| x [0, 27] i potem periodycznie w obu kierunkach:

1. W narozach oraz w érodku, tzn. w punktach: (0,0), (0,27), (27,0), (27,27) oraz
(m,7) sa maksima; tam wartos¢ EE = 9.

2. Jest troche siodel: (m,0), (2,%), (3£,%), (0,7), (2m7), (5.%),(3,%), (,2m).

Wszedzie tam wartos¢ EZ wynosi 1.

3. T wreszcie w punktach (37,0), (4,0), (5,7),(3, ), (&,27),(%, 27), sa minima.
Tam warto$¢ E2 wynosi 0.

Widac¢ wiec, ze nie bedzie zadnych zabronionych wartosci energii, i widmo energetyczne
ma postac:

Ey = j:t\/4 cos ky(cos ki + cos k) + 1 (236)

Zastanoéwmy sie teraz, jak bedzie wygladato widmo Ey dla energii bliskich zeru? Oto6z
jesli mamy funkcje, wygladajaca lokalnie jak funkcja kwadratowa: f(x,y) = z* + y*
(wykresem jest paraboloida) i wyciagniemy z niej pierwiastek, to otrzymamy stozek. Tak
wiec lokalnie wyglada widmo E(kq, k2) w poblizu miniméw wymienionych powyzej.

Wida¢ to na RYS.; zamiesciliSmy tez wykres konturowy.

Taka zaleznos¢ Ey jest podobna do dyspersji bezmasowych czastek opisanych réwnaniem
Diraca.

Uktad, ktory z dobrym przyblizeniem jest opisany przez model czastek swobodnych na
sieci sze$ciokatnej, to grafen — pojedyncza warstwa grafitu. Fakt, ze widmo energetyczne
ma postac stozka, jest bardzo wazne dla zastosowan — stad np. wynika duze przewodnictwo
grafenu.

Waznosé potencjalnych zastosowan grafenu spowodowala intensywne badania nad
nim, zaréwno teoretyczne, jak i do$wiadczalne. Odkrywcy grafenu (Geim & Novoselov)
uhonorowani zostali nagroda Nobla z fizyki w r. 2010.
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10.5 Uklad wykazujacy przejsScie metal-izolator

Tutaj rozpatrzymy uktad na sieci kwadratowej, z potencjatem, ktory autor nazywa 'Néel
3’. Doktadniejsza nazwa bytaby 'potencjat ukosnej fazy wstegowej o okresie 3’, RYS. ale
dla krotkosci nazwiemy ja wlasnie Néel 3. Motywacja tej nazwy jest raczej naturalna —
podobienstwo do zwyktego potencjalu Néela, gdzie mamy ukos$ne rzedy weztow powtarzajace
sie z okresem 2.

Mamy wiec tu naturalne wyréznione trzy rodzaje weztow: I, 11, II1. Na weztach typu
IIT mamy potencjal U, na pozostatych zero.

Ham bedzie wiec dany as follows:

—t dlaR,S: d(R,S)=
Hy ={ U dlaRelll (237)
0 w pozostatych przypadkach.

Tutaj d(R, S) oznacza odleglosé 'sieciowy’, tzn. d(R,S) = 1, gdy R oraz S sg najblizszymi
sasiadami.

Ansatz na wektory wlasne dla Hama danego przez (237) wezmiemy przez analogie do
Ansatzu na wektory whasne dla potencjatu Néela (213), tyle ze o okresie 3. Wezmy wiec:

x1e™®s dla s el
ol = zpes dla s ell (238)
xr3e’®s dla s e Il

Zakladamy tez — jak zwykle w takich przypadkach — ze mamy sie¢ o rozmiarze 3n x 3n
oraz naktadamy periodyczne warunki brzegowe.

Dzialajac Hamem (237) na wektor (238), dostajemy, po kolei, dla weztow typu I, 11,
IT (p. RYS.):

1. Wezel I
(HUk)R = ZHRR’Ul((R)
R/
= eikAR —t xr3e ik t$26 —t ffge 2t ZToe —tk2 = Ekxleik'R;
—— ——
L R U D
2. Wezel II.
(HUk)R =R —t r1€ mih g 2336 t—1 3316 2 —txse —ika | Ekagzeik‘R;
N—— N—— ——
L R U D
3. Wezet III:
(Hu)® = e B | —tppe ™ —t 21e™ —t 29e™ —t 216" Uy | = Eyaze™ ™.
N—— H/—/ —— \_ .
L R U D
Przepisujemy powyzsze warunki w postaci uktadu réwnan:
Eic te™ + ) t(em™ 4 et2) o1
t(e—ikl +€ik2) Ek t(eikl +€—ik2> — T (239)
t(e*r +e ™) tlem* 4 ey B —U T3
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Standardowy warunek zerowania sie wyznacznika uktadu réwnan (239) daje rownanie na
Ekl
E} — UE} — 6t*(1 + cos(ky + k2)) Ex

+2t2U (1+cos (k1 +kg) ) +2t% (cos 3k1+cos 3kg) +6t° (cos(ky — 2k ) +cos(ky—2k;)) = 0. (240)

Aby zobaczyé¢ strukture pasm, nalezy z tego réwnania wywiklaé FEy, co prowadzi do
wzorow Cardano — wyglada, ze tym razem jest to nieuniknione, a nie nalezy sie spodziewaé
mozliwosci zaatakowania problemu od innej strony, tak jak to bylo w jednym wymiarze.

Zrezygnujemy tu ze Scistodci, poswiecajac ja dla pogladowosci, i wykreslimy numerycznie
energie jako funkcje quasipedu k.

Wynik okazuje sie by¢ zalezny od U. W badanym przez nas zakresie U, dla matych
U (od 0 do kilku t) dwa dolne pasma zawsze maja wspolna wartos¢ energii. Inaczej
jest z trzecim pasmem. Dla 0 < U < 2t, zbior wartosci energii jest spojny (jest jednym
odcinkiem). Dla U > 2t, jest on niesp6jny — sa dwa odcinki, tzn. sa dwa pasma energetyczne,
przedzielone przerwa. Ewolucje pasm mozna przesledzi¢ na RYS....

Mamy tu do czynienia ze zjawiskiem zwanym przejsciem metal-izolator (MIT).

10.6 Kagomiak jako przyklad flat-band dispersion

Jedna z dos¢ waznych sieci dwuwymiarowych jest sie¢ kagomé. Sie¢ ta jest zlozona z
trojkatow odpowiednio przemieszanych z szesciokatami RY'S. Bedziemy chcieli teraz policzy¢
dyspersje Fy na sieci kagomé.

Kazdg sie¢ periodyczna w d wymiarach mozna odpowiednio odwzorowaé na Z?. Robili$my
tak juz z siecig szeSciokatna. Uczynmy tak i z siecig kagomé. Najsampierw, aby sobie
troche utatwic¢ sprawe, wyr6znijmy na sieci trzy rodzaje weztow RYS.. Nastepnie, wezty
’kwadratowe’ powpychajmy do rzadka o jeden nizszego, pomiedzy wezty okragte ’biate’ i
‘czarne’. W ten sposob otrzymamy sie¢ kwadratowa o trzech rodzajach weztow i statych
przeskoku miedzy weztami jak na RYS..

Aby bylo trudniej o pomytke, wypiszmy polaczenia poszczegdlnych rodzajow weztow:

1. Wezel typu I

(R —1,Ry)  typu III
(Ri+1,Ry) typu II
(R1+2,Ry)  typu III
(Ri+1,Ry—1) typu II

R = (R, R») jest polaczony z

2. Wezel typu 1I:

(R —2,Ry+1) typu III
(Ri —1,Ry+1) typu I
(R —1,Ry)  typu 1
(Ri+1,Ry)  typu III

R = (R, R») jest polaczony z

3. Wezetl typu I1I:

(Ri —1,Rs)  typu II
(R1 —2,Ry) typu 1
(Ri1+1,Ry)  typu I
(Ri+2,Ry— 1) typu II

R = (R4, Rs) jest polaczony z
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Tak wiec dla poszczegolnych rodzajow weztéw mamy nastepujace wyrazenia na skltadowe
wektorow Huy:

1. Wezel typu I

H,Uk R = ¢ e—Zklx + elkl To + e?lklx + elkle—ZkaQ elk-R — EkxlezlcR
3 3

2. Wezel typu 11

vk) = —tle e x e "Me"y + ey + ey ) e = Eyage™
H R t 21k iko 3+ ik1 ika 4 ik1 4 ik1 5 ik-R E ik-R

3. Wezet typu 111:

HUk R — ¢ efzkle 4 672“42[1}1 + e’klxl + 622k1671k2I2 6zk-R — Ekl’ 6zk-R
3

Te 3 réwnania — jak to juz bylo wielokrotnie — zapiszemy w postaci uktadu réwnan:

F t(ehr + etkre=ikz) t(eih 4 eih2) 1
te~h1eik 4 ok By t(ethr 4 o2k gik2) Ty | =0 (241)
t(eikl + 6—’”{:2) t(e—’ik’l + 62’ik16—ik2) Ek T3

Aby mial on niezerowe rozwigzanie, musi znika¢ wyznacznik tego uktadu:
Otrzymujemy stad réwnanie na Fj:

E} — 2t (3 + cos ky + cos 3k; + cos(3k; — ks)) Ex

+4t (1 + cos(ky) + cos(3k;) + cos(3k; — ky)) =0 (242)

I teraz!! Nie trzeba siega¢ do wzoréw Cardano, aby je rozwiagza¢! Chwila zastanowienia
(albo program symboliczny) wystarczy, aby zorientowaé sie, jak wygladaja rozwiazania:

EY =21, (243)
El((l) =1 (—1 — \/3 + 2 cos ky + 2 cos 3k; + 2 cos(3k; — k2)> , (244)
E® =¢ (—1 - \/3 + 2 cos ka + 2 cos 3k; + 2 cos(3k; — kg)) , (245)

Mamy wiec trzy pasma, z ktorych jedno jest catkowicie bezdyspersyjne! (ptaskie — catkowicie
zdegenerowane; wszystkie stany nalezace do tego pasma maja taka sama energie).

10.7 Uklady z brzegami swobodnymi, lub innymi — numeryka
10.7.1 Kiedy trzeba wyj$é poza transformacje Fouriera

W calej Section 7, podstawowym narzedziem diagonalizacji hamiltonianu i uzyskiwania
informacji na temat widma byta dyskretna transformacja Fouriera. Jest to narzedzie nie do
przecenienia i widzieli$émy, jak wielr r6znych sytuacji mozna byto przeanalizowac¢ uzywajac
jednej tylko metody.

Nie ma jednakze jednego uniwersalnego narzedzia do kazdego problemu. W naszym
przypadku, aby zastosowa¢ transformacje Fouriera, trzeba byto natozyé periodyczne warunk:
brzegowe. W rzeczywistodci, rzadko mamy do czynienia z sytuacjami prowadzacymi do
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periodycznych warunkow brzegowych. Czestsza sytuacja sa np. warunki typu ’Sciana’
(nieskoriczony, badz bardzo duzy, potencjal na pierwszym i ostatnim wezle) lub 'otwarte’.

Uktady takie dadza sie przeanalizowa¢ $cisle, ale jest to znacznie trudniejsze niz
zastosowanie transformaty Fouriera. Powstaje wiec pytanie, czy optaca sie 'skorka za
wyprawke’, tzn. czy musimy wkladaé¢ znaczny wysilek, aby wyjs¢ poza transformate
Fouriera.

Odpowiedz zalezy od rodzaju problemu, z jakim mamy do czynienia. Jesli np. rozpatrujemy
spore uktady (umownie, kilkadziesiat weztow lub wiecej) oraz wtasnosci typu "bulk’ (tzn.
np. $rednia energie w przeliczeniu na jeden wezel) to naturalne wydaje sie przypuszczenie,
ze najistotniejsze jest to, co sie dzieje 'w $rodku’, a to co 'na brzegach’ ma znaczenie o wiele
mniejsze, i dlatego wtasnosci typu ’bulk’ nie powinny zaleze¢ od warunkow brzegowych. W
wielu przypadkach takie stwierdzenia mozna nawet przemieni¢ w twierdzenia i udowodni¢
(twierdzenia o istnieniu granicy termodynamiczne;j).

Na og6t znacznie trudniejsze, choé¢ czasem wykonalne, jest policzenie, jak sie zachowuje
uktad o duzych ale skoniczonych rozmiarach — doktadniej, na ile wlasnosci tego uktadu sa
rozne od wilasnosci ukladu nieskoniczonego. Jest to trescig teorii tzw. Finite Size Scaling.

Czasem jednak jeste$my zainteresowani innymi problemami, np. zjawiskami brzegowymi.
Wtedy juz transformaty Fouriera nie mozemy stosowac.

Inna sytuacja, to gdy mamy skonczony i dos¢ maty uktad, dla skonkretyzowania —
kropka kwantowa o rozmiarze kilku nm. Tu juz ’finite-size effects’ moga mieé¢ znaczenie, i
niejednokrotnie wtasnosci kropek kwantowych réznia sie znacznie od wtasnosci "bulk’.

W takich przypadkach trzeba siegna¢ po jakas dopelniajaca metode — taka uniwersalng
metoda jest Scista diagonalizacja macierzy hamiltonianu.

10.7.2 O metodach diagonalizacji stéw (prawie doslownie) kilka

7 numerycznego punktu widzenia, musimy obliczy¢ warto$ci wlasne i byé moze wektory
wlasne macierzy rzeczywistej symetrycznej — takie przypadki spotykalismy dotad, oraz
zespolonej hermitowskiej — to na wyrost, ale takie sytuacje tez sie spotyka.

Faktami, bardzo utatwiajgcym zardéwno teoretycznie, jak i numerycznie mie¢ do czynienia
z takimi macierzami, sa:

1. Wartosci wtasne operatorow hermitowskich sa rzeczywiste;
2. Uktad wektoréw wtasnych jest zupeiny, tzn. moga one tworzy¢ baze;
3. Wektory wtasne odpowiadajace roznym wartosciom wtasnym sa ortogonalne.

Obie sytuacje sa dobrze rozpracowane z punktu widzenia algorytmoéw i ich implementacji.
Dobre omoéwienie algorytmoéw mozna znalezé w [10].

Implementacje sa bardzo rozpowszechnione. Pierwsze z brzegu przyktady, to wzmiankowane
wyzej procedury Jacobiego oraz Hessenberga sa w [10] (odpowiednio jacobi oraz tred + tqli,
implementacje sa w Fortranach, C, C+-+); implementacje typu ’'black-box’ sa pakietach
Python’owych (numpy, scipy), w pakietach MatLab, Maple, Mathematica i wielu innych.

Naturalnym ograniczeniem tych procedur jest iloS¢ operacji potrzebna do znalezienia
widma. W powyzszych algorytmach jest ona proporcjonalna do N3 (N — rozmiar macierzy).
W praktyce, na standardowym PC mozna w rozsadnym czasie (kilkanascie minut do kilku
godzin) zdiagonalizowa¢ macierz 5000 x 5000. Mozna 'poj$¢’ powyzej tego rozmiaru, ale
juz niewiele.
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W tych procedurach uzyskuje sie cafe widmo i — jako opcje — wszystkie wektory
wtasne. Czesto nie jest potrzebne cale widmo — wystarczy kilka wartosci oraz wektorow
whasnych (np. gorny albo dolny fragment widma). Algorytm, ktory liczy tylko fragment
widma oraz (opcjonalnie) odpowiadajace mu wektory whasne, to metoda Lanczosa i jej
rozszerzenia. Pakiety implementujace metode Lanczosa sg mniej popularne niz te do Scistej
diagonalizacji z pelnym widmem oraz kompletem wektoréow wtasnych, ale jest ich sporo.
Jednym z nich to ARPACK (Fortran, C++), inny to ALPS — caly zestaw procedur do
Scistej diagonalizacji oraz mechaniki statystyczne;j.

10.7.3 Rysunki
d=1:

1. Lancuch z przeskokami do najblizszych sasiadow, o.b.c. i p.b.c — poréwnanie dla
roznych N

2. Lancuch
3. Lancuch z potencjatem o okresie 3, o.b.c.
4. PILA : Plaskodenka i nieptaskodenka
d=2:
1. Sie¢ kwadratowa, o.b.c. Generalnie: Sytuacja o wiele mniej wyrazista niz w d = 1
2. Néel, o.b.c.
3. Grafen?

4. Néel 31 MIT
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11 Lokalizacja Andersona

11.1 Geneza problemu. Sytuacja w wymiarach 11i 2 oraz 3

Wszystkie rozpatrywane przez nas do tej pory uktady miaty jedng wspolna ceche — byty
periodyczne. (Mam na mysli uktady sieciowe).

Badalismy ich ro6zne cechy, ale jedna z nich byta wspolna: Byta to rozcigglosé przestrzenna
funkeji falowej. Dokladniej, bylo to najlatwiej stwierdzi¢ w przypadku periodycznych
warunkow brzegowych, ale podobng sytuacje mamy tez w przypadku np. warunkéw brzegowych
otwartych. Dla warunkéw periodycznych, funkcjami wlasnymi sg funkcje trygonometryczne
o okresach od N do 1. Tak, jak je dotad otrzymywaliSmy, to sa to pierwiastki z jedynkz,
wiec trywiatem jest, ze — od 1 do N — moduly wszystkich sktadowych dowolnego wektora
wlasnego maja wartosé 1.

Sprobujmy problem nieco 'zdetrywializowac¢’, pamietajac, ze gdy mamy wektor wlasny,
sktadajacy sie z samych pierwiastkow z jedynki, dla uktadu z periodycznymi warunkami
brzegowymi, to jest on liniowg kombinacja fal biegnacych w lewo i w prawo. Gdy wezmiemy
taka liniowa kombinacje wektorow vy + vy_, to otrzymamy czysto rzeczywiste wektory,

o skladowych sktadajacych sie z samych cosinuséw (badz sinusow). Konkluzja jest taka
sama — dowolna funkcja wlasna rozciaga sie na caty uktad. RYS.

Bardzo podobna sytuacje mamy dla otwartych warunkoéw brzegowych. Tu poprzestaniemy
na ilustracji numerycznej RYS. dla kilku funkcji wlasnych.

A TYMCZASEM! Periodycznosé jest idealizacjg: w praktyce zadne uktady w przyrodzie
nie sg doktadnie periodyczne. Czasem periodyczno$¢ wyglada na dobre przyblizenie —
najczystsze substancje, jakie daje sie otrzymac, maja ok. 10 % zanieczyszczen.

Warto wiec sprawdzié, jak obecno$¢ zanieczyszczen (psujacych tez periodycznosé)
odbija sie na wlasnosciach funkcji wtasnych elektronéw w krysztale. Moze to by¢ wstep
do badania kolejnych wtasnosci zanieczyszczonych krysztatow.

11.1.1 Witret: Za jakie efekty odpowiedzialne sa domieszki

Okazuje sie, ze czasem obecno$¢ zanieczyszczen nie ma zasadniczego znaczenia, ale czasem
ma. Jednymi z (bardzo waznych) efektow, za obecnosé ktorych odpowiedzialne sa domieszki,

sa:

e nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe. Jeden z pierwszych zwiazkow, w ktorym
je odkryto, to Lay_,Ba,CuO,, x — stezenie domieszki (baru) — male (rzedu 0.15).
Nadprzewodnictwo istnieje w okreslonym zakresie stezen = (ok. 0.1 — 0.3).

e Utamkowy kwantowy efekt Halla. Kwantowy efekt Halla polega na kwantowaniu
opornosci Halla jako funkcji przytozonego pola magnetycznego. Poczatkowo obserwowano,
ze opornosé jest (w odpowiednich jednostkach) liczba catkowitq (IQHE), pozniej zas
okazalo sie, ze moze tez by¢ utamkowa (FQHE). Do wyjasnienia FQHE konieczne
jest uwzglednienie obecnosci nieporzgdku w probcee.

L] HytrzymalosC Wzmianka o wytrzymatosci czystego NaCl;

e Witasnodci transportu: Rozpraszanie i interferencja fal rozproszonych przez domieszki
moze mie¢ decydujacy wpltyw na np. przewodnictwo
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Trudno problem potraktowaé elementarnie, a przynajmniej z tym stopniem prostoty, z
jakim mozna bytlo to zrobi¢ przy badaniu uktadéw periodycznych. — mimo ze mamy model
czastek nieoddziatywujgcych.

11.1.2 Co zrobil Anderson

Pierwsze, pionierskie kroki w badaniu wplywu domieszek na wtasnosci funkcji falowych
zrobil Anderson [13], juz ponad pét wieku temu. Analizowal on model tej klasy, ktora
zajmowaliSmy sie w poprzedniej Section, a przykladowego Hama napiszemy za chwile,
w Subsec. 11.2. Jest to model sieciowy z potencjatem przypadkowo zmieniajacym sie od
wezta do wezta. Anderson pokazal, ze, w d = 1, przy niskich energiach, elektrony nie beda
dyfundowaé: Jesli poczatkowo funkcja falowa byta gdzie§ przestrzennie zlokalizowana, to
(z duzym prawdopodobieristwem) bedzie ona zlokalizowana dowolnie dtugo.

Zjawisko lokalizacji mozna rozpatrywac jako efekt wielokrotnych odbié na przypadkowo
roztozonych domieszkach. Okazuje sie, ze kroluje interferencja destruktywna i funkcja
wyktadniczo ’gasnie’ wraz z odlegtoscia.

Doktadniejsze sformutowanie, oraz nastepne wyniki, jest nastepujace ?77:

W modelu ciasnego wiazania, ktory rozwazal Anderson , ewolucja funkcji falowe ¢ na
sieci d—wymiarowej sieci Z¢ opisana jest przez réwnanie Schrodingera:

ihwp, = Hyy,

gdzie hamiltonian H jest dany przez

(H¢)(j) = E;9(j) + ;V(Ik —Jjho(k)

tu £ jest nieskorelowana zmienng przypadkowa, zas oddziatywanie V' (r) maleje z odlegtoscia
jak r=2 dla duzych r. Jako przyklad, mozna przyja¢, ze E(j) ma jednorodny rozklad w

[—W, W] oraz
L, |r|=1
V(Irl) = .
0, w innych przypadkach.

Zakladajac, ze dlat = 0, funkcja 1)y jest zlokalizowana woko6t poczatku uktadu wspotrzednych,
interesujemy sie, jak szybko dyfunduje rozklad prawdopodobienistwa |1/;|?. Analiza Andersona,
pokazuje,ze:

1. Jedli d jest rowny 1 lub 2 i dla dowolnego W, lub d = 3 oraz W/h jest dostatecznie
duzy, to dla dowolnego t funkcja falowa pozostaje zlokalizowana, tzn. zachodzi
oszacowanie

> ()Pl < €

nezd

jednostajnie w t. Zjawisko to zwane jest lokalizacjg Andersona.

2. jesli natomiast d > 3 oraz W/h jest maly, to

> le(m)lPInl = DV,

nezd

dla pewnej statej D, zwanej statq dyfuzji.
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Lokalizacja Andersona byta badana w rozny sposob: numerycznie, teoretycznie ( techniki
jakie stosowano to np. SUPERSYMETRIA), doswiadczalnie tez. Duzo jest jednak dalej
otwartych problemoéw, np. znalezienie oszacowan na stopien nieporzadku w trzech wymiarach,
powyzej ktorego nastepuje lokalizacja.

A wszystko to juz na poziomie czastek NIEODDZIALYWUJACYCH! Uwzglednienie
oddzialywan to kolejny, o wiele mniej zbadany szczebel...

11.2 Numerki — jak zobaczy¢ lokalizacje w d = 1

W tej Subsection zbadamy numerycznie prosty model sieciowy lokalizacji Andersona,
i prosty problem — lokalizacje funkcji falowych. Bedzie to model z rodzaju tych, jakie
badaliSmy w poprzedniej Section, tzn. czastki w zewnetrznym potencjale:

H,, = —t Z(czcj + c;-ci) + A Z Uini, (246)
(3,5) i

gdzie tym razem U; jest zmienng przypadkowq, przyjmujaca wartosci dyskretne: U; =
{=1,0, 1}, za$ A jest parametrem charakteryzujacym ’site’ nieporzadku.
Dla A =1, dla jakiego$ wylosowanego nieporzadku, wyniki przedstawiono na RYS..
Dla pordéwnania, pokazujemy tez odrobine inny setup i wyniki z prezentacji Riery [12].
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12 O modelu Hubbarda stéw kilka

12.1 Model Hubbarda — ogélne przedstawienie

Na pytanie zawarte w tytule tego rozdziatu mozna najkrécej odpowiedzieé: Jest to jeden z
najprostszych sieciowych modeli silnie skorelowanych elektronéw. Potrzeba jego wykorzystania
pojawia sie tam, gdzie zawodzi opis przy uzyciu przyblizenia elektronéw niezaleznych.
Przyblizenie to uwzglednia oddzialywanie elektronéw w sposob samouzgodniony (analogicznie
jak przyblizenie Hartree-Focka w fizyce atomowej lub czasteczkowej). Do opisu wielu
zjawisk taki model wystarcza. Istnieja jednak problemy, w ktoérych elektronéw nie mozna
traktowac jako czastek niezaleznych — nalezy do nich np. spora klasa przejs¢ metal-izolator

lub zjawisko ferromagnetyzmu. Uklady, do opisu ktorych nie wystarcza model czastek
niezaleznych sg to tzw. uktady silnie skorelowanych elektronow.

Model Hubbarda jest wtadnie jednym z z najprostszych sieciowych modeli silnie skorelowanych
elektronow, a jednoczesnie jednym z najwazniejszych modeli w fizyce ciata statego. Stwierdzenie
takie nosi nieuchronne pietno subiektywizmu. Mozna jednak podaé¢ bardziej wymierne
kryteria: jest to jeden z najczesciej badanych modeli. W archiwum elektronicznym cond-
mat w ciggu ostatnich lat ukazuje sie rocznie kilkadziesigt prac mu po$wieconych, zas
praca Hubbarda, w ktorej autor ten model wprowadzil, byta do dzi§ (maj 2013) cytowana
ponad 5000 razy.

Model zostal wprowadzony przez J. Hubbarda w r. 1963 [15] Gwoli sprawiedliwosci
historycznej, niezaleznie podobne modele sformutowali: Gutzwiller [16] i Kanamori [17].
Pierwotna motywacja wprowadzenia tegoz modelu byt opis ferromagnetyzmu metaliczne-
go (“itinerant”). Te wczesne proby nie zakonczyly sie powodzeniem — déwczesnie dostepne
metody analizy hamiltonianéw takich jak (278) byty malo skuteczne.

Po6zniej dostrzezono, ze model Hubbarda jest naturalnym ’Srodowiskiem’ do badania
innych zjawisk, takich jak:

e inne uporzadkowania magnetyczne (antyferromagnetyzm, ferrimagnetyzm, metamagnetyzm

)

e przejscia metal-izolator (Metal-Insulator Transition) [?]
e nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe |[?]

e kondensacja Bosego-Einsteina zimnych atoméw na ’sieci optycznej’ [?] (tu czastki —
atomy w putapce magnetycznej — nie sa fermionami a bozonami).

Wierzy sie, ze w ramach modelu Hubbarda mozna wyjasni¢ te zjawiska, ze model Hubbarda
jest najprostszym modelem, w ramach ktérego mozemy stojaca za nimi fizyke zrozumie¢
bez “wkladania rekami” tych efektéw w hamiltonian. (W wielu przypadkach nadzieje te
juz sie potwierdzily). Rola modelu Hubbarda jest wiec dla teorii silnie skorelowanych
elektronow rownie fundamentalna, jak modelu Isinga dla teorii przej$¢ fazowych: Oba
modele stanowia “archetypy”, “paradygmaty” dla odpowiednich dziedzin.

Model Hubbarda nie jest modelem fundamentalnym — przynajmniej w tym sensie, w
jakim mozna uwaza¢ za fundamentalne np. réwnanie Schrédingera albo Diraca: Rownania
te odgaduge sie albo postuluje, natomiast model Hubbarda sie wyprowadza. Wyprowadzenie
modelu Hubbarda z réwnania Schrodingera nastepuje przez szereg zatozen, etapow posrednich
i przyblizen, z ktérych najwazniejsze to: zalozenie o istnieniu periodycznej struktury
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krystalicznej; przyblizenie ciasnego wigzania; pominiecie calego szeregu catek w przyblizeniu
clasnego wigzania.

Jak wspomnieli$my, model Hubbarda jest jednym z najprostszych modeli opisujacych
uktad oddziatywujacych elektronéw wedrownych (itinerant) w krysztale (modelowanym
przez potencjal periodyczny). W hamiltonianie obecne jedynie dwa cztony: operator energii
kinetycznej, opisujacy ruch czastek swobodnych po sieci krystalicznej, oraz operator energii
oddzialywania tych czastek — majacy chyba najprostsza mozliwg postaé: czastki sie odpychaja,
gdy znajduja sie na jednym wezle, oraz nie oddzialywuja, gdy sa na réznych weztach.
Taka posta¢ oddzialywania mozna uwazaé¢ za skrajnie uproszczony opis ekranowanego
oddzialywania kulombowskiego.

Tu pokazal Hama; bedzie on pdzniej z bardziej szczegdélowymi objaSnieniami,
wiec szkoda przepisywal dwa razy to samo; ale pokazaé mozna.

Tak otrzymany hamiltonian jest drastycznie zredukowany w poréwnaniu z rzeczywistos$cia
i w zwiazku z tym na ogoél nie oczekuje sie, ze model Hubbarda bedzie dawat ilosciowy
opis faktow eksperymentalnych: przy wyprowadzaniu z réwnania Schrédingera czyni sie
zbyt wiele upraszczajacych zalozen. Uzasadnione sg jednak nadzieje, ze badanie modelu
Hubbarda przyniesie chociaz jakosciowe zrozumienie wielu zjawisk z zakresu fizyki silnie
skorelowanych elektronow.

Moze si6w parg o zasadzie uniwersalno$ci

12.2 Opis ukladéw wielu fermionéw: Fermiony o spinie 0
12.2.1 Przestrzen Hilberta dla ukladéw jednoczastkowych

Dotad analizowaliSmy hamiltoniany jednoczgstkowe. Do ich analizy wystarczyta przestrzen
Hilberta stanow takiego uktadu, a byta to przestrzen N— wymiarowa, gdzie N byto liczba
wezlow. Gdy mieliSmy tu M czastek, to poprzestaliSmy na wzmiance, ze stan uktadu jest
antysymetryzowanym iloczynem M dowolnych réznych funkcji jednoczastkowych.

Teraz, chcac jawnie uwzgledni¢ oddzialywania, musimy najsampierw dobrze zdefiniowaé
przestrzen Hilberta stanéw takich uktadow.

Zacznijmy od przypomnienia definicji przestrzeni Hilberta stan6w uktadu jednoczastkowego,
gdzie mamy N weztéw. Niech A bedzie zbiorem N wezlow. Kazdg funkcje falowa ¢ jedne;j
czgstki na A mozemy zapisac¢ jako

o ={pi} = (i), i€A (247)

Sktadowe ; sa na ogot zespolone: ¢; € C. Tak wiec zbior wszystkich funkeji falowych ¢
tworzy przestrzen wektorowa H():

HW = CN = 2(A;C)

Naturalng baza w takiej przestrzeni jest baza zlozona z funkcji x;, ¢« = 1...N; funkcja
Xi to taka, ze mamy czastke na i—tym wezle (funkcja charakterystyczna i—tego wezta’).
Inna baza to baza ztozona z wektorow, ktorych sktadowymi sa kolejne potegi pierwiastkow
N —tego stopnia z jedynki. Fizycznie sa to fale ptaskie.
Zgodnie z zasada superpozycji mozna z funkceji y; zbudowaé dowolna funkcje jednoczastkowa,
czyli zapisa¢ (247) jako:

N
© = PiXi
=1
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Gwoli formalnoéci, iloczyn skalarny (,) w H®) jest
N
i=1

Dowolny operator jednoczastkowy A (mieliSmy do czynienia z hamiltonianem, ale analogicznie
jest z innymi obserwablami) to samosprzezony operator A : H) — HW),

Jako kanoniczny przyktad takiego operatora jednoczastkowego mozna wziaé¢ operator
przeskoku (tzn. tunelowania elektronu pomiedzy weztami). Dany jest on przez symetryczna
rzeczywista macierz T, o skladowych [t;;]. Sieciowe réwnanie Schrodingera dla elektronu

na sieci ma wiec postac:
k k
Sty = eyl
J

— zapis we wspoltrzednych; 4, j sa to indeksy sieciowe, za$ k jest numerem energii wlasnej
i funkcji wlasnej, tak wiec ¢®*) = {@Dj(k)}. Mozna tez zapisa¢ w postaci ’coordinate free’

Ty®) = k)

Takich macierzy diagonalizowalismy juz bardzo wiele.

12.2.2 Uklady wieloczastkowe — opis przez iloczyny funkcji jednoczastkowych

To teraz wreszcie musimy przystapi¢ do opisu uktadéw wieloczastkowych.

Rozpatrzmy najsampierw uktady dwuczastkowe.

Na pierwszy rzut oka, wydawatoby sie, ze skoro mamy dwie identyczne czastki na tym
samym obiekcie (grafie A), to przestrzenig stanow uktadu dwuczastkowego powinien by¢
iloczyn tensorowy H®M @ HW. Ale myslac tak, przeoczamy pewien fakt, a mianowicie,
ze dla uktadu fermionow, funkcja falowa musi by¢ antysymetryczna. Bardziej konkretnie:
Mamy dwuczastkowa funkcje falowa 1® = (i, 14,) (zalézmy, ze jestesmy w opisie poto-
zeniowym, wiec i, jest polozeniem pierwszej czastki, a is drugiej). Taka dowolna funkcja
falowa musi zmienia¢ znak przy zamianie argumentow:

Y(ir,d2) = —(in, iz).

Przestrzenia stanow nie jest wiec cata przestrzen H(Y @ H, a jej podprzestrzen, ztozona
z funkcji antysymetrycznych. Oznaczmy ja H(AQ):

HY = AHD @ HW). (248)

tu A oznacza antysymetryzacje.
Baze w takiej przestrzeni tworza (antysymetryczne) funkcje x;;:

xi(1)  xi(2)
xi(1) x;(2)

ostatnia posta¢ to znany byé¢ moze Czytelnikowi z kursu fizyki atomowej wyznacznik
Slatera.

Uwaga. Widaé¢ ze gdy w powyzszej funkcji wstawic¢ ¢ = j, to automatycznie otrzyma
sie zero. Jest to odbiciem zakazu Pauliego® mowigcego, iz w jednym stanie kwantowym
moze sie znajdowac¢ co najwyzej jeden fermion.

, 1<i<j<N. (249)

(1,2) = G (@) - G = |

3Nie myli¢ z efektem Pauliego; jesli ktos ze stuchaczy nie styszal, to prowadzacy chetnie te anegdote
opowie
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Z drugiej strony, Czytelnik, obznajomiony choé¢ troche z algebra tensorows i/lub
geometrig rozniczkowa, od razu rozpozna tutaj przestrzen 2-form. Jest to przejaw tego,
ze te same struktury wystepuja w wielu ré6znych miejscach...

7 postaci powyzszej bazy, wida¢ od razu, ze

dimHY = (g)

Dowolng funkcje falowa uktadu dwuczastkowego mozna przedstawic¢ jako kombinacje liniowa:

¢(172) = Z a’inij(LQ)'

1<i<j<N

Teraz jest jasne, jak bedzie wygladata konstrukcja przestrzeni stanéw dla uktadu £
fermionow (k < N). Funkcja falowa musi by¢ antysymetryczna wzgledem przestawien
dowolnych dwu sposréd k czastek. Baze w przestrzeni H(f) takich funkcji:

beda stanowi¢ wyznaczniki ztozone z k funkcji jednoczastkowych:

i1(1) 11(2) ... d1(k)
oo (1,2, k) = | 20 202 2R) | i<y i< N (251)
(1) ir(2) ... (k)
Dowolna k—czastkowa funkcja falowa ma postaé
1/)(17 2,... >k) = Z ailig...ikXil,iz,...,ik(17 2,..., k)v

1< <ig - <ip <N

za$ wymiar k—czastkowej przestrzeni Hilberta wynosi

dime) = <JIX> .

Kto migl do czynienia z formami, to na pewno zobaczy, ze H(:) to przestrzen (algebraicznych)
k—form na przestrzeni N —wymiarowej.

12.2.3 Uklady wieloczastkowe — opis przez operatory kreacji i anihilacji

Czytelnik o inklinacjach purystycznych moze odczu¢ niesmak przy czytaniu powyzszej
Subsubsection. Powod jest nastepujacy: Piszac k— czastkowsg funkcje falowa, rozrdznialismy
w zapisie czqstki — pisaliSmy bowiem v¥(1,2,..., k). Tymczasem wiadomo, ze fermiony (i
bozony) sa nierozroznialne. Czy mozna te nierozroznialno$é zapewni¢ juz na poziomie
zapisu funkcji falowej?

Okazuje sie, ze tak, i zobaczymy teraz, w jaki spos6b mozna to zrobié.

Zdefiniujemy mianowicie przestrzen Hilberta dla problemoéw wielofermionowych, uzy-
wajac formalizmu operatoréw kreacji i anihilacji. Z kazdym weztem sieci i € A stowa-
rzyszmy operator fermionowy a;. Jak ze wszystkimi operatorami, dla kazdego z tych
operatorow mozna braé¢ sprzezenia, mozna tez bra¢ ich kombinacje liniowe (ze wspotezyn-
nikami, na ogol, zespolonymi), mozna wreszcie braé¢ iloczyny, otrzymujac w ten sposob
inne operatory.

77



T

Zadamy, aby operatory a; oraz ich sprzezenia a) (zwane operatorami kreacji) spetnialy

relacje antykomutacyi:

{GI, Clj} = 5ij7 (252)
oraz
{al,al} = 0= {ai,a;} (253)

dla wszystkich i, 7 € A. Powyzsze nawiasy klamrowe oznaczaja antykomutator: Dla ope-
ratorow A, B definiujemy go jako

{A,B} = AB + BA

Zauwazmy, ze z (253) wynika, ze (a;)2 = 0 = (a})? dla dowolnego i.

Interpretacja fizyczna operatorow a; oraz a, jest nastepujaca: Operatory a; s operatorami
anthilacyi czastki na wezle 7, za$ azT sa operatorami kreacji. Odpowiedni operator liczby
czastek to:

n; = CLI(ZZ’.

Z wtlasnosci (253) przekonujemy sie, ze operatory liczby czastek na roznych weztach
komutujq.
Ponadto n; spelnia:

n? = ajal-aj»ai = ai(l — alai)ai = alai — alajaiai = aiai =n,,
(wykorzystywalismy tu wlasnosci antykomutacji (252) i (253)), ktora to rowno$¢ mozemy
przepisaé jako

n? —n; =ni(n; — 1) =0,

tak wiec operator n; ma dwie wartosci wlasne: jeden oraz zero. Widzimy wiec, ze mamy
spetiony zakaz Pauliego.

Uzywajac tych operatoréw, skonstruujemy teraz wieloelektronowsg przestrzeri Hilberta.
Zaczniemy od pojedynczego wektora prozni ®y.., ktory nie zawiera zadnych czastek.
Innymi stowy, ®,,. jest anihilowany przez dowolny operator anihilacji:

a;Pyae =0 dla dowolnego i € A. (254)
Zdefiniujmy teraz stan k—czastkowy jako:

Dy i =alal . al D, gdzie 1<i <dp <o <ip <N (255)
Zwroémy uwage, ze wszystkie wezty 1,19, . .., 1 musza by¢ rozne, poniewaz gdyby ktores
dwa bylyby takie same, to prawa strona rownosci (255) bylaby réwna zeru z uwagi na
pierwsza rownosé¢ (253).

Stan (255) interpretujemy jako odpowiadajacy czastkom zlokalizowanym na weztach
11,12, ...,1g. Zwroémy uwage, ze tu czastek nie numerujemy — okreslamy jedynie ich ilo$¢
— wiec ten sposOb opisu zapewnia automatycznie nierozréznialnosé czastek. Natomiast
antysymetria funkcji falowej przejawia sie w inny sposob: Ot6z operatory po prawej
stronie (255) antykomutujg. Przy zadanych iy,1s, ..., 4 musimy wiec utozsami¢ stany
odpowiadajace wszystkim mozliwym ustawieniom operatorow kreacji (jest ich k!) po
prawej stronie rownosci w (255). Dany wiec stan k—czastkowy mozemy wiec zapisa¢ na
k! sposobow, odpowiadajacych wszystkim mozliwym permutacjom operatoréw kreacji.

Mamy wiec np.

aTaT‘(I)vac = _a;azq)vac
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Tak wiec zapisujemy stan k—czastkowy przez zadzialanie wszystkich mozliwych k!
ustawien operatoréw kreacji na stan prozni.

Dalej, cala przestrzenn Hilberta stanow wszystkich mozliwych stanéw k—czastkowych
H®) jest tworzona przez wszystkie k—elementowe podzbiory wszystkich N operatorow

kreacji. Wida¢ stad, ze
dim H*) = <]]::[>

zgodnie z tym, co otrzymaliémy uprzednio.

Na zakonczenie tej Subsection poczynmy jeszcze uwage odnosnie natury rozwazanych
tu czastek, tzn. fermionéw bezspinowych. Mowienie o fermionach bezspinowych moze wiec
wydawac sie bez sensu, co — nieco tylko inaczej sformulowane — wywotuje jednoznaczne
skojarzenia * w $wietle zwigzku spinu ze statystyka, zapodajacym, ze fermiony maja
spin poléwkowy, zas spin zero jako zywo poléwkowy nie jest. Ale rozwazanie fermionéw
bezspinowych jest jednak z sensem. Mianowicie:

e Przy rozwazaniu tancuchow spinowych, w okreslonych przypadkach wykonuje sie
tzw. transformacje Jordana- Wignera, po dokonaniu ktorej zmienne spinowe przechodza
w bezspinowe operatory fermionowe.

e Dla fermionéw ze spinem np. %, mozna rozwaza¢ podprzestrzen zawierajaca tylko
czastki o jednakowym spinie (np. 'w gore’). We wszystkich zwiazkach antykomutacyjnych
mozna wtedy pomijaé¢ spin i otrzymujemy doktadnie te zwigzki antykomutacyjne co
w tej Subsection, tzn. dla fermion6w bezspinowych.

12.3 Uktady wielu fermionéw o spinie %

Duzo sposrod rzeczy przedstawionych ponizej (aspekty matematyczne uktadow wieloczastkowych
0 spinie %, oraz dotyczacych ferromagnetyzmu plaskodennego) sg przytoczone za praca
|20].

12.3.1 Opis przez operatory kreacji i anihilacji

Zaprezentowane w poprzedniej Subsection rozwazania dotyczace przestrzeni stanow i
funkcji falowych uktadow wieloelektronowych byly wazne, ale nie uwzgledniaty faktu,
ze elektron ma spin potowkowy i ten fakt jest odpowiedzialny za wiele efektow, ktore nie
moga by¢ opisane w ramach modelu fermion6w bezspinowych. ('Teoria powinna by¢ tak
prosta, jak to tylko mozliwe — ale nie prostsza’ (A. Einstein)). Poprzednia Subsection byla
jednak dobra rozgrzewka, a ponadto w naturalny sposéb mozna postepowanie stamtad
rozszerzy¢ na przypadek fermionéw ze spinem.

Nie bedziemy powtarza¢ konstrukeji z poprzedniej Subsection — wygladaja bardzo
podobnie w obu przypadkach — ale wyszczegélnimy roznice pomiedzy obydwoma przy-
padkami.

Podobnie pominiemy pierwszy sposéb postepowania z Subsubsec. 12.2.2, a skupimy
sie na drugim sposobie z 12.2.3.

1. Spin kazdej czastki bedziemy oznacza¢ dodatkowym indeksem, na ogoél o. Moze
przyjmowaé wartosci j:%; bedziemy te dwie sytuacje oznaczali: T lub |.

4Vide rysunek A. Mleczki z r. 1981: ’Obywatelu! Nie pieprz bez sensu’
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2. Operatory kreacji i anihilacji czastki o spinie o na wezle 7 oznaczymy: ¢; , oraz ¢;
odpowiednio.
3. Analogony relacji antykomutacji (252) oraz (253) sg
{clor i} = 0500 (256)
oraz
{62.70'7 C},n} =0= {Ci,U’ Cj,n} (257)

dla dowolnych ¢, j € A oraz dowolnych o, n. Zwiazki te implikuja w szczegolnosci, ze

(cl,)? =0, (o) =0.

4. Operator liczby czastek o spinie o na wezle ¢ to

Tlivg = C;{UCLU.
Operatory o réznych indeksach (zaréwno spinowym, jak potozeniowym) komutujg
ze soba. Analogicznie jak poprzednio pokazujemy, ze n; , ma dwie wartoSci wlasne:
0 oraz 1. W odro6znieniu od czastek bezspinowych, mozemy tu zdefiniowaé operator
catkowitej liczby czastek na wezle ¢ jako

Ny = Ngq + ng,|- (258)

Tak wiec przestrzen stanéw na jednym wezle jest czterowymiarowa, a baze tej
przestrzeni tworza stany: [0), | T),] ), ] T1).

5. Préznia &, jest stanem bez jakichkolwiek czastek, co jest reprezentowane jako

CioPyac = 0 dla dowolnych 7€ Ao =T, .

6. Dla dowolnego 0 < k < 2N ,(Uwaga: Uprzednio bylo: 0 < k < N) stan k— czastkowy
definiujemy jako
d = el el Do (259)

11,01312,02;,0k,0k 11,01 ~12,02 * M, Ok
Tutaj wymaganiem jest, aby wszystkie dwuindeksy {i;,0;} byly rozne. Natomiast
jesli spotkaja sie dwa dwuindeksy o takich samych sktadowych potozeniowych, to
sktadowe spinowe musza by¢ rézne.

7. Utozsamiamy wszystkie stany rézniace sie kolejnodcig operatorow kreacji w (259),
pamietajac o znaku permutacji. Zasada Pauliego méwi tu to samo co uprzednio,
ze w danym stanie kwantowym nie moze przebywqgc naraz wiecej niz jeden fermion,
tyle ze stan jest tu okredlany przez potozenie oraz spin.

RYS. — przyktad elementu bazy uktadu wieloczgstkowego, w ktorym wystepuja wszystkie
stany jednoweztowe: pusty, 'up’, ’”down’ i 'up-and-down’.
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12.3.2 Przestrzen Hilberta i jej struktura dla fermionéw o spinie poléwkowym
a CrAnOp’s

W poprzedniej Subsection wprowadziliémy najsampierw algebre operatoréow kreacji i anihilacji,
a nastepnie zdefiniowaliémy przestrzen Hilberta przez dzialanie (reprezentacji tej) algebry

na pojedynczy stan prézni. Znowu jednak, autor podejrzewa mozliwoéé¢ dyskomfortu
estetycznego u co poniektorych Czytelnikow (i Czytelnic? Czytelniczek?) spowodowanego
tym, ze aby méwi¢ o operatorach, nalezy najsampierw wprowadzi¢ przestrzen, na ktorej
one dziataja. Tak wiec wprowadzimy tu explicite przestrzeri Hilberta oraz dziatajace w
niej operatory.

Niech A = A x {1, |} bedzie przestrzenia konfiguracyjna pojedynczego elektronu.
Bedziemy oznaczali jej elementy jako wu;, tak wiec A 3 w; = {i,0;}, gdzie i € A,
o =1, |. Przestrzen Hilberta stanow pojedynczego elektronu H) = [(A;C). Dla n =
0,1,2,...,2N definiujemy n—czastkowe przestrzenie Hilberta H(™ przez:

HO — ¢, (260)
HD = 2(A;C) (261)
oraz ~ ~ A
H® = P_12(A;C) @ (R, C) ® - ® 2(A; C) (262)
n razy

gdzie P_ jest operatorem rzutu na podprzestrzen funkeji catkowicie antysymetrycznych,
tzn. takich, ze zmieniajg znak, gdy sie zamieni dowolne dwa ich argumenty. Explicite,

mamy
1
P_th(ur, ug, ..., up) = nl (‘Usgn(ﬁ)@b(ﬁ(ul)a m(uz), ... m(un)) (263)
: ﬂ'GSn
(zaktadam, ze Czytelnik wie, co to jest znak permutacji).
Teraz! Bedziemy definiowaé¢ operatory kreacji i anihilacji. Zacznijmy od operatora c,.

Dla ¢ € H(©, definiujemy
¢, =0 dla kazdego  u.
Dla ¢ € H™, gdzie n > 1, definiujemy

(Cu¢)(ul7 Uz, ... aunfl) - ﬁ¢(u7 Uy, U, ... 7un71)7 (264)

gdzie c,00 € H™ Y. Teraz operator sprzezony cl: Na przestrzeni H™, gdzie n > 1,
operator ¢! dziala nastepujaco:

n+1
(chp)(uy, ug, . .. Unyy) = V0 + 1 Z(—l)féu,ujw(ul,ug, e U1 Uty e s Upy1),  (26D)
=1
tak wiec cf i € HHD,
Dla ¢ € H?N), kladziemy

clp =0 dlakazdego .

Naturalnie jest rozwazaé¢ operatory c, : H™ — H"™Y oraz c¢f : H™ — HTFD jako

dziatajace na przestrzeni Focka
2N

F=@H™. (266)

n=0
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Wreszcie, wezmy 1 jako stan bazowy przestrzeni H(®) = C i utozsamijmy go z ®yac. Wtedy,
nietrudno sprawdzi¢, ze stany (259) tworza baze w przestrzeni HNe),

Zrobmy jakas probke rachunkéw, aby zobaczy¢, ’jak to dziata’. Niech &, = 1 i
obliczmy f = ¢ ®.,. oraz g = ¢l f = ¢l ¢l ®yae. Z wzoru (265) mamy:

flur) = (1) (ur) = Gy
Dla g = g(uq, u2) bedziemy mieli:

g(ur,ug) = (ch,f)(ur, up)

L G [ (12) — b (1))

- %

= = 5w u1511 ug 5111 u25’UU1 .
\/5(, , u200,u1)

Zauwazmy, ze stan g jest antysymetryczny wzgledem zamiany nazw dwu czastek.
Ogolnie, dla stanu n—czastkowego bedziemy mieli

5’01,71«1 5’02#1 et 5Un,U«1
1 5”1,“2 5”2»“2 e 6vnyu2

(cl el ooel @uac) (ur, ug, ... uy) = Tl A : (267)
57}117/% 57)27“71 te 6”-’717“71,

ktory to stan zwyczajowo zwany jest wyznacznikiem Slatera.

12.3.3 Notacja bez wspélrzednych — rachunki na liniowych kombinacjach
CrAnOp’6w

Notacja, ktorg oméwimy ponizej, utatwia troche standardowe rachunki z udzialem operatorow
kreacji i anihilacji.
Dla danego stanu jednoelektronowego ¢ = {¢; }ien € HY zdefiniujmy

Che) = ticl,,  Colp) = dici, (268)

1€EA LISHN

Szybki rachunek pokazuje, ze spelniaja one uogolnione relacje antykomutacji:

{Col@), CL W)} = G0 (0. ), (269)

oraz

{Colp), Cor ()} = 0= {Cl (), CL (1)} (270)

dla dowolnych ¢, € H" oraz 0,0’ € {1,]}.
FLatwo sprawdzi¢, ze (270) implikuje:

(Cl)" = 0= (Ca(p))?

dla dowolnych ¢ € H" i dowolnego o.
Mamy dalej nastepujacy
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Lemat 1. (Liniowa niezaleznoé¢ a iloczyny operatoréw kreacji). Niech {o™M), @) ... o™}
beda dowolnymi stanami z H(". Wtedy stan

CHeMCI (@) ... CL(p™) Do € H™, (271)

zwany zwyczajowo wyznacznikiem Slatera, nie znika wtedy i tylko wtedy, gdy {1, 0@ ... o™}
sa liniowo niezalezne.
Dow. Niech O oznacza operator stojacy z lewej strony (271), tzn.

O = CleM)CI (@) ... Cl (™).

Zatozmy, 7e powyzsze n stanow {oM), 0@ ™} jest liniowo zaleznych. Wtedy mozemy
wyrazi¢ jeden z nich jako liniowa kombinacje pozostatych, np:

oV =3 a0
j=2

dla pewnych wspolczynnikow «; € C, istad mamy dla operatoréw kreacji stowarzyszonych
7 tymi stanami:

Che™) =" a;Cl(p") (272)
=2

Tak wigc iloczyn (271) znika, poniewaz po wstawieniu (272) do (271) w kazdym sktadniku
N2
sumy pojawia sie kwadrat jakiego$ operatora kreacji: (C’l(gp(”» , a on jest rowny zeru.
Przyjmijmy wiec teraz, ze powyzsze n stanoéw jest liniowo niezaleznych, i pokazemy,
ze O®,. nie znika. Policzymy kwadrat normy tego stanu:

HO(I)VMHQ = <(I)va07 OTO(I)vac>

= (Puae, Cor (0™ Co (0D) L Co (@M CE (M CL () L. CE (™) )
= Y (1= (W, oY —CT (oI O (D) . (™), o) —CF (o™ O, (™))

TeSh

= Y (1) () HE@Dy () )y (273)

TESR

gdzie S, oznacza grupe permutacji zbioru n—elementowego, mamy wiec

7T<1 2kn>

S\ (1) w2) ... w(k) ... w(n)

i we wzorze (273) mamy sumowanie po wszystkich n! permutacjach z S,; sgn(7) oznacza
parzystos¢ permutacji 7.

Skad sie bierze obecnosé wszystkich uporzadkowan i grupy permutacji? Otéz przypomnijmy
sobie, ze do generacji stanu wchodza wszystkie mozliwe uporzadkowania operatoréow kreacji
dziatajacych na proznie.

Przy przejsciu zas od drugiej do trzeciej linijki, przerzucamy wszystkie operatory
anihilacji z lewa na prawo, korzystajac za kazdym przerzutem z regut antykomutacji (269)
i (273). Pamietajmy dalej, ze dowolny operator anihilacji w dzialaniu na préznie daje zero.
Pozostana wiec po wszystkich zadzialaniach na préznie jedynie iloczyny skalarne, tzn.te
wyrazy co sa po prawej stronie (273).
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Bo: Przyjrzyjmy sie, jak to dziata dla n = 1. Mamy:

Co (™) CT (W) = (™), 1) — CL ()T, (™)

co, w zadziataniu na proznie, da sam iloczyn skalarny (p(®), (1)),
A teraz dla n = 2. Mamy:

Co(p™)Ca (¢ CH™)CE (™) = Co (0™ (), ™) = CL™)Co () CE (™)

= (¢, ™)y — CI (™) C, (1)) Cor (™) T (™)
(@, ™) = CE (™) Co (™)) (™), ™) = CT (™) Co (™))

Po zadzialaniu na stan prézni zostang znéw same czlony z iloczynami skalarnymi.
Teraz! W prawej stronie (273) rozpoznajemy wyznacznik macierzy G, utworzonej z
iloczynow skalarnych wektorow ¢, tzn. element G i tej macierzy jest:

Gj = (7, ™)

a jest to — jak moze Czytelnik pamieta z algebry — macierz Grama iloczynéw skalarnych.

No i jesli przypomnie¢ sobie, 7e wyznacznik macierzy Grama uktadu wektorow {o™M, ) ..

jest niezerowy wtedy i tylko wtedy, gdy wektory te sg liniowo niezalezne, to mamy juz
koniec dowodu lematu 1.
CBDO
Niech N, bedzie (dla wiekszej komunikatywnosci) liczba czastek w ukladzie; oczywiscie
0< N, <N.
Nastepujacy Lemat 2 jest prosty, ale bardzo wazny, bo daje alternatywny do opisanego

niedawno w Subsecs. 12.2.3112.3.1 sposob generowania przestrzeni stanéw wieloczastkowych.

Lemat 2. (Ogélna baza dla H")). Niech {oM, 0@ ... »™1 beda dowolnymi

liniowo niezaleznymi stanami w H?; nie zaktadamy ortonormalnosci tych stanow. (Uwaga:

Jest tyle stanow ile weztow). Wtedy stany:

Pa (H c;w») (n c}w%) b 1

JEST JES|

gdzie S, S| sa dowolnymi podzbiorami {1,2,..., N} takie, ze |S;| 4+ |S|| = N, rozpinaja
przestrzenn HNe).

Dow. Mamy N wektorow {p), @ oM} liniowo niezaleznych, tworza wiec one
baze. Wyrazmy je poprzez wektory bazy standardowej {e;, ..., ex}:

N
k
o =Y Ve, k=1 N
=1

A teraz wyrazmy baze e przez o: Istnieje taka macierz A = [a;5], ze

al k
ej = aup®,
k=1

lub — wypisujac w sktadowych —
- (k)
0j1 = appr -
k=1
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Przypominajac sobie definicje operatoréw Cf (o), mozemy napisaé
T il k
cio = > aCl(e")
k=1

a w konsekwencji, dowolny stan bazowy (259) moze by¢ zapisany poprzez (274) .
CBDO
Niech teraz A = [a;j],4,j € A bedzie macierza. Uzyjmy jej do zdefiniowania formy
biliniowej operatoréow fermionowych:

B(A) = Z CI’a’a/ijCj,O' (275)

n,jeN0=T,]

ktora to postac jest czasem (czesto?) nazywana drugg kwantyzacja A. Latwo sprawdzié
nastepujaca relacje komutacji (z.d.):

[B(A), Cl(p)] = CH(Ayp) (276)

(przypomnijmy, ze |-, -] jest komutatorem, tzn. [X,Y] = XY — Y X).
Zachodzi takze relacja komutacji dla dwu form biliniowych, odpowiadajacych macierzom
Ay Ay (2.d.):
[B(A1), B(42)] = B([A1, As]) (277)

Obie niezadlugo sie nam przydadza.

12.4 Hamiltonian modelu Hubbarda
12.4.1 Sam Ham

Hamiltonian modelu Hubbarda zawiera dwa wyrazy:

Hy =T\ + Vi, (278)
gdzie:
Th=—t Y, (clgcm + c}7gciva> (279)
(i.),0
Va=U> niniy, (280)
ieA
Oznaczenia powyzej: 6207 ¢; » — operatory kreacji i anihilacji dla fermion6w o spinie o na

wezle ¢, zas$ n;., = c}aci - jest operatorem liczby czastek.

Tu ponowny komentarz nt. interpretacji powyzszych cztondéw. Byl on juz uprzednio,
wigc tylko do ustnego powtdrzenia.

12.4.2 Uzasadnienie — filozofia modelu ciasnego wigzania

Rozpatrzmy na poczatku sieé krystaliczng, sktadajacg sie z identycznych atomdw. (Podobnie
mozna rozpatrywa¢é sie¢ krystaliczna zlozona z kilku rodzajow atoméw) Opis takiego
uktadu to rozwiaznie rownania Schrodingera dla oddzialywujacych elektronéw w potencjale
periodycznym. Tak postawione, zadanie jest beznadziejnie trudne.

Stawiajmy wiec skromniejsze cele i sprobujmy skonstruowac jakies rozsadne przyblizenie,
ktore dawatoby wlasnoséci uktadu w zakresie malych energii. W tym celu, rozpatrzmy
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najsampierw funkcje falowg pojedynczego atomu. Nazwijmy zlokalizowane funkcje wlasne
izolowanego atomu orbitalami. (W fizyce atomowej mamy orbitale wywodzace si¢ z atomu
wodoru, nazywane: s,p,d,f,...). Pomijamy tu cate widmo ciggle.

Zaktadamy teraz, ze funkcje falowa catego krysztatu mozna przedstawic¢ jako liniowq
kombinacje orbitali atomowych. (Zostawiamy tu na boku problem zupelosci takiego
rozwiniecia oraz szybkosci zbieznosei).

Teraz: Skoro dowolny stan mozemy wyrazi¢ w jezyku operatoréw kreacji, to nic dziwnego,
ze dowolny operator mozna wyrazi¢ poprzez operatory kreacji i anihilacji. (jest to tzw.
formalizm drugiego kwantowania).

Ogolna posta¢ hamiltonianu elektronowego H, zawierajacego oddziatywania jedno- i
dwuciatowe, jest w formalizmie drugiej kwantyzacji nastepujaca:

A 1
=Y tyclaio+ 3 (il B o] et (281)

ij;0 ijkl;o,0!

gdzie cZT’U (¢i0) jest operatorem kreacji (anihilacji) elektronu o spinie o na orbitalu Wanniera
zlokalizowanym na wezle i [?]; T;; jest catka nakladania pomiedzy orbitalami i mozna ja
interpretowac jako macierz statych przeskoku (“hoppingu”’) elektronu pomiedzy weztami i
oraz j, za$ (ij|:|kl) jest elementem macierzowym oddzialywania kulombowskiego w bazie
funkcji Wanniera na weztach: 7, j, k, [. Najistotniejsze elementy macierzowe to:

1
U = (ii|~|id), (282)
r
V = (ij|-|ij), 1,jsa najblizszymi sasiadami (283)
r
1
X = (it|-|ij), 1,7 sa najblizszymi sasiadami (284)
r

Wielkoéci te sa zwykle nazywane nastepujaco: U — oddziatywanie kulombowskie na
wezle (on-site interaction); V — oddziatlywanie kulombowskie pomiedzy najblizszymi sasiadami
(nearest-neighbour density interaction); X — skorelowany hopping (correlated hopping lub
bond-charge interaction).

Zalozenia nt. jednopasmowego modelu Hubbarda:

1. Zakladamy, ze na kazdym atomie mamy tylko jeden orbital. Uwaga: Mozna tez
rozpatrywaé wiecej rodzajow orbitali na wezle. Takie modele przedstawimy troche
pozniej — sa to tzn. modele multiorbitalowe, lub periodyczny model Andersona.

2. Zaniedbujemy wszystkie elementy macierzowe oddzialtywania kulombowskiego, oprocz
U = (11| 1]ii).

3. Zakladamy, ze przeskok elektronéw ma miejsce tylko miedzy najblizszymi sasiadami.
Uwaga (do 2 i 8): Pozostajac w ramach modelu z jednym orbitalem na wezle, mozna
uwzgledniaé¢ inne czlony, takie jak (283), (284), czy tez przeskoki miedzy dalszymi
sasiadami, otrzymujac w ten sposob rozne rozszerzenia najprostszej wersji modelu

Hubbarda.

Przy tych zalozeniach otrzymujemy hamiltonian (278).
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12.4.3 Diagonalizacja czystego czlonu kinetycznego

Zobaczmy, jak bedzie, w formalizmie wieloczastkowym, wygladata diagonalizacja operatora

hoppingu (czyli sieciowej energii kinetycznej). Mamy wiec macierz T = [t;;] stalych
przeskoku (hoppingu). Daje to Hama:
Hyop = B(T) =Y tyjcl yei0 (285)
1J;0

Uprzednio zdiagonalizowaliSmy juz problem jednoelektronowy (wiele razy w roznych wersjach).
Gdy mamy rozwiazanie problemu jednoelektronowego, to nietrudno jest je rozszerzy¢ na
przypadek wieloelektronowy. Niech ¥9) bedzie wektorem wiasnym macierzy T o energii

g, 1 =1,2,..., N. Zdefiniujmy nowy operator fermionowy aj’a jako

af, = ClWY) (286)

dla j =1,2,...,N oraz 0 =1, |. Niech S;, S| beda dowolnymi podzbiorami {1,2,..., N}
takie, ze |S;| 4 |S|| = N.. Zdefiniujmy

vos = (Tl ) (Il ) o 257)

JEST JES)

Lemat 2 pokazuje, 7e te stany tworza baze przestrzeni HVe). Zauwazmy teraz, ze z
pokazanych dopiero co relacji komutacji (276) oraz 7z rownania na warto$ci wlasne w
przypadku jednoczastkowym (REFxxx) mamy:

[Hyops aj o] = [B(T), Ci (V)] = B(CIH(¥W)) = eja] ,;
a poniewaz mamy tez HyopPyac = 0, (bo w czlonie hoppingowym po prawej stronie stoja
operatory anihilacji, ktore daja zero w wyniku dzialania na préznie) to ostatecznie mamy

HiopUs, s, = (Z g+ >, gj) Us, s, (288)
JEST JES|
Zdiagonalizowaliémy wiec Hama hoppingowego w sytuacji, gdy mamy dowolng liczbe
czastek (a doktadniej, sprowadziliémy ten problem do problemu jednoczastkowego).
Podrazmy jeszcze nieco temat i zapytajmy, jaki bedzie stan podstawowy, gdy mamy
N, czastek w ukladzie. Widaé¢, ze minimalizacja odbywa sie to przez wybor podzbiorow

St, S| tak, aby suma
D gt 2

JEST JES|

osiggnela najmniejszg mozliwg warto$¢. Bardziej explicite opis uzyskamy w typowej sytuacji,
gdy widmo jednoczastkowe jest niezdegenerowane, tzn. ciag {e;} jest Scisle rosnacy, oraz
jesli liczba elektronow N, jest parzysta. Wtedy stan podstawowy jest niezdegenerowany i
mozna go zapisaé jako

Ne/2
Ves = (H a;Ta},l(b"aC) : (289)
j=1
Mozna energie stanu podstawowego zilustrowa¢ w ten sposob, ze kolejno wypelniamy
poziomy energetyczne standéw jednoczastkowych, poczynajac od najnizszego, i kazdy z
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nich wypelniamy elektronem ze spinem ’w gore’ oraz ze spinem 'w dot’. Bylo to zapewne
przedstawiane na ktoryms kursie Fizyki. Niezaleznie podobne zjawisko byto wielokrotnie
obserwowane przy okazji zapisoéw na egzamin ustny z Matematyki®.

Zakoriczymy te Subsubsection przez przypomnienie (sobie), jak wygladaly funkcje
wlasne w przypadku jednoelektronowym. Byly to mianowicie fale ptaskie (dla uktadu
translacyjnie niezmienniczego! Gdy bylta przypadkowosé to juz byto inaczej). Tak wiec dla
modelu Hubbarda bez oddzialywania, z translacyjna niezmienniczo$cia, mamy te sama
sytuacje — funkcje wlasne sa falami ptaskimi (lub sa iloczynami tychze).

Widaé tez, ze w stanie podstawowym nie ma zadnych tendencji do uporzadkowan
magnetycznych — spin stanu podstawowego jest réwny zeru.

12.4.4 Diagonalizacja czystego czlonu potencjalnego

Rozwiazmy teraz zagadnienie na wartodci wlasne z hamiltonianem (280), tzn.

VA\I/ = UZ”LT”LL\I’ = EV.

€A

Tu zauwazmy, ze w przedstawieniu potozeniowym, hamiltonian V jest juz w postaci
diagonalnej! A wartosci wlasne sg rowne ilosci weztéw podwdjnie obsadzonych.

Bardziej formalnie, zapiszmy jaka$ funkcje bazowa w przedstawieniu polozeniowym
nastepujaco. Niech L|, L; beda dowolnymi podzbiorami A takimi, ze |L||+ |Ly| = N (Ve
— calkowita liczba elektronow), i zdefiniujmy

\IlleLT = (H Cj,i) (H CI,T) (I)vac' (290)

’iELl iELT

Korzystajac z wlasnosci antykomutacyjnych dla operatorow kreacji i anihilacji, pokazujemy
nastepujaca wlasnosé¢ komutacyi:
[niﬁcj’,o“] = (51‘71‘/5070/02707

skad tatwo zobaczy¢, ze
VaVyp o, =U[L N LYy, 1,

Dla danej liczby elektronéw N,, stan podstawowy konstruujemy tak, aby zminimalizowadé
wartos¢ |L; N Ly|. Wida¢, ze gdy N, < |A|, zawsze mozna wybraé zbiory L|, L; tak,
aby L, N Ly = 0, i energia stanu podstawowego jest rowna zeru. Wybor zbiorow L, Ly
zazwyczaj jest mocno niejednoznaczny, tak ze stan podstawowy (wzbudzone zreszta tez)
sa wysoce zdegenerowane.

Widzimy tutaj, ze hamiltonian oddzialywania w modelu Hubbarda wykazuje tendencje
do lokalizacji czastek — w tym sensie, ze funkcjami wlasnymi czastek sa funkcje bazowe w
przedstawieniu polozeniowym, tzn. z czastkami zlokalizowanymi na weztach.

Widac¢ tez, ze nie ma tu zadnych tendencji do magnesowania — w stanie podstawowym
sa i magnetyczne, i niemagnetyczne konfiguracje. (Niedtugo powiemy co$ wiecej o momencie
pedu i magnetyzmie; ale na intuicyjnym poziomie mozemy kojarzy¢ magnetyzm z réznica
elektronéow ze spinem 'w goére’ i ze spinem 'w dolt’; a tu energia stanu podstawowego
zupetnie od tego nie zalezy).

5Bardziej szczegotowy komentarz ustny na wykladzie
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12.4.5 Co sie dzieje, gdy oba czlony sa razem...

SprawdziliSmy wyzej dwie sktadowe hamiltonianu modelu Hubbarda, tzn. Hy., = T oraz
oddziatywania H;,; = V. Byly one nietrudne do analizy. Przekonalidmy sie tez, ze zadne
z tych oddzialywan nie faworyzuje uporzadkowan magnetycznych.

Przekonalismy sie takze o przeciwstawnych tendencjach do lokalizacji obu tych cztonow
z osobna: Hy,, wykazywal tendencje do delokalizacji (stany wlasne typu fala), a Hiy
wykazywal tendencje do lokalizacji (stany wtasne typu czastki).

Zapytajmy teraz: Jakie wtasciwosci bedzie wykazywat hamiltonian Hubbarda, bedacy
suma obu tych cztonéw?

W $wietle faktu, iz oba cztony wykazuja przeciwne tendencje (lokalizacja/delokalizacja),
trudno oczekiwaé prostej odpowiedzi na to pytanie. W przeciwstawnej tendencji obu
cztonéw mozna dopatrywaé sie analogii z dualizmem czastka/fala [20]. Jest to dyskusyjne;
ale trudnosci w analizie hamiltonianu Hubbarda sie przez to nie zmniejszaja.

Z technicznego punktu widzenia, trudnosci w analizie hamiltonianu Hubbarda wynikaja
z faktu, iz obie sktadowe Hy,, i Hine nie komutujg (z.d. — sprawdzié¢). Suma dwoch
‘tatwych’, ale nieckomutujacych operatoréw nie musi by¢ 'tatwym’ obiektem badan.

Okazuje sie, ze model Hubbarda jest mocno nietatwy. Cecha ta sama w sobie nie znaczy
jeszcze, ze jest on interesujacy. Okazuje sie jednak, ze w ramach tego modelu pojawia sie
duza rozmaito$¢ zjawisk, obecnych w realnych uktadach. Sa to m.in.:

1. ferromagnetyzm;
2. antyferromagnetyzm;
3. ferrimagnetyzm;

4. przejscie metal-izolator (uktad jest przewodnikiem, gdy przewaza zachowanie falowe,
a izolatorem, gdy przewaza tendencja do lokalizacji);

5. nadprzewodnictwo

Obecnosé niektorych z powyzszych cech zostala udowodniona (w okreslonych modelach:
FM; FI), inne (reszta) maja charakter gorzej lub lepiej udokumentowanych hipotez. z.d.:
Udowodni¢ je, oraz udowodni¢ FM oraz FI w bardziej realistycznych sytuacjach. Stopien
celujacy — za kazde z tych zadah — gwarantowany!

Wierzymy, ze udowodnienie ich dla modelu Hubbarda bedzie miato duze znaczenie
dla zrozumienia tych zjawisk w realnych uktadach. ? Wzmianka o zasadzie uniwersalnosci,
i podobienstwa, jakie jest ze stosowaniem modelu Isinga do magnetykéw?

Ponizej rozpatrzymy bardzo wstepna analize dwoch z powyzszych problemow (AF dla
uktadow na sieciach dwudzielnych przy half-filling) oraz — przy innych parametrach —
tendencje do uporzadkowania ferromagnetycznego.

12.5 Magnetyzm w modelu Hubbarda

12.5.1 Jeden elektron: Jak z operatoréw kreacji i anihilacji zrobié operator
spinu

Watkowalismy dotad intensywnie operatory kreacji i anihilacji. Pojawia sie jednak naturalne
pytanie, co z calg reszta? Np. jak z modelu Hubbarda uzyskaé¢ fizyczne informacje np. o
cieple wlasciwym czy podatnosci magnetycznej, albo o uporzadkowaniu magnetycznym?
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Jesli chcemy opisywaé uktad w skoniczonej temperaturze, to nieuniknione jest wprowadzenie
formalizmu kwantowej mechaniki statystycznej. Zajmiemy sie natomiast problemem magnetyzmu
w stanach podstawowych uktadu.

Przy opisie magnetyzmu podstawowa role graja operatory momentu pedu. Tymczasem
jak dotad mieliSmy do czynienia tylko z operatorami kreacji i anihilacji. Jak z nich
zbudowaé¢ operatory spinowe?

Okazuje sie, ze mozna to zrobi¢ biorgc stosowne formy biliniowe operatoréw kreacji
i anihilacji. Zanim to zrobimy, przypomnijmy sobie wszelako, grajace podstawowa role

przy opisie czastek o spinie potowkowym, macierze Pauliego %, 09, 0%:

e YIS ) O

Macierze o spetniaja nastepujace zwigzki komutacyjne:
(0%, 0] = 2ieap,07

(o, B, 7 przyjmuja wartosci x, y, z, zas €,3, to symbol zupelnie antysymetryczny). Macierze
Pauliego pojawiaja sie w naturalny sposob przy opisie momentu pedu réwnego 1/2:

1

§ = —ho?,
ikl
dajac w ten sposob zwigzki komutacyjne dla sktadowych momentu pedu:

1
(5, 8% = 5058

Dalej bedziemy uzywa¢ takich jednostek, w ktorych A = 1.
Ponumerujmy teraz sktadowe spinu, a takze przejdziemy od strzalek w gore i w dot
do znakoéw plus i minus. Niech wiec:

=+=1, |=-=2.

Zdefiniujmy teraz nastepujace biliniowe kombinacje operatoréow kreacji i anihilacji:

1 2
== 3 ot (292)
2 a,b=1,2
Jawnie wiec mamy:
o _ Lo i Lot i s Lo i 1
¥ = 5( e +cley), XY= 52(—C+c, +cley), Y= §(c+c+ —cle )= §(n+ —n_).
(293)
Okazuje sie, ze operatory X% majq te same wtasnosci komutacyjne co operatory s¢ sktadowych
spinu 1/2!

Wezmy bowiem np. [¥7, ¥Y]:

1
(X%, 3Y] = ZZ —che e +ce ey —clepdie +cle e,

0 ni(l-n_) n—(l-ny) 0
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+chece_+de_cle, —cledie. —clecle,
0 ny(l-n_) n_(l-n4) 0
1 1
= —i(2ny —2n_) = —1¥%.
18 (2n ) =3

Podobnie wykazuje sie pozostate wtasnosci komutacyjne. z.d.

Skoro mamy identyczne wlasnosci komutacyjne dla {3*} oraz dla spinu 1/2, to naturalne
jest uwaza¢ ¥ = [X* XV ¥#| za jaki§ rodzaj momentu pedu. Ta argumentacja niech nam
tu wystarczy do utozsamienia ¥ = [3% XY, %] z operatorem momentu pedu elektronu.

12.5.2 Operatory spinowe i niezmienniczos¢ SU(2)

Powyzsze rozwazania dotyczyly jednego elektronu na jednym wezle. Gdy mamy zbior A
wezlow, to operatory kreacji i anihilacji wyposazamy w dodatkowy indeks wezla i € A.
Caltkowity moment pedu jest sumg momentéw pedu poszczegolnych czastek, mozemy wiec
zdefiniowac¢ operator catkowitego momentu pedu S(tot):

S(tot [S(I) S (v)

(tot) > ~ (tot

5] (294)

(tot)

gdzie sktadowe sg

S tot) 2 Z Z Cza abcl b (295)

€N a,b=1,2

Z liczonych w poprzedniej Subsection wyrazen tatwo zobaczy¢, ze sktadowe Ség)t) spetniaja
reguty komutacji dla sktadowych momentu pedu. Mozna wiec tez — jak tam — zdefiniowaé
operatory podnoszace i opuszczajace:

yar A
S((toi S (tot) + ZS

(tot)

Sktadowe operatora S(mt) sa generatorami obrotow SU(2) w przestrzeni spinowej Mowimy,

ze operator A jest SU(2)—niezmienniczy, jesli komutuje ze sktadowymi S(t o dla a =
x,y, z. Nieprecyzyjnie, ale obrazowo mozemy powiedzieé, ze operator SU (2 )—nlezmienniczy
jest niezalezny od sposobu wyboru osi w przestrzeni spinowe;.

Typowym operatorem SU (2)—niezmienniczym jest operator liczby czastek n; = n; 4 +
n;_. z.d. W §lad za tym, réwniez operator catkowitej liczby czastek N = an jest tez

ieA

SU(2)—niezmienniczy. Podobnie hamiltonian hoppingowy Hy,p, jest SU(2)—niezmienniczy,
z.d. jako tez hamiltonian oddzialywania. Niezmienniczo$¢ tego ostatniego tatwo zobaczyé,
piszac:

— Lo
nig 4Ny — = 5 n, —n;).

Tak wiec hamiltonian modelu Hubbarda jest SU(2)—niezmienniczy. Skoro tak, to mozna
wykorzysta¢ teorie momentu pedu (lub, z bardziej formalnego punktu widzenia, teorii
reprezentacji grupy SU(2)) do klasyfikacji stanéw wiasnych ze wzgledu na zachowane
wielkosci, tzn. liczby kwantowe. Symetrii mamy tu calkiem sporo: Ot6z zauwazmy, ze
komutuja ze soba operatory:

H;  (Seon)? = (Sio)? + (S + (Sik)% 88,



. Skoro komutuja, to maja wspolny uktad funkeji wtasnych; a wiec stany wtasne hamiltonianu
mozna klasyfikowaé¢ przez wartosci wlasne operatora kwadratu momentu pedu oraz %e)go

rzutu na wybrana o§ (tu: z). Oznaczmy wartosci wlasne operatora S'((fo)t) przez S(tot)7

za$ operatora (S(mt))z przez S(ot) (S(tot) + 1). Bedziemy nazywacé liczbe Sgor) catkowitym
momentem pedu danego stanu.

Oznaczmy:
— Ne/2 jesli N, < N,
S { (2N —N.)/2 jesli N> N. (296)
Tak wigc dopuszczalnymi wartoSciami catkowitego spinu Sory sa 0,1,. .., Spax jesli IV,

jest parzysta, oraz 1/2,3/2,. .., Smax jesli N, jest nieparzysta.

Zapoznamy sie teraz (z roznym stopniem szczegolowosci) z réoznymi tendencjami,
(badz ich brakiem) do uporzadkowan magnetycznych. Beda to: AF, oraz FM, lub jego
niemozebno$c.

12.6 Jawne postaci macierzy Hama dla baby systems. Antyferro-
magnetyzm

12.6.1 Stany ukladu dwuwezlowego

Uzbrojeni w wiedze z koica poprzedniej Subsection, rozwazmy uktad tak maly, jak to jest
mozliwe dla nietrywialnoéci wyniku, tzn. sktadajacy sie z dwoch weztoéw. Taki uktad ma
4 mozliwe stany na jednym wezle. Wiec calkowita liczba stanow to 42 = 16.

Wiemy, ze calkowita liczba czastek jest zachowana, wiec poklasyfikujmy stany ze
wzgledu na liczbe czastek.

‘Ne ‘ stany ‘
0 10,0)
1 -+, 0);[—,0):10,4); [0, =) (
} ) } ) ) ) } 297)
4 £, %)

Teraz obliczymy wartosci i wektory wtasne Hama dwuczastkowego.

Nie optaca sie¢ oczywiscie wypisywaé petnej macierzy 16 X 16 hamiltonianu. Nie po
to bowiem mamy dobre liczby kwantowe (liczba czastek, catkowity spin oraz sktadowa
z =owa catkowitego spinu, aby z nich nie korzystac¢. Nie bedziemy wykorzystywa¢ wszystkich
liczb kwantowych naraz. Zacznijmy od sektoréow o ustalonej liczbie czastek.

o N, = 0. Sektor jest mato ciekawy. H|0,0) = 0. Wektor |0, 0) jest wektorem wtasnym
o wartosci wlasnej (energii) rownej zeru. Koniec zabawy.

e N, = 1. Zauwazmy przede wszystkim, ze jest tu jedna czastka, wiec nie bedzie
wktadu od Hi,. Problem sprowadza si¢ wiec do hamiltonianu czysto hoppingowego.
Mamy dalej podzial stanéw na dwa sektory: jeden o spinie '+’ i jeden o spinie '—’.
W kazdym z tych sektorow, mamy problem jednoczastkowy na sieci o 2 weztach — co
bylo juz analizowane w rozdziale o czastkach nieoddziatywujacych. (Dla formalnosci,
wektorami wlasnymi sa: W sektorze N, = 1,5, = +1/2: vy = [+,0) — |0,4), &1 = ..;
vg = |+,0) + |0, +), €2 = .... W sektorze N, =1, S, = —1/2 analogicznie.)

e o N, = 2. Zajmijmy sie najsampierw stanami o S, = +1. Wezmy np. S, = 1; mamy
jeden stan |4+, +) o energii rownej zeru (czes¢ hoppingowa hamiltonianu daje tu zero, bo
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na jednym wezle nie moze by¢ dwu jednakowych czastek, a Hiy|+,+) = 0). Dla stanu o
S, = —1 analogicznie.

A teraz!! Co dla pozostalych stanow? Tu juz wystepuja 'smaczki’ charakterystyczne
dla uktadow wieloelektronowych. Sa one na tyle istotne, ze rozpatrzymy je w oddzielnej
Subsection.

12.6.2 Half-filling i AntyFerromagnetyzm tamze

Tu rozwazymy sytuacje, gdy mamy dwa elektrony, o przeciwnych spinach (sytuacje, gdy
maja takie same spiny, rozwazalismy wyzej). Przypadek, gdy iloé¢ elektronow jest rowna
ilosci weztow, nazywamy ’half-filling’ (bo 'maximal filling’ to N, = 2N). Mamy tu wiec
half-filling.

Przestrzen Hilberta stanow takiego ukladu ma baze z czterech wektorow, ktore ponu-
merujemy nastepujaco:

€1 = ’j:a())a €2 = H_v _>7 €3 = ‘_7+>7 €4 = ‘O,:i:> (298)

Wygodnie bedzie utworzy¢ te wektory przez zadziatanie odpowiednich operatoréow kreacji
i anihilacji na proznie.

I tu pojawia sie problem: Jaka kolejnoé¢ operatorow wzia¢? Bo pamietamy, ze stan
k—czastkowy mozna utworzy¢ na k! sposob6w, rézniacych sie kolejnoscia operatorow. Nie
stanowiloby to problemu, gdyby nie znak, zwiazany z przestawianiem.

Rozwiazujemy ten problem ustalajac jakgkolwiek, ale ustalong kolejnos¢ wszystkich
2N (tu: 4) operatorow kreacji. Stany k—czastkowe bedziemy definiowa¢, odnosza¢ sie do
tego wzorcowego uporzadkowania. Takiemu ustawieniu k operatoréw kreacji przypiszemy
znak plus.

Wybierzmy wiec wzorcowa kolejnosé:

2.52,51 514 (299)

I tak, wektory ey, ..., es utworzymy nastepujaco:

e=|+,—) = C;,CLJ0,0)
€3 = _a+> = C;+CJ{ |070>
es=10,%) =} b, [0,0)

Dziatania wszelkich operator6w na wektory bazy bedziemy przeksztatcac¢ tak, aby otrzymac
powyzsze uszeregowania operatoréow kreacji.
Zobaczmy in details, jaka macierz dostaniemy dla operatora hoppingu:

T = —t(clicos +chpory +clco +cbcr)
7 liniowosci, mozemy oddzielnie rozpatrzy¢ czesSé operatora ze spinem 'w gore’ i oddzielnie

ze spinem 'w dot’.
Mamy wiec, dzialajac na kolejne stany operatorem CLCH:
Te, = CLCQ+CLCL\O, 0) = CLCLCQ+CL\O, 0) = 0;

Tey = cl,carch_cl1]0,0) = el el e ch_[0,0) = 0;
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Tey = cl eorch ] [0,0) = —cl el care} 10,0) = —c]_cl, (1 — ¢}, es4)]0,0)

= _CJ{,CL-’O?(D = _’j:v()) = —€y;
Te, = CLCHCLCEJO,O) = chLcﬂcL]O,m = cgfch|0,0) =|4,—) = es.

Ukladajac, w sposob (hopefully) znany Czytelnikowi z kursu algebry, wyniki powyzszych
dzialan w macierz, otrzymamy macierz rozwazanego operatora c{ 4o

00 -1 20
00 0 1
00 0 O
00 0 O

Liczac analogicznie macierz operatora c; 4C14, dostaniemy

0 0 00
0 000
-1 0 0 0
0 100

Mamy jeszcze cztony opisujace hopping elektronéw ze spinem w dot. Liczenie elementow
macierzowych operatorow odpowiadajgcych temu zjawisku jest w peilni analogiczne do
rachunkow wyzej, wiec je sobie podarujemy®

Dochodzi jeszcze macierz operatora Hiy. Tu przypomnijmy sobie, ze rdézne od zera sa
tylko elementy diagonalne, tzn. tu mamy niezerowe elementy (1,1) oraz (4,4).

Facznie mamy macierz operatora (pamietajmy, ze dla macierzy hoppingu otrzymane
wyzej wyniki trzeba pomnozy¢ przez —t:

v -t t 0

e |-t 0 0 —t
me= |7 0 0 (300)

0 -t t U

Wartoséci 1 wektory wlasne tej macierzy sa wszystkie niezdegenerowane i maja prosta
posta¢ (tzn. nie prowadza do rownan czwartego stopnia):

g1 =U,; g9 = 0; €3 = Uy €4 = U_ (301)
-1 0 2t 2t
1 0 1 U_ Uy
U1 = O ;Ug = 1 ;U3 = —u_ U4 = —U+ 3 (302)
1 0 2t 2t

gdzie:
1 1
up = 5 (U+ VU +1682), u- = (U~ VU? +1612).

Postarajmy sie wycisnaé¢ jakas informacje z tego gaszczu cyferek. (Programy symboliczne
+ numeryka dadzg nam dokladne informacje liczbowe czy konkretne rozwigzania. Mogg
one wystarczy¢ do zrozumienia, ale nie muszg — wtedy trzeba jeszcze pusci¢ w ruch
mozgownice...)

6Jak Al z Toy Story 2 podarowal sobie... itd.
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Na pierwszy ogien wezmy wektor ve. Napiszmy go w postaci: v = |+, —) + |—, +).
Kto mial do czynienia z teorig sktadania momentu pedu, to zapewne skojarzy, ze tacznie
ze stanami: vy = |+,+) oraz v_ = |—, —) tworzy on {ryplet — zesp6ot stanoéw o spinowej
liczbie kwantowej Sior = 1 i sktadowych SZ, rownych 0 (dla ve) oraz +1 (dla vy )i —1 (dla
v_). Te zgadywanke trzeba oczywiscie potwierdzi¢, np. wypisujac macierze operatorow
Sgot 1 Sfot i sprawdzajac, czy vy, v_,vs sa ich wektorami wlasnymi. Zostawiam to jako
z.d. dla Czytelnika.

To teraz rozpatrzmy stan podstawowy w sektorze dwuczastkowym (dla U > 0), tzn.
wektor vy. Jest to singlet, co sprawdzamy dzialajac operatorami S2, i S7, (z.d.). Tu
sprawdzimy ten fakt w wersji uproszczonej, a mianowicie dla U >> t. Z dobra doktadnoscia
mamy wtedy: vy ~ |+, —) — |—, +). Odwolajmy sie do teorii sktadania momentow pedu. Z
dwoch momentow pedu £1/2 mozna ztozy¢ stan o catkowitym momencie pedu réwnym 1
(tryplet; przypadek ten rozpatrywaliSmy wyzej — dalo sie to nawet zrobi¢ bez przyblizen)
oraz singlet |4+, —) — |-, +). Taki singlet wykazuje korelacje antyferromagnetyczng, tzn
<S1 . S2> < 0.

Bardziej formalnie przypadek ten mozna potraktowaé¢ w ramach rachunku zaburzen.

Tu te dywagacje, prowadzace do Hama efektywnego AF Heisenberga.

Pozostale stany (v1, v3) sa malo na ogot waznymi singletami wysokoenergetycznymi.
(Sprawdzenie, ze to singlety — z.d.)

Podsumujmy: Widzielismy, ze w przypadku sieci dwudzielnej, (tak malej jak to tylko
mozliwe — ale nie mniejszej) i dla half-filling uktad wykazuje (w stanie podstawowym)
uporzadkowanie antyferromagnetyczne. Okazuje sie, ze taka tendencja jest ogolnie preferowana.
Tzn.: Jedli mamy sie¢ dwudzielng oraz half-filling, to uktad wykazuje korelacje antyferromagnetyczne
(to nawet udowodniono) a jesli uktad ma wymiar 3 i ¢/U jest dostatecznie matle, to w
dostatecznie niskich temperaturach uktad wykazuje uporzadkowanie antyferromagnetyczne
dalekiego zasiegu. Tu dowodu nie ma, jest to hipoteza — zacheta dla stuchaczy wyktadu
do udowodnienia badz sfalsyfikowania; sg natomiast przekonywujace wyniki przyblizone
badz numeryczne.

12.6.3 Klasyfikacja stanéw ze wzgledu na moment pedu

Zbadalismy wiec sektory zawierajace 0, 11 2 czastki. Przypadek 3 czastek jest prosty (z.d.)
a czterech — trywialny. Wypiszmy wiec podsumowanie, zawierajace klasyfikacje stanow ze
wzgledu na liczby kwantowe.

1. Stt = 1 (tryplet). Zawiera on 3 stany: |+,+) (S5, = 1); |—,—) (S5, = —1);
H_a _> + |_7 +> (Stzot = O)

2. Dublety: St = 1/2. Mamy po 2 dublety 1-czastkowe i 2 trzyczastkowe. Jednoczastkowe
analizujemy tak jak juz dobrze znamy, trzyczastkowe sa zbudowane analogicznie:

o vy = |+, E) [, 4), Siy = +1/25 02 = |, &) +|£,-), Si = —1/2;
o vi =+ %) - +), S =1/ 02 = |- 4) — £, -), St =-1/2
Liczac na sztuki: 2 x 4 = 8 standw.

3. Singlety: |0,0), energia 0, liczba czastek 0; |+, £), energia 2U, liczba czastek 4;
stany: vy, U3, U4

Razem 5 sztuk.
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12.7 Jawne postaci macierzy Hama dla baby systems. Ferromagnetyzm
(gtéwnie) plaskodenny

12.7.1 Definicja ferromagnetyzmu nasyconego

Widzielismy, ze w okreslonych warunkach, (sie¢ dwudzielna i half-filling) uktad w stanie
podstawowym wykazuje korelacje antyferromagnetyczne. Tu pokazemy, ze w innych sytuacjach
preferowane jest uporzadkowanie ferromagnetyczne. Najsampierw sprecyzujemy, co rozumiemy
przez stwierdzenie, ze uktad jest ferromagnetykiem.

W celu unikniecia komplikacji technicznych, wezmiemy najmocniejsza definicje ferromagnetyzmu,
tzw. nasycony ferromagnetyzm.

Def. Méwimy, ze model Hubbarda wykazuje nasycony ferromagnetyzm, jesli dowolny
stan podstawowy posiada catkowity spin Siot = Smax-

Aby nieco blizej poznaé¢ wtasnosci stanéw modelu Hubbarda, ktére wykazuja nasycony
ferromagnetyzm, przypomnijmy jeszcze niektore fakty z teorii momentu pedu. Ot6z stan
o catkowitym momencie pedu rownym S jest (254 1)—krotnie zdegenerowany, a przestrzen
stanow o catkowitym momencie pedu réwnym S jest rozpieta przez stany o rzucie momentu
pedu na wybrang o§ (zwykle z) rownych: S, = =S, —S +1,...,5 — 1, 5. Z jednej takiej
podprzestrzeni do drugiej mozna przechodzi¢ przez dzialanie operatorem podnoszacym
(opuszczajacym) sktadowa 2z momentu pedu. Wszystkie wiec te 25+1 stanow jest rownowaznych
i mozna bez straty ogélnosci wybrac jeden z nich. Wybierzmy, jako takiego reprezentanta
®qs., stan o najwiekszej z—owej sktadowej momentu pedu, réwnej S* = Syt = Smax-
Poniewaz ®gg. zawiera tylko elektrony o spinie 'w gore’, wiec mamy H®Pas = 0.
(Przy zalozeniu, ze N, < N). To znaczy, ze Pqg. jest stanem o najnizszej energii dla
Hyop W podprzestrzeni N, elektronéw 'up’. Przypominajac sobie, jak sie konstruuje stany
wlasne Hyop (wz. (287) 1 (289)), mamy wyrazenie na poszukiwany ferromagnetyczny stan
podstawowy:

Ne
(I)G.S. = (H a;‘jq)vac) (303)

(gdzie a;r-p jest definiowany przez XXXX), energia ktorego wynosi
Ne
Egs. =) ¢ (304)
=1

Jezeli mamy ey, < en,+1, to stan (303) jest niezdegenerowanym stanem podstawowym w
przestrzeni o SZ, = SZ ... Pozostale stany ®,;, o z—towej sktadowej réwnej M, mozna

max"*

uzyskac ze stanu (303) przez zadzialanie stosowna ilo$¢ razy operatorem obnizajacym:
By = (Sig) Mg s,

(stan ten na ogo6l nie jest unormowany).

Powyzsza prosta konstrukcja ferromagnetycznych stanéw podstawowych byta oparta
na fakcie, ze dowolny stan podstawowy z Siot = Smax i€ czuje oddzialtywania miedzyczastkowego.
Dzigki temu takie stany sprowadzaja sie do standéw podstawowych ukladéw swobodnych
fermionow. Fakt ten jest specyficzny dla modelu Hubbarda i nie ma na ogo6t miejsca dla
innych modeli.

Stad tez mozna podejrzewaé, ze zasadniczym czynnikiem przy opisie magnetyzmu w
modelu Hubbarda sa wtasnoéci cztonu kinetycznego.
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12.7.2 Stany modelu 3—wezlowego

Sporo ogdlnych cech modelu Hubbarda dla sieci dwudzielnej i przy half-filling byto widoczne
juz w analizie najprostszego 2—weztowego modelu. Podobng analize przeprowadzimy teraz
dla modelu 3—weztowego o wypetnieniu 2/3 (tzn. dwu elektronach). Okazuje sie, ze sporo
jego wlasciwosei (ferromagnetyzm w stanie podstawowym) wystepuje tez dla wiekszych
uktadow.

Sektor 2—czastkowy uktadu 3—weztowego liczy 15 standéw. Wyliczmy je:

1. Siy =41 PL=|+,+,0), P, = [4+,0,+), P3 = [0, +, +);

2. Stzot =—1 Ml = ’_7 _70>7 M2 = |_7O7_>7 M3 = ‘07_7_>;

3. 5%, =0: e = |+,0,0),e5 = |0, %, 0),e5 = \0 0,+):
€4 = |+7_70>7 €5 = ’+707 >7 | 0>7 €r = ‘_707+>7 €g = |07+7_>7 €9 =
|07_7+>'

Stad wida¢, ze bedziemy tu mieli trzy tryplety i reszte (tzn. 15 — 3 - 3 = 6 singletow.

Stala oddzialtywania kulombowskiego wezmiemy dla wszystkich wezlow jednakowq i
rownag U > 0, a co do statych przeskoku, to rozwazymy dwie sytuacje: Kiedy wszystkie
state sa rowne oraz kiedy dwie sa rowne.

12.7.3 Ogoblna posta¢ macierzy Hama

Tu wezmiemy ogoélna posta¢ statych hoppingu: t1o =t13 =1, ta3 = 1.

W sektorze ztozonym z samych plusow (tzn.SZ, = +1) macierza Hama jest S¢, = —1
0o -t -t
HF = | -t 0 t (305)
-t ot 0
Uwaga: Stosujemy konwencje znakowa Hy,, = —tZ(cchj,g + cI7ch,g) (przeciwnie niz u
Tasakiego).
W sektorze zlozonym z samych minusow (tzn.SZ, = —1) jest tak samo.

No to teraz! Srodkowy, najwiekszy sektor o SZ, = 0. Macierza Hama jest (z.d. 3p.):

Uttt 00—t 0 0]
" 0 —t 0 t 0 0 t 0
t -t 0 0 0 —t 0 0 ¢
~t 0 0 0 —t ¢ —t 0 0

HY=| 0 ¢ 0 - U t 0 —t 0 (306)
0 0 —t ¢ t 0

0 0 —t 0 0 0 —t -
o ¢ 0 0 —t 0
0O 0 ¢ 0 0 ¢t

12.7.4 Przypadek réwnych stalych przeskoku

Rozpatrzmy najsampierw sytuacje, gdy wszystkie state sg réwne ¢t =t/ = —1. Wtedy w
sektorze S¢; = +1 mamy:

0 1 1

H*YW =11 0 -1

1 -1 0
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ktorej wartosci wlasne sa (¢w. z Algebry lub Matematyki): —2,1, 1. Zatem:

Tryplety majqg energie: —2, 1,1, energia zatem stanu podstawowego w sektorze trypletowym
wynost —2.

To teraz zobaczmy energie wlasne w sektorze o SZ, = 0. Darujemy tu sobie’ wypisywanie
macierzy Hama. Okazuje sie, ze Maple™ potrafi sobie poradzi¢ z obliczeniem wartosci
wtasnych!!! i sa one:

Ey=-2 Ey=1+-= U+ \/36 4U 4+ U2, E3_1+ U—f\/36 4U 4+ U2,

1.1 1 1.1 1
= = — —_ = — 2 = — —_—_—— = 2
E,=1, E; 2U 5+ 5 VIR H2U+9, By =5 U 2 2\/U F2U +09,
1 1
E.=1, By = fU——Jr \/U2+2U+ 0, o= ~U—~_ L iP5 20+9

2 2 2

Zwroémy uwage, ze EQ, Ey, E7 sg 1dentyczne jak energie z sektora S¢, = +1, identyfikujemy

je wiec ze skladowymi S7, = 0 trypletow. Pozostale wartosci wlasne musza odpowiadaé
singletom. Kto nie wierzy, niech podziata macierzami kwadratu momentu pedu na wektory
wlasne odpowiadajace wyliczonym wyzej wartosciom wlasnym. (z.d.).

Wykres otrzymanych energii wtasnych jako funkeji U przedstawiono na RYS. (TasakiToy).

Wida¢, ze dla dowolnego U > 0, stanem podstawowym jest tryplet — stan o najwiekszej
mozliwej magnetyzacji, zatem dla dowolnego U > 0 mamy tu nasycony ferromagnetyzm.

12.7.5 Inne uklady

Mozna powyzsze rozwazania powtorzy¢ w przypadku t # t/; na wartosci wiasne H(©
otrzymuje sie tu wszelako rownanie czwartego stopnia, ktorym — jesli by chciat — Czytelnik
moze sie, analitycznie badZ numerycznie, pobawi¢. (¥*z.d. 4p.). Konkluzja jest tu taka, ze
podstawowy stan ferromagnetyczny pojawia sie powyzej krytycznej wartosci U (zaleznej od
ilorazu t/t’). Np. u Tasakiego, dla t = t'/2, ferromagnetyczny stan podstawowy wystepuje
dla U > 2.8.

Sytuacja podobna do tej, ktora $ledzilismy wyzej (tadnie i doktadnie jest to opisane u
Tasakiego), ma miejsce ferromagnetyzmu w modelach ptaskodennych (w tancuchu sawtooth
badz na sieci kagomé), gdzie udowodniono pojawianie sie nasyconego ferromagnetyzmu
w stanach podstawowych przy okreslonych wypetnieniach. Np. udowodniono nastepujacy
wynik dla sieci kagomé [20].

Tw. (Mielke '93) Rozwazmy model Hubbarda na sieci kagomé przy wypelnieniu p =
N./N = 1/3, przy wszystkich stalych przeskoku jednakowych i przy wszystkich stalych
oddziatywania niezaleznych od wezta i rownych U. Wtedy przy dowolnym U > 0, stan
podstawowy wykazuje nasycony ferromagnetyzm.

Morat (heurystyczny) — czynniki sprzyjajace FM: e frustracja, e out-of-half-filling.

Przy takich warunkach, pokazano pojawianie sie ferromagnetyzmu (réwniez w dodatnich
temperaturach) w d = oo, przy uzyciu tzw. metody DMFT.

12.8 Wielopasmowy model Hubbarda i periodyczny model An-
dersona. Ferromagnetyzm wedrowny (’itinerant’)

A. Einstein mial powiedzieé¢, ze 'rozwiagzanie jakiego$ problemu fizycznego powinno by¢
tak proste, jak to tylko mozliwe — ale nie prostsze’. Dobrze to pasuje do sytuacji, gdy

"Podobnie jak Al... itd
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chcielibyémy opisa¢ ferromagnetyzm zelaza czy niklu przy pomocy modelu Hubbarda.

Wyniki z poprzedniego rozdziatu sa bardzo wazne i dajg duzy wglad w nature pojawiania
sie ferromagnetyzmu w modelu Hubbarda. Jednak nie moga bezposrednio opisa¢ magnetyzmu
w realistycznych sytuacjach. Po pierwsze, nasze rozwazania dotyczyly stanu podstawowego,
a chcielibySmy mie¢ ferromagnetyzm w skoriczonych temperaturach. Skadingd wiadomo
(tw. Mermina-Wagnera i jego rozszerzenia), ze w modelach jedno- i dwuwymiarowych w
uktadach z symetria ciagta (model Hubbarda do takich nalezy — ma on grupe sym. SU(2),
a nawet wieksza) nie moze by¢ uporzadkowan magnetycznych (i innych) w niezerowych
temperaturach. Po drugie, ferromagnetyzm w takich sytuacjach jak sie¢ kagomé jest
magnetyzmem izolatordw (mocno zdegenerowane pasmo stanu podstawowego jest catkowicie
wypelnione, a pasmo nad przerwog energetyczna jest puste), a chcieliby§Smy mieé ferromagnetyzm
metaliczny — wykazywany przez elektrony wedrowne (‘itinerant’).

7 tego powodu, nalezaloby model Hubbarda rozszerzy¢, aby zblizy¢ go do realnosci
fizycznej.

Opiszemy tu rozszerzenie polegajace na uwzglednieniu faktu, ze atomy sieci maja nie
jeden, a wiele orbitali. I tak np. przy analizie magnetyzmu w zelazie czy niklu musimy
wzig¢ pod uwage fakt, ze dla magnetyzmu najistotniejsze sg orbitale d, ktorych jest 5
rodzajow (te liczbe mozna zmniejszy¢, biorac pod uwage, iz 5—krotnie zdegenerowane
stany d rozszczepiaja sie w polu krystalicznym, dajac, np. w polu o symetrii kubicznej,
3 najnizej lezace orbitale). W ten sposob, dojdziemy do naturalnego rozszerzenia modelu
z hamiltonianem (281), gdzie operatory kreacji i anihilacji (oraz wspolezynniki) maja
jeszcze indeks orbitalowy. Dochodzimy wiec do og6lnej postaci hamiltonianu:

' b d
H = Z tza] Iaacjbg—f_ Z Vspf zsa ]pa/clda’ckfa (307)

,7;a,b;0 igkl;spdf;o,0’

Postaé ta jest ogdlna, ale mato czytelna. Wymienmy wiec szczegolne przypadki, ktore w
naturalny sposob pojawiaja sie przy analizie Hama (307).

12.8.1 Multi-band HuM

Zaktadamy tu, iz elektrony z dobrym przyblizeniem zachowuja swoja tozsamosé¢ przy
przeskokach miedzy weztami (oraz na weztach). Ponadto zaktadamy, ze w oddzialywaniu
czterofermionowym najistotniejsze sa czlony, ktore — tak sie sktada — maja wyrazista
interpretacje fizyczna.

Multiband Hubbard model: Consider the system in which two species of spin one-
half particles (let’s call them d and f electrons) are present. Assume that the Hamiltonian
describing the system has the following form (“two-band Hubbard model”):

Huuwyar =Ta+ Ty +Va+ Vi + Vg + 5, (308)
where:
To=—tg Y (d,d,+hc), Tr=—t; Y (fl,fi,+he); (309)
(ij);o==+ (ij);o==+
V= UdanHndz_; Vi = UonanfZ_; Vi = Udenfmd“ (310)
SHeis = ZJ 5% Si» (311)
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Here: o is the spin index; i — site index; ng; = ngi4+ + Naqy— (@ is the band index, so
in our case it assumes the values d and f); Sq. 18 the spin operator, being the bilinear
combination of creation and annihilation operators: sg,; = >, Uf{n,a;an/, where oy is
a-th Pauli matrice.

The model defined by (308) and (311) is a slightly generalized two-band Hubbard
model with Hund on-site interaction, studied in numerous papers, mainly in the context

of metallic ferromagnetism.

12.8.2 Periodic Anderson model

Tu zaktadamy, iz elektrony, nalezace do réznych orbitali, moga sie mieszaé, tzn. ze ma
miejsce hybrydyzacja.

W najprostszej (moze nie najprostszej, ale w miare prostej) wersji za66zmy, ze mamy
dwa rodzaje orbitali na kazdym wezle; nazwijmy je d oraz f. Elektrony kazdego rodzaju
mogy skakac po sieci, co opisuja cztony T} oraz Tt. Moga ponadto hybrydyzowad, co opisuje
czton My. Wreszcie oddziatywuja na weztach oddziatywaniem 'on-site’, co opisujg cztony
Vd, Vf oraz Vvdf-

Mamy zatem:

HPAM; =T34+ Tf + Vi+ Vf + Vdf + Mdf, (312)

Wiekszosé z tych czlondéw byta zdefiniowana wyzej przez wzory (?7) i (310), tak ze
pozostaje tylko napisa¢ wyrazenie na czton hybrydyzacyjny:

My =m"™ 3 (dl, f, +hec)+m= Y (d,f,+hec) (313)
(ij);o0==% o=+

gdzie is oznacza 'inter-site’, zas 'os’ — 'on-site’.

Model Andersona zostal przez niego zaproponowany do opisu problemu domieszki
magnetycznej w matrycy niemagnetycznej [?]. Oryginalny hamiltonian Andersona miat
mniej wyrazow byly tam jedynie Ty, Vi i wyrazy hybrydyzacyjne. PoZniej zaczeto rozpatrywac
model Andersona jako naturalng modyfikacje modelu Hubbarda i stosowaé¢ do opisu
skorelowanych elektronow wszedzie tam, gdzie mamy podejrzenie (lub pewnosé), ze istotne
jest mieszanie sie elektronéow z roznych orbitali.

Dla obydwu modeli — wielopasmowego HuM’a i PAM’a — praktycznie nie mamy $cistych
metod analizy.

e [stnieja rozne wyniki $ciste przewaznie dla standéw podstawowych dla waskich podzbioréw
przestrzeni parametrow.

e Sa metody Hartree-Focka oraz niewolniczych bozonow (’slave bosons’), ale trudno
powiedzie¢, na ile przyblizenia te s wiarygodne. W wielu sytuacjach intuicja fizyczna
podpowiada, ze s3.

e Jest tez metoda DMFT (’dynamical mean field theory’), pozwalajaca na analize
uktadu w nieskonczonej liczbie wymiaréow, co — jak sie okazuje — bardzo analize
upraszcza. Otrzymano w ten sposo6b bardzo wiele wynikow dla réznych wielkosci,
zar6wno statycznych, jak i dynamicznych [21]. Naczelnym pytaniem o zasadnosé
wynikow DMFT jest, jak daleko jest od 3 do nieskoriczonosci. W wielu sytuacjach
mozna argumentowac, ze catkiem blisko i ze analiza uktadéw silnie skorelowanych
metoda DMFT jest wiarygodna dla uktadéw trojwymiarowych.
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13 ZADANIA

Uwaga. Do wielu zadai mozna znalezé wskazowki, badz rozwiazania, w ksiazkach [1], [2],
3], [4]- Zachecam jednak do samodzielnej pracy, i ew. por6wnania ze znanymi rozwiazaniami
po, a nie przed rozwigzywaniem.

1. Znalez¢ ilos¢ stanow zwigzanych w jamie prostokatnej o glebokosci U = 2 i szerokosci
a = 3 (1p). Znalez¢ tez funkcje wlasne stanu o najwyzszej i najnizszej energii, (1p)
+ wykresy (0.5p).

_uv

cosh?(z/a)

(3p). Za ilustracje tzn. wartosci energii z dokladnoscia numeryczng, + wykresy f.

falowych dla U = 2, a = 3, dodatkowo 1.5p.

2. Znalez¢ poziomy energetyczne i funkcje falowe czastki w otencjale V' (z) =

3. Znalez¢ stany wlasne i energie wlasne czastki w symetrycznym potencjale "V’, tzn.
rownego 0 dla |z| > a, oraz A(% — 1) dla |z| < a (3p.) Zilustrowa¢ funkcjami
whasnymi i energiami wlasnymi dla A = 3, a = 4 +wykresy (1.5p)

4. * Wyprowadzi¢ oszacowanie Calogero (91) (4 p) Wsk. Reed, Simon IV

5. Znalez¢ wspolczynnik przejscia przez paraboliczng bariere potencjalu (2.5 p.) +
wykres wspotezynnika przejscia w funkcji energii (1 p).

6. Znalez¢ widmo czastki w potencjale kawatkami parabolicznym z ptaskimi przerwami
miedzy parabolami. (3p); ilustracja 1.5p

7. Potencjal symetryczny W (tzn. kawatkami liniowy) double well (3p.), za ilustracje
1.5p.

8. * Rezonans z niezerowymi czesciami rzeczywista i urojong w potencjale udu prostokatnym
(4 p).

Numerki
9. N Stany zwiagzane w potencjale Lennarda-Jonesa (2.5 p).
10. N Kwartyczne double well (2.5 p)

11. N Stany zwiazane w 2, 4, 6 i 8 studniach parabolicznych obok siebie (3 p.)

Modele sieciowe 1-d
12. Pokazaé zaleznosci asymptotyczne gestosci stanow (166) i (167).

13. Znalez¢: Warunki na dopuszezalne energie (wzory); energie jako funkcje k (rysunki —
a wzory, jesli komus uda sie znalezé jawne, to jak najbardziej); oraz gestosci stanow
dla potencjalow (wzory + rysunki) dla potencjalow o okresie 4 i 5:

(a) 0,0,0,U,0,0,0,U,...
(b) 0,0,0,0,U,0,0,0,0,U, ...
(¢) 0,U,0,0,U,0,U,0,0,U, ...

Modele sieciowe 2-d

101



14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Przeprowadzi¢ analize¢ punktow krytycznych dla EZ na sieci heksagonalnej (1p)
Przeprowadzi¢ analize punktow krytycznych dla EZ w przypadku ¢’ # 0 (1.5p)

Otrzymac¢ Ey dla czastek swobodnych na sieci heksagonalnej z potencjatem Néela
(1.5p.)

* DOS dla grafenu (3.5p.)

Zanalizowa¢ znikanie przerwy energetycznej przy zmianie U dla potencjatu Néel 3.
Wsk. W momencie znikania przerwy energetycznej dwa pierwiastki rownania na Fy
staja sie réwne, zatem nie jest konieczne stosowanie wzoréw Cardano.

* Analiza ukladu z trzema stalymi przeskoku i znalezienie przypadkow, kiedy DOS
da sie policzy¢ analitycznie, i policzenie przypadku zdegenerowanego (3.5p.)

Stwierdzi¢ numerycznie, czy bedzie lokalizacja Andersona w 1d, dla modelu bez

potencjatu, ale z przypadkowymi statymi przeskoku. S tu oczywiscie rézne mozliwosci
realizacji (np. stale maja wartos¢ —t z prawdopodobiefistwem p i warto$é +t z

prawd-stwem 1 — p). Zaproponowaé tez jakas wlasna realizacje przypadkowych

stalych przeskoku. (2.5 p)

Tustracje (poprzedzone wyliczankami) lokalizacji Andersona w 2d (2.5p.)

Pouzupeia¢ brakujace rachunki dla modelu Hubbarda, zaznaczone jako z.d. w
rozdziale mu poswieconym.

Zaliczenie: Od 10 p.
Skala ocen: 10-12: 3; 12-14: 3+; 14-16: 4; 16 i powyzej: 4+. Kto chce mie¢ 5, musi
przedstawi¢ rozwigzanie przynajmniej jednego z probleméw z gwiazdka.
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