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Matematyka:Matematyka I - ¢wiczenia/Regula de
I'Hospitala

Regula de 1'Hospitala
Zadanie 1

ZnaleZ¢ graniceg:

(1) li_r%ctgxlog{l +x} .

Wskazowka

Nalezy przepisa¢ granicg¢ w postaci ilorazu, aby mozliwe bylo zastosowanie twierdzenia de 1'Hospitala.

Rozwiqzanie

Zapiszmy granice w formie:

: i log(l4 1)
2) ll_IEle‘tgxlOg{l + x} = ll—%tgir .

"

Granica ma charakter ', a funkcje w liczniku i mianowniku spetniaja zalozenia twierdzenia de 1'Hospitala.

0"
Mozemy wigc napisac:
1
. Hoy o d4r _
3) lim ctg xlog(l +x)= lim i =1,

limeosz =1
x—l .

gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze Litera "H" oznaczyliSmy powyzej miejsce, w ktérym

skorzystaliSmy z twierdzenia de 1'Hospitala.

Zadanie 2
Znale7¢ granice:

. cosr —coshax
lime —————.
xr—0 sinzx —sinhzx

“

Wskazowka

Zadanie bardzo tatwe, bez wskazowki.

Rozwiaqzanie

Jak wida¢, granica ma ponownie charakter " — ", a funkcje w liczniku i mianowniku spelniaja zatozenia twierdzenia

0
de I'Hospitala. Zachodzi wigc réwnos¢:

cos x — coshx cos x — coshx — x(sinz + sinhx)

. H .,
limeg — = lim
r—0 sinr — sinhx r—0 cosxr —coshr
. r(sinzx + sinhx
=lim(1l—-——mm — ¢
(®)] x—0 cosr —coshax
sin T + sinh =
= lim|1—- —= L .
— cosr—1  coshxr-—1
xr xr
Jesli teraz skorzystamy ze znanych granic:
é\uks,)
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. cosx—1 . —2sin® % 1
lm—— = lim—==——,
x— 1-2 x— 11:22 2
. coshr—1 . 2sinh” 3 1
(6) lim ——— = lim ——* =,
T—0 r r—0 2
. sinx . sinhx
lim —— = lim =1,
r—l T x— xr

@) limr ————T 3

Zadanie 3
ZnaleZ¢ granicg:
. tgxr—=x
lim ————.
®) z—0 gin’
Wskazowka
Zadanie bardzo tatwe, bez wskazowki.
Rozwiqzanie

0
Granica ma charakter " = ". Funkcje w liczniku i mianowniku spetniaja zalozenia twierdzenia de 1'Hospitala, wigc

0

mozna od razu zastosowaé zawarty w nim przepis:

_ 1 _ 2
L o tgxr—= H . = 1 o 1 —cosx
1111'1 3 = llm 5 7 = 1111'1 273
— T T+ I €T r— I I
©) 0 sim 0 3sin” xcos 0 3sin”® x cos
sin®

= l =

im =-.
z—03sin® reosdxy c—03cosdxr 3

Zadanie 4
Znalez¢ granice:

2 [—
m log x + log” = :r:+1‘

|
(10 i ——
Wskazowka
Nalezy dwukrotnie zastosowac regulg de 1'Hospitala.
Rozwiqzanie

T 0
Gdy ¥ zbiega do jedynki, to logx — 0 oraz cos 2 0, wige granica ma ponownie charakter " 0 ". Funkcje w

liczniku i mianowniku spetniaja w otoczeniu & = 1 zatozenia twierdzenia de 1'Hospitala. Piszemy wiec:

i 10gx+10g2:::—x+151_ %4-2'“%_1 B 21_ %+2|+-3rgr_l
a st cos? I g —2Z% cos ZE sin Trol  sin(az)

0
Otrzymana granica jest w dalszym ciagu typu " 0 " 1 nadal spelnione sg zalozenia twierdzenia de 1'Hospitala, wigc

sprébujemy zastosowac je ponownie:

. logz +log’z—z+1y 2, —L+Z -2z 2
(12) lim 35z =— — lim ==
r—1 cos® IE T r—1 7 cos () m
é\\‘\-"l&'/)
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Zadanie 5

Znalez¢ granicg:

im = (L1
(13) r—0 T \x sinx ’

Wskazowka

Nalezy zapisa¢ wyrazenie w postaci ilorazowej, do ktérej mozna juz zastosowac regute de 1'Hospitala.

Rozwiqzanie
Sprowadzajac wyrazenie w nawiasie do wspdlnego mianownika, mozemy wyrazenie (13) zapisa¢ w formie:
. 171 1 . sinr—=x
r—0r \ T Slnr r—0 1“8

"

Granica ma teraz charakter " =~ ", a funkcje w liczniku i mianowniku spetniaja zalozenia twierdzenia de 1'Hospitala.

D 9
Stosujac je do naszego wyrazenia otrzymujemy:
lim L (1o L ) Eyy el
(15) s—0x \x sinr/) =—02rsinr+azlcosz’
Uzyskang granice znajdziemy, ponownie stosujac regute de 1'Hospitala:
. 141 1 H . —sinx
lm—[—— — | = lim — _
z—0r \r sinr v—0 2sinr +4r cosx — 2?sinx
1o ! %= 1
= 1111 — = ——= .
v—0 2508 4 4 cos r — wsine 6

gdzie wykorzystaliSmy (6).

Warto jeszcze dodad, ze nie musieliSmy powtdrnie stosowaé reguty de I'Hospitala do granicy po prawej stronie (15),
Lo X

gdyz mozna ja byto takze znaleZé wykorzystujac tozsamosé: 1 — cos a = 2sin’ 2 i przeksztatcajac wyrazenie w

nastepujacy sposéb:

_ 94 2z _Q(Si'l%)

a7 i S =t e, v ) L

r—0 2zsinr +x2cosx r—0 2zxsinr + a2 cosx x—0 2 80L | cog 6
Zadanie 6
Znalez¢ granice:

lim L — 1
(18) r—i\logx =x-—1/"

Wskazowka

Nalezy zapisa¢ wyrazenie w postaci ilorazowej, do ktérej mozna juz zastosowac regute de 1'Hospitala.

Rozwiqzanie

Procedura rozwiazania zadania polega na sprowadzeniu wyrazenia w nawiasie do wspdlnego mianownika, a

nastgpnie dwukrotnym zastosowaniu twierdzenia de 1'Hospitala. W wyniku tego otrzymujemy:

_ 1 1 x—1-logzry .. 1-1L
lim|{ — — —— ] = lim = lim L
19 s—1\logz x—1 z—1 (& —1)logz ~ z—1logr + ==L
(19 _ 1 r—1 171
- :I——Inl rlogr+x — l_.rl——ml logx +2 T2
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Zadanie 7

Znalez¢ granicg:

(20) .11:1——1111(x5—1_:r4—1)‘

Wskazowka

Nalezy zapisa¢ wyrazenie w postaci ilorazowej, do ktérej mozna juz zastosowac regute de 1'Hospitala.

Rozwiqzanie

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, procedura rozwiazania zadania polega na sprowadzeniu wyrazenia w nawiasie

do wspdlnego mianownika, a nastgpnie dwukrotnym zastosowaniu twierdzenia de 1'Hospitala. W wyniku tego

otrzymujemy:

i 5 4 _ hat — 45 —1 H i —20z* + 2023
. r\B 1 A1) T P B AT 1 o1 025 5t — 40
@y — 0lim =l B egpy b L

- r—192% —5r—4 ro145rt —5 2
Zadanie 8
ZnaleZ¢ granicg:
. log{l4x

(22) 11m+{tg x) stlte)

r—

Wskazowka

Zamiast oblicza¢ wprost granice (22), nalezy obliczy¢ granice logarytmu z wyrazenia w tresci zadania.

Rozwiqzanie

Aby przeksztalci¢ granice do postaci, dla ktérej mozna zastosowaé regute de I'Hospitala, wykorzystamy wtasnosci

funkcji logarytm. Zamiast obliczaé (22), znajdziemy:

] oe{14e ] . logtgx
(23) :l_l.%-l+ log (tg 2)"** ™ = :1_1.151+ log(1 + ) logtg.r = rl—1°m+ I {i+ ] ‘
og T

[[—T)

Otrzymana granica ma teraz charakter o A funkcje w liczniku i mianowniku spelniaja w otoczeniu punktu

x =} zalozenia twierdzenia de 1'Hospitala. Stosujac je do prawej strony (23), otrzymujemy:
1 1

_fr@ds gy U +) log?(1 + )
—1 1 ; :

(i) TiE r—0+ sin 2r

Teraz musimy ponownie zastosowac regut¢ de 1'Hospitala:

log({l+x) H 1.
o1+ 2 Jim
r—0+

(24) lim log(tg z)

log®(1 + ) + 2log(1 + )

(25) lim log (tg z)'*#0 L lim, 505 =0.
x— r—l €I

Za wzgledu na ciagtos¢ funkcji logarytm, mamy
0= lim log (tg )" = log | lim (tga)'o="*=)| |

(26) lim log (tg ) g | lim (tg)

skad, dzigki jej r6znowartosciowosci, mozemy juz wnioskowac, ze

27) 1.1%1+ (te I}IDE(HI) =’ =1.
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Zadanie 9
Znalez¢ granicg:

. ayylos(1+%)
(28) IILIICL (log (1 + E)) R

gdzie a,b >0

Wskazowka

Zamiast oblicza¢ wprost granice (28), nalezy obliczy¢ granice logarytmu z wyrazenia w tresci zadania.

Rozwiqzanie

Najpierw przeksztalcimy granice do postaci, dla ktérej mozna zastosowaé regule de I'Hospitala, wykorzystujac

wlasnosci funkcji logarytm. Zamiast obliczaé (28), zajmiemy si¢ granica:

lim log (log (1 + g))IDE{H%) = limlog|1+ E) log (log (1 + g))

T—oo Tr—oo xIr

29 2
(29) — lim log(logi:l-l-r])‘

F—0C
IDg'-| 1+% J

, a funkcje w liczniku i mianowniku spetniaja zalozenia twierdzenia de I'Hospitala.

n__n

oo

Granica (29) jest juz typu

Wykorzystujac je, otrzymujemy:
1 1 —i

log(1+L og(1+2)  T+E " =7

lim log (log (1 + E)) o I} e lim : 5_11'" +1’ —

(30) o : T Ay W
a . x+b log?(1+2)
= —— lim -

br—cz+a log(l+2) "
Aby skorzysta¢ z twierdzenia o granicy iloczynu, osobno znajdziemy (ponownie postugujac si¢ reguta de
I'Hospitala) granice:

log? (1+2) 4 . 2log (14 2) 1.,1._5 =
im ————== = lim ———=
31) === log (1+3) ‘;“‘ Ak =
— 22 lim Z “1og(1+_)=0.
ar—ocx+ b T

Oznacza to, iz zeru réwna jest takze granica (30), a dzigki ciaglosci i réznowartosciowosci funkcji logarytm,

mozemy od razu napisa¢ wynik koficowy:

. a Ing{1+%) 0
(32) Ian;lc_ (log (I—I—;)) =e'=1.
Zadanie 10
ZnaleZ¢ granicg:

1

. I\ T

i (0 ) =7
Wskazowka

Zamiast oblicza¢ wprost granice (33), nalezy obliczy¢ granice logarytmu z wyrazenia w tresci zadania.
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Rozwiqzanie

Podobnie jak w poprzednich przyktadach, wykorzystujac witasnosci funkcji logarytm, przeksztalcimy granice¢ do

postaci, dla ktérej mozna zastosowac regute de 1'Hospitala. Zamiast oblicza¢ (33), znajdziemy:

1 H rm
. . aw\ = . log (sin IF)
G4 lm log (sin =) ™" = lim <=
Otrzymana granica (34) ma postaé " 0 ", a funkcje w liczniku i mianowniku spelniaja zatozenia twierdzenia de

I'Hospitala. Stosujac je, otrzymujemy:

1 _ 1:_11. K iy
@) Jimlog (sin ) T S i =g
Ponizej bedziemy chcieli skorzystaé z twierdzenia o iloczynie granic. W tym celu znajdziemy osobno:
zz (4w in iz
cos sin 7

(36) lim —2 = lim——2— =—lim—2% =2

r—l1 1 — 1 f=r—1 #—0 t F—0 t 2
W konsekwencji mamy:

37 lim lo (sinﬁ)“:” ——ﬂ
( ) x—1 E 2 a 8 ’
1 ostatecznie:
. 2 ﬁr _=Z

(38) lim (sm—) — e F

x—1 2
Zadanie 11
ZnaleZ¢ granicg:

lim 2 +ar+1Y\"
(39) z—oc \ 22 +br+1/) 7
dlaa.beR,

Wskazowka

Zamiast oblicza¢ wprost granicg (39), nalezy obliczy¢ granice logarytmu z wyrazenia w tresci zadania.

Rozwiqzanie

Postepujemy wedtug schematu zarysowanego w poprzednich zadaniach. Najpierw obliczamy:

. 24 ar+1N\" . 2 4ar+1
lim log| ——— | = lim zlog | ———

T —oo 2 +br+1 T —oe 2+ br+1
2r+a 2r+b
(40) — lim ].Og{rz + ar + 1} T ng{:cz + br + 1}2 lim = +ar+l _1 ri+br+1
x4{a—b}+x2{rb—a} =
= lim =a—h.
r—oc (22 +ax + 1)(z2 + br + 1)
a stad wnosimy, ze:
lim r? +ar+1 I_ aeb
S z—oc \ 22 +bhr+1 = ’
KAPITAt LUDZKI g unia uRoPEISKA SRR
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY e

» -
£ g
s gy

Projekt Fizyka wobec wyzwar XXI wieku wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



Matematyka:Matematyka I - ¢wiczenia/Reguta de I'Hospitala

Zadanie 12
Znalez¢ granicg:

. . tgx
“2) Jing (sinz)

Wskazowka

Zamiast oblicza¢ wprost granicg (42), nalezy obliczy¢ granice logarytmu z wyrazenia w tresci zadania.

Rozwiqzanie

Metoda postgpowania jest nam juz znana, wigc od razu obliczamy:

. . . . . . logsi

lim log (sinz)*®* = lim tg rlogsinz = lim ogsnz

(43) I—r% I—r% cosa I—r% C‘tg I
= lim =82 — — lim sinzcosz = 0.
7T TEnfx T3

W konsekwencji mamy:
(44) lln"l' {Sinx}tg = EO =1.

T—T
Zadanie 13
Znalez¢ granice:

2

(45) lim (sin )T

T—x

Wskazowka

Zamiast oblicza¢ wprost granice (45), nalezy obliczy¢ granice logarytmu z wyrazenia w tresci zadania.

Rozwiqzanie

Obliczamy najpierw:

 x . . . logsinz
lim log (sinz)® © = lim tg?xrlogsinz = lim g—z
T—F r— r—3% ctgtx
(46) H . ctg x L. . 2
= lim —————=—-5 limsiner=—7.
T—5 —th.g r EE_I 2 T—5 2
W konsekwencji otrzymujemy:
2 1 1
lim (sinz)® *=e"7 = —.
@7) Jin %{ z) ¢ 7
o L‘RSI)’.,. o
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