Wyznaczenie momentu
bezwtadnosci przy uzyciu
wahadta torsyjnego



Wahadto torsyjne
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Wahadto torsyjne

Nowy moment bezwtadnosci
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Podczas drgan wahadta zachodzi odksztatcenie drutu polegajace na Scinaniu...



Odksztatcenia sprezyste

Sprezystosé (elastycznosé) — wtasnos¢ powodujaca, ze odksztatcone ciato
dazy do stanu poczatkowego.

Dla idealnie sprezystych ciat naprezenia w nich wywotywane sg
jednoznacznymi funkcjami odksztatcen.

Przy niewielkich odksztatceniach wtasnosci ciat statych

mozna opisywac traktujgc je jak ciata idealnie sprezyste, wtedy, jak to
wykryt R. Hooke dla prostych odksztatcen, odksztatcenie jest
proporcjonalne do naprezenia (sprawdzmy czy ono dziata...).

... a potem zajmijmy sie przypadkiem odksztatcenia postaci bez zmiany
objetosci jakim jest tzw. scinanie...



Scinanie
Rozwazmy kostke prostopadto$cienng przyklejonej do podtoza’
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Kazdy element gornej powierzchni kostki poddany jest naprezeniu stycznemu...

F F — sita dziatajgca stycznie do gornej powierzchni kostki
O, = S — powierzchnia gornej scianki kostki

Odksztatcenie kostki polega przesunigciu gornej scianki w kierunku naprezenia,
bez zmiany ksztattu tej scianki. Scianka przednia i tylna przyjmujg ksztatt

rownolegtobokow, scianki boczne pochylaja sie o kat ¥

W tym wypadku prawo Hooke’a ma postaé: |y = '| G —moduf sztywnosci

"Aby naprezenia powstajgce na brzegach nie miaty znaczenia wysokos$¢ kostki powinna byé znacznie mniejsza od
pozostatych wymiaréw



Skrecanie (scinanie) preta

r

Pret dzielimy na rurki o promieniu ri grubosci dr
Goérny koniec rurki jest zamocowany.

Do dolnego konca przyktadamy pare sit o tej
samej wartosci i przeciwnych zwrotach — tworzg
one moment skrecajacy pret, ktory rownowazg
naprezenia scinajgce powstate w precie.

re Kazdy element rurki ulega scinaniu o kat vy
[
_ 0, G-modut Sztywnosci
7/ =
G
Poniewaz ¢ - kqt skrecenia konca

7/: Q rurki

[ 1-dlugosé rurki
Zatem naprezenie scinajace:

at:rlgoG



Skrecanie preta

Moment sit sprezystosci
rownowazgcy moment sit zewnetrznych:

dM = AFr
dM =6 ASr . g = AL | zdefinici
AS | naprezenia $cinajacego

dM =0, 2 drr

dM = re G 2mr’dr A F — sita styczna
! AS — powierzchnia

270G przekroju rurki

dM :l¢r3dr

Sumujac przyczynki od rurek o réznych promieniach
dostajemy catkowity moment sit sprezystosci rownowazacy
moment sit zewnetrznych

271G (R G R* D_G7ZR4:GJ

M= rdr=— =D
® ;9 Q@ Q@ I 2 ]

D — moment kierujacy 5
J — geometryczny moment bezwtadnosci J = ” rds
S




Badajac drgania torsyjne wahadta fizycznego

mozemy wyznaczy¢ modut sztywnosci G materiatu,

z ktorego wykonany jest drut...

Materiat Modut sztywnosci | Wspédtczynnik
GPa Poissona

guma 1.6-103 0.46-0.49

miedz 40-48 0.35

stal 82 0.29

wolfram 132 0.17

szkto 17-30 0.2-0.3




Skrecanie watow napedzajgcych maszyny

Moc przekazywana przez wat napedowy:
P=Mo

Zamiast watdéw stosuje sie czasem rury...
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Jaki powinien by¢ promien zewnetrzny R, rury o promieniu
wewnetrznym R,, aby dawata ona taki sam moment
skrecajacy jak pret o promieniu R,

R =*2R =119
7R :ﬂ(R;—Rf) ——> ’ (12 ,
2 2 SZ: ZRI—R1 :x/E—l
Sl R12

Warto uzywac pustych watkow!



Sprezyna
Przy rozcigganiu sprezyny drut, z ktdérego jest ona wykonana
ulega skreceniu o kat 6 (nie jest to jednak tak proste jakby sie wydawato —
trudno zauwazy¢ skrecenie drutu, gdy rozciggamy sprezyne — jak to sie
dzieje - patrz dodatek). AL
Q= 5 R, — promien sprezyny

S

Skrecenie to wywota pojawienie sie momentu sity:

4 .
G r — promien drutu

M=- 9 [ - diugosé drutu

Moment sit sprezystosci rbwnowazy moment sity zewnetrznej F przytozonej

doktadnie wzdtuz osi sprezyny
M=RF

F.aczac powyzsze wzory 1 biorgc pod uwage, ze dlugos¢ drutu spre¢zyna wynosi
[ =27NR, (gdzie N — liczba zwojow sprezyny) dostajemy ostatecznie:
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F — Ah Gl’
3 — k =

4R’N Fo=—kth K= oy




Rozcnaganle drutu

A A Wydtuzenie wzgledne: [ =1, Al _
[, l0
Prawo Hooke’a (dla niewielkich odksztatcen):
£ = 9 G- naprezenie normalne
, E — modut Younga
’ Al
S [,
Przewezenie wzgledne: AJ
E=——
d — d,
Rt e 4 ) Dla odksztatcen sprezystych:

an E = UE| b luzgf

5

L - wspotczynnik Poissona



Modut Younga

Materiat Modut
Younga (E)
GPa
uma 0,01-0,10
Polietylen (LDPE) 0,2
Polipropylen (PP) 1,5-2,0
Ostonka wirusa 1-3
Poli(tereftalan etylenu) 2,0-2,5
(PET)
Polistyren (PS) 3,0-3,5
Nylon 2-4
Drewno debowe 11
(wzdtuz widkien)
Beton wysokiej 30
wytrzymatosci (Sciskany)
Magnez (Mg) 45
Stop glinu (aluminium) (Al) 69
Szkto (SiOz2, 72

Na2C0Os, CaCOQOs)

Materiat Modut
Younga (E)
GPa
Szkio (SiOz, 72
Na2C0Os, CaCOs)
Mosiadz (Cu, Zn) i 103-124
Braz (Cu, Sn)
Tytan (Ti) 105-120
Kompozyt z 150
widkna weglowego
Zelazo kute i stal 190-210
Wolfram (W) 400-410
Weqlik krzemu 450
(SiC)
Weqlik tytanu (TiC) 450-650
Miedz 100-115
Cynk 84
Olow 16
Cyna 47
Nanorurka' >1 000
Diament (C) 1 050-1 200

http://pl.wikipedia.org/wiki/Modu%C5%82_Younga




Wspotczynnik Poissona

Materiat L
Guma 0,46-0,49
Otéw 0,45
Aluminium 0,34
Stal 0,29
Szkto 0,2-0,3
Kwarc 0,2
Wolfram 0,17




Zmiana objetosci preta przy rozcigganiu

I, +Al

Zmiana objetosci przy rozcigganiu:
— 2 27 _
AV =n(r,+Ar) ([, + Al) —7nr)l, =

Al Ar O O (o}
~muril| —+2— |=V| —=2u—|=V,.—-1-2
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Do$wiadczenie pokazuje, ze AV/V20  ==> |l <1/2




Odksztatcenie objetosci

Wzgledna zmiana objetosci: _ AV _

o —Kp
1 p — cisnienie

K- wspofczynnik Scisliwosci
K — modut scisliwosci

I <
r\\
%\
<

> <« £ Doswiadczenie myslowe:
- kazda z krawedzi ulega skroceniu o czynnik
M """"""""""" (1-p/E)

- jednoczesnie w wyniku dziatania cisnienia
w kierunku poprzecznym poissonowskiemu
wydtuzeniu w stosunku (1+pp/E)(1+up/E)

c Dtugos¢ krawedzi po deformacji:
[=1,(1-p/E)(1 +up/E)?

pY(,. Y p Hp 3(1-2u)
v=0>1-2 |1+ | =2v.1-3)1+6 )=V | 1-"
o( Ej( E] o( E)( E) o( E pj

_AV:3(1—2,u)p 3= e E
vV E E 3(1-2u)




Zwigzek pomiedzy modutem Younga | modutem sztywnosci.
Rozwazmy scinanie ptytki...
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d — grubosc ptytki

Wypadkowa sita wzdtuz
przekatnej, do powierzchni
przekroju ptytki wzdtuz
przekatne;...

a2

Naprezenie styczne:
F

o, =
ad

Naprezenie normalne:

F2 F

— = :O'
ad |2 ad '
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Naprezenia normalne

Zmiana kata _ 0, G — modut
rozcigga przekatng pomiedzy bokami V= G sztywnosci
2AD =2Aa 2
Zmiana dtugosci przekatnej: t Z ~ Z — Aa — 2Aa
- rozcigganie ,podtuzne” g 2 2 agl? a
- rozcigganie poissonowskie
Il
oap=%p+u%p="45p 2Aa o
E E E =, G
ﬂ a
2Aaf— O'af - _1+,UO.
@ / 26 E
20a 1+ u > G E
- @ @ 0= 0 ; —
a E 2(1+ )
Czyli: s

G mniejsze niz E (od 1/3 do 1/2 E)

ograniczenie na
wsp. Poissona

u>-—1




- Zginanie belki

Popatrzmy jak odksztatca sie
. gumka myszka,

- Napisy na papierze...

A
‘Sn.

- -'przéd odksztatceniem przekroje p, g byty rownolegte (odlegte od punktu -
zamocowania 0 X, X+ AX

- PO ugieciu przekroje tworzag kat ¢

- warstwa V znajdujgca sie w odlegtosci y od warstwy W (neutralnej) wydtuza
SIg 0 gy

- element belki o dtugosci Ax i grubosci Ay i szerokosci b jest odksztatcany
pod wptywem sity F, = o AA (AA — pole przekroju poprzecznego warstwy V)

H. Szydtowski Pracownia Fizyczna (PWN)



AF, = 0AA = E€AA

Powierzchnia elementu V :
AA=DbAy

Py

Wydtuzenie wzgledne (rysunek): &=""

Stad: AF = E@;bAy
Ax
Moment tej sity wzgledem warstwy W

@, 2
AM = yAF =E " by’A

Ax

Sumujac przyczynki od wszystkich warstw mamy:

hl?2

- ®
M_Eij

—h/?2

wdy=E % J
yidy=E *

gdzie geometryczny moment
bezwladnosci

hil2

J = by

~h/?2

*dy = jysz
A

(element powierzchni zamiast masy)




Dla belki o przekroju prostokatnym (zginanej prostopadle do /)
A

1 y
J= bh’
12 B e h
Moment sit sprezystosci < b >
wytworzony w elemencie belki o

dlugosci Ax : 7 M

M=E"J] —=> o= Ax
Ax Y EJ

Belke odksztatca moment sity

zewngtrznej F

M=((-x)F :>(0=£J(l—x)Ax

Poniewaz pomiedzy stycznymi do belki w punktach p, g wynosi @, to
przyczynek AS do ugiecia belki S wyniesie:

AS=@(l—x) ==> AS =£J(z—x)2Ax



Sumujac ugigcia od wszystkich przyczynkow Ax dostajemy:
F | 1 F
S=— fu-xpde=_ "1
EJ 3 EJ

Dla belki o przekroju prostokgtnym:

Im wiekszy moment

3
S = 4 1 F Geometryczny, tym trudnie;
bh’ E zginac!
. . : Materiat powinien by¢ wiec
Ugigcie zalezy od ksztattu przekroju! jak najdalej od osi zginania.

Puste w srodku wytrzymalsze?
/A ST
J =" R* Mosty, konstrukcje i kosci...
Pq
T 4 4 |
J.=(R,—R) D
4 <>

1 d/2
J,=12(DH3—2dh3) = | H




Podparcie (niewazkiegj...) belki z

dwoch koncow
F/2 A A F/2

ol

| [ |
< >
Belka zamocowana Belka podparta
z jednej strony z dwéch stron
4 13 4 3
- F 4 (1/2) -
S, o EJ —> Sz_th o (F/2)=S,/16

Czyli znacznie mniej sie uginal

Sprobujcie sami znalez¢ ugiecie belki zamocowanej z dwoch stron...



Moment sity jeszcze raz...

A

M=E e J ‘ Promien krzywizny
Ax
EJ

M= k)

Z. matematyki wiadomo, ze krzywizna

Y i Dla matych ugiec:
4
R = axz a ) 3/2 1 _ a2Z
[1+(az) j R ox’
X

Stad mozna uzyskac informacje
ksztatcie belki...



0’ .
M(x)=EJ af —> rownanie na

X ksztatt belki
0’z F 0z
= (l—x) dlax=0 z=0,—7=0
ox> EJ 0x
warunki Strzatka ugjecia
9z 1F brzegowe 1 F belki zamocowanej
8x:_2EJ(l_x)2+C |:> C=2Ele na jednym z koncow
1L F 1 F [
2(x) = (I-x)*+Cx+D D=—" "1 1 F
6 EJ 6 EJ z(D)=_ 1
3 EJ
Wyboczenie belki ...(¢wiczenia) /_\
82Z F ] ) F

M(x)=EJ _
(x) 02



ZASADA DZIALANIA MIKROSKOPU SIL. ATOMOWYCH

pryzmat
laser /

detektor

lustro

dzwignia

probka

petla
sprzgzenia
Zwrotnego
_|_

komputer




Mikroskop AFM

mikroskop
optyczny
z kamera
AFM
~25¢cm .
MultiMode AFM
—— +Nanoscope I1la
Y i Digital Instruments
podstawa (obecnie Veeco)




Budowa mikroskopu AFM: ruchoma probka

Mikroskop optyczny
z kamera

Uchwyt dzwigni

Gtlowica

Skaner
Mocowanie skanera

Podstawka ——



Dzwignia ,,tapping mode”’

A N

y - e . ‘}.\L

t Magn Det WD Exp H———————— 50um 36 Sp Det WD Exp ———— sum

664x SE 13.0 1 Nanosensors 00 5FE 2180 Nanosensors

Dlugos¢ 125 pm
Szerokos$¢ 30 um
Grubos¢ 3 um
Wysokosé 10 pm
Stala sprezystosci 100 N/m
Czestos¢ rezonansowa ~300 kHz
Promien krzywizny 10 nm
Kat rozwarcia stozka 30°

Wwww.nanosensors.com



Tryb kontaktowy (,contact mode”)
Photodiode Array

Photodiode "B"

Photodiode "A"

A-B (Vertical Deflection) _Reflected
Voltage Laser Beam
\ A/D
/ O Volts | Converter
SVgt int
oltage
$ Computer

| Scanner

Tube




Tryb kontaktowy (,contact mode”)

i‘A"J

FigureA | | FigureB | Figure C | &

-

Figure D " Figure E




(TappingMode ™MAFM)

Photodiode Array
Photodiode "B"

o h N1
il | Ly il s

JLIL_U‘ QII“'._Ul“I =

Photodiode "A"

Reflected Laser
Beam

Reflected

A-B (Vertical Deflection)
Laser Beam

Voltage

Vx\ D

O Volts | Converter
v v

S

Setpoint
Voltage

Computer

Laser

Laser beam

scillating tup

Scanner
Tube




EFM — Electric Force Microscopy (Kelvin Probe Microscopy)

topografia

CV> V=const.

h~10nm

B ‘tadunek dodatni
tadunek ujemny

F(X):F(XO)+(X—XO)+.” Agy=—— "

Sita elektryczna (gradient) < zmiana czg¢stosSci rezonansowej

Pe¢tla sprzezenia zwrotnego: utrzymanie rezonansu

Przyciaganie < Spadek czestosci jl> Doswiadczenie w skali makro

. . . z ciezarkiem na brzeszczocie
hani Wzr y 4 | . .
Odpychanie ost czestosc | magnesami...




Dioda Schottky’ego Au/GaN

(ztacze metal-potprzewodnik)

100

1.0V

0.5V

0.0V

0 25 50 75 100 MM

topografia

granica poltprzezroczyste] warstwy Au

50 75

potencjat



GaN

Distance (um)

2.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

Dlstance (um)
potecjal (KPFM)

Distance (um)

0.0 10.0nm

700 20 40 60 80 100 12.0 14.0

Distance (um)
topografia (AFM)



MFM — Magnetic Force Microscopy

fi
h10nm topogratia

B domeny magnetyczne

BF 1 OF @,

F(x)=F(x,)+(x—x,)- St

Sita magnetyczna (gradient) & zmiana cz€stosci rezonansowe]

Pe¢tla sprzgzenia zwrotnego: utrzymanie rezonansu



Mikroskop sit magnetycznych

20.0

10.0

50.0 nm 20.0 Hz

25.0 nm 10.0 Hz

0.0 nM 0.0 Hz



Nanorurki weglowe

L. Forroro et al. Electronic and mechanical properties of carbon nanotubes,



Modut Younga dla nanorurki?

1O||||I1||l | T T T T T A T T S

0 5 10 15 20 25
diameter (nm)

Figure 5. Dependence of the apparent Young’s modulus (E app) on the diameter of SWNT bundles

meaured using AFM. The untreated bundles are represented by the open circles and the hydrogenated and
irradiated bundles by the filled squares.

L. Forroro et al. Electronic and mechanical properties of carbon nanotubes
(Wikipedia)

A. Volodin et al.,Phys. Rev. Lett. 84, 3342 (2000)
Palaci et al., Phys. Rev. Lett. 94, 175502 (2005)



NT-MDT sets new standards .09
for SPM solutions

Nanosurf® MobileS

N — N The Next Generation AFM _ o 4
o s o W5 5 =

The widest range of Scanning Probe Microscopes and related products

Demagnctization of the hard disk sample with the exterasl magnetic
field increase {0, 1520 Gauss). MEM images. Scan siee; 30 30ym.

Mobile & 0

AFAM image of composite
protein film - with aress of
difierent components.

Sean size: 313 .

STM image of carbon nanatube
deposived o an HOPG substrate.
Scan size 20x20 nm

Solver HV Solver P47H
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