Wyktad 5

Na ostatnim wyktadzie poznaliSmy bardzo wazny wektor charakteryzujacy
czastke — jest to wektor skierowany wzdtuz linii $wiata, gdy czastka jest swo-
bodna, a styczny do niej w ogdlniejszym przypadku. Wektor ten ma sktadowg

zerowg (zwang tez czasowg), oraz zmienne przestrzenne — od jednej w najprost-
szym przypadku do trzech w najogdlniejszym. Co ciekawe wektor ten ma sens 1
podobne zachowanie zar6wno w teorii Galileusza, jak i1 Einsteina, albo jest to:
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Obliczony w innym uktadzie inercjalnym (gdzie rozpatrywana czgstka ma
inng predkos¢) wyraza si¢ przez stare sktadowe za pomocg mnozenia przez ma-

cierz M- odpowiednio Galileusza, badz Lorentza.
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W najprostszym procesie sklejania dwoch ciat, badz rozpadu jednego na
dwa, wystepuja trzy takie wektory. Zawsze mozna dobra¢ rodzin¢ uktadéw iner-
cjalnych o r6znych predkosciach w ktorym wszystkie trzy czgstki poruszajg si¢
wzdluz jednej linii, dlatego to co najistotniejsze pojawi si¢ juz dla dwuwekto-
row.

Na ile tajemnicze, a na ile oczywiste jest pojawienie si¢ wspotczynnikOw
zwanych masami? Jest to tak kluczowe pojecie, iz warto spojrze¢ na sprawe
bardziej systematycznie niz w przykladzie z poprzedniego wyktadu, gdzie roz-
patrywaliSmy zasadniczo zderzenie czgstek identycznych.

Nie wiem, czy juz poznaliscie na zajeciach z matematyki pojecie liniowe]
zaleznosci, wzglednie niezaleznosci wektorow. W przestrzeni dwuwymiarowej,

kazde trzy wektory muszg by¢ liniowo zalezne! Sens tego jest prosty. Uktad

rOwnan na wspotczynniki m,,m,,m,



to tylko dwa rownania (goérna 1 dolna sktadowa) na az trzy niewiadome. Bez
problemu mozna rozwigza¢, nawet dodajac zadanie by ktérakolwiek z niewia-
domych wynosita tyle, ile sobie zyczymy. W przeciwnym razie, wyznaczyc
mozna tylko stosunki mas.

Ale zauwazmy jedng subtelnos¢! W réznych uktadach odniesienia liczby
ul,ul,u;,....s3 rozne. Czy to znaczy, ze ,,masy’, bo takg nazwe przyjmuje si¢ dla
owych wspoétczynnikOw kombinacji liniowej, w réznych uktadach bedg rézne?
O nie!!! Tutaj ujawnia si¢ wlasnos¢ dla ktérej kochamy wektory (i inne po-
krewne twory, tensory, spinory).

Powiedzmy, ze rozwigzaliSmy powyzszy uktad roéwnan dla dwoch mas
(przyjmujac, iz trzecig skad$ znamy, ewentualnie, gdy jesteSmy na samym po-
czatku drogi wyznaczania mas r6znych ciat w przyrodzie, przyjmujac ktoras za
jednostke) biorgc 6 sktadowych trzech dwupredkosci wyznaczone pomiarami w

jakims konkretnym uktadzie. Np. O’.
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Pomn6zmy teraz to rOwnanie (niewatpliwie prawdziwe) przez macierz M

(Galileusza badz Lorentza, zaleznie w jakg kinematyke wierzymy).
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Po prawej stronie, zero mnozone przez macierz da znéw zero. A po lewej?
Mnozenie kolumienek przez macierze, jak wynika z okreslenia ma wilasnosci
mnozenia przez liczb¢. Mozna mnozy¢ sum¢ mnoza¢ kazdy sklgdnik z osob-

na. Mozna czynnik liczbowy ,,wycigga¢”’ przed macierz.
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Zrozumcie, Kochani, ze wspotczynnik m trzymam te same.

I z tymi samymi masami, co wyznaczone sg dzigki pomiarom sktadowych
primowanych, mamy spelnione nowe réwnania z predkosciami z uktadu O,
gdyz M dzialajac na kolumienke primowana, daje kolumienke nieprimowanag.
Kluczowe tutaj jest to, ze transformacja jest liniowa, mnozymy przez macierz
wspolng dla wszystkich mozliwych wektorow, zawierajacg informacje o dwdch
uktadach, a nie o tym jaki, ktéry wektor poddajemy przeliczeniu.

Mamy wigc speinione rOwnania:
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Ta sama trgjka liczb m, spelnia nieskonczenie wiele takich uktadéw réwnan,
gdyz mozna warto$ci sktadowych predkosci czastek zastgpowac ich wartosciami
w dowolnym uktadzie odniesienia.

Poza praktycznym walorem prawdziwosci powyzszych rownan w kazdym
uktadzie (z raz na zawsze zmierzonymi masami dla konkretnych cial) pojawia
si¢ tu tez watek filozoficzny. Widzimy, ze (przyjmujac, ze si¢ wie, jakie znane
juz czgstki badamy — np. rozpad uranu na alf¢ 1 jadro toru) kazdy obserwator,
zapisze identyczne co do formy rownanie z identycznymi wspotczynnikami
masowymi, cho¢ réznymi wartos$ciami predkosci.

O réwnaniu takim méwimy, ze jest kowariantne. Wsp6tzmiennicze. Sktad-
niki rOwnania tak samo si¢ transformujg, przez co réwnanie jest prawdziwe
(albo jak strzelimy btad) fatszywe dla kazdego obserwatora.

To wlasnie z tego powodu, juz w statyce, gdy czas nas za bardzo nie intere-

suje, uzywajac wektorow w zwyklej przestrzeni Euklidesa, baczymy na to, by



po obu stronach réwnania wyrazajacego jakies ogdlne prawo wystgpowaly albo
wektory, albo skalary, ale nie moga wystapi¢ wyrazenia, co to sg ,,ni pies ni wy-

dra”. Np. dla kierunku x wystapito by pole elektryczne E_, a dla kierunku y pole
E’, czy jaki$ podobny nonsens.

Korzystanie z wektorow 1 pisanie rOwnan w postaci wektor=wektor jest naj-
prostszym sposobem osiggni¢cia kowariancji 1 tym samym zaspokojenie pod-
stawowego wymogu zasady wzglednosci, by zaden uktad wspo6trzednych nie byt
wyrdzniony.

Jesli mamy ciata w ruchu, ktore si¢ sklejaja (a potem ewentualnie dysocjuja 1
znow sklejaja, etc., etc) to z uzyciem wektorOw stycznych zagwarantowane
mamy cztery prawa zachowania! Widzimy, ze dla kazdego ciala istnieje, musi
istnie¢ charakteryzujacy go wspoélczynnik skalarny, zwany masg. Iloczyn
masy 1 czterowektora predkosci daje nowy wektor przypisany ciatu. W prze-
ksztatceniach cial wszystkie cztery sktadowe tego nowego czterowektora spet-
niajg prawo zachowania. Suma tego, co przed rOwna jest sumie tego co po.

Jest ciekawe, 1z rozumowanie powyzsze stosuje si¢ w pelni do fizyki
przedeinsteinowskiej prowadzac do prawa zachowania masy przy wszelkich od-
dzialywaniach i do prawa zachownia iloczynu predkosci i owej masy. Przez cale
lata, na przyktad, nie uSwiadamialem sobie, ze w fizyce Newtona prawo zacho-
wania masy jest nieunikniong koniecznos$cia, a nie po prostu faktem obserwa-
cyjnym ktéry przyjmujemy, bo taki Swiat Bozia stworzyla, a mogtaby inny. Z
kolei przechodzac do relatywizmu, czutem si¢ (bedagc w Waszym wieku) dos¢
zagubiony. Teraz to ja widz¢, ze geometria czasoprzestrzeni zawiera swoiste
twierdzenie Pitagorasa, wigc w wektorze stycznym musi by¢ odpowiedni pier-

pierwiastek w mianowniku, a masy nadal s3 skalarami.

Skoro juz jestesmy przy wektorach w czasoprzestrzeni, to w przypadku rela-
tywistycznym, warto uswiadomi¢ sobie, ze istnieje cos takiego jak iloczyn ska-

larny. W istocie, juz dla wektora szczegdlnego jakim jest wektor wodzacy zda-



rzenia poznaliSmy szczegllny przypadek iloczynu skalarnego. Dla wektora

(A°,A',A*,A%) 1 drugiego (B°,B',B*,B’) iloczynem skalarnym jest:
(AO,Al,AZ,A*)-(30,31,32,33):A°B°—iz(AlBl+AZBZ+A3B3)
Cc

Sprawdzenie przebiega identycznie jak dla niezmiennika > — (x> + y*> + z%) /¢’
Gdy wektory A 1 B sg identyczne 6w niezmiennik nazywa si¢ ,kwadratem
dtugosci” tego czterowektora
Gdy wektory A 1 B sg identyczne 6w niezmiennik nazywa si¢ ,kwadratem
dtugosci” tego czterowektora.
Obliczmy go dla waznego wektora ,,czteropredkosci”
1 v 1 v 1 v?
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Jest to rzeczywiscie wektor unormowany.

Spetniajacy prawo zachowania wektor bedacy iloczynem masy 1 czteropred-
kosci jest jednym z najwazniejszych obiektow fizyki. Nazywa si¢ go na ogo6t
czteropedem. Oto jego wspotrzedne:
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W fizyce przedeisteinowskiej, analogiczny czterowektor tez istnieje, cho¢
nie jest az tak popularny jak czterowektor pedu uwzgledniajacy scisle geometri¢
czasoprzestrzeni.

Kwadrat jego dtugosci to oczywiscie m” .

Whylania si¢ elegancka sytuacja. Mamy zachowany czterowektor. Jego skia-
dowe przestrzenne, cho¢ zbudowane z predkosci nieco inaczej niz nas uczono w
szkole, mamy pelne prawo nazwa¢ pedem. Dlugos¢ tego wektora to m — masa.
Skalar! Niezalezny od predkosci.

Zerowa sktadowa, o najmniejszej wartosci dla stanu spoczynku, zwigksza
si¢ ze wzrostem predkosci, ale wobec wystepowania jej stosunku do predkosci

Swiatta, dla predkosci umiarkowanych, jest to zmiana znikoma.



Z jednej strony powoduje to, iz prawo zachowania masy wydaje si¢ spetnio-
ne, z drugie, gdyby zmiana masy byta znaczaca, pojawiatyby si¢ gigantyczne
predkosci!

Warto jest wydzieli¢ z wyrazenia dla czasowe] sktadowej czteropedu jej

warto$¢ minimalna i reszte
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Dla nieduzych predkosci mianownik jest bliski dwa — mamy wigec w drugim
cztonie 1 mase 1 kwadrat predkosci 1 nawet ¥2. To nam co$ przypomina! Celowe
jest nazwaé zerowa sktadowa czteropedu — po jej pomnozeniu przez ¢* - ener-
gia.
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E nazywamy energig catkowitg, zas T energiq kinetyczna.

E=

Nie ma zadnego powodu nazywac¢ energia kinetyczng starego wyrazenia
(chyba, ze wiadomo o predkosci, ze jest mata, i czynnik poprawkowy nie r6zni
si¢ od jedynki zauwazalnie.)

Czesto oznacza si¢ odwrotnos¢ mianownika literg y= %
I-vi/c
Wektor czteropedu jest wigc my(1,v) . Trojped wynosi wiec p = myv ,energia
catkowita E =ymc’, kinetyczna T = (y—Dmc”.

Poréwnujac wyrazenie na tréjped z wyrazeniem na energi¢ mamy uzyteczny

zwiazek p=vE/c’



Charakterystyczne, ze, o ile w wyrazeniu na pgd, mozna przej$S¢ do granicy
¢ — o uzyskujgc ten sam ped, co w teorii nierelatywistycznej, podobnie w wy-
razeniu na energi¢ kinetyczng mozna dokonac takiego przej$cia, mozna dokonac
przejscia w zerowe] sktadowej czteropedu, dostajac mase, to nie da si¢ dokonac
takiego przejScia w wyrazeniu na energi¢ calkowita. Jest to jedyne miejsce, jak
na razie, gdzie wielka wartos¢ ¢” znalazta si¢ w liczniku.

Wprawdzie energia kinetyczna ma klasyczna granice, ale nie jest to wiel-
kos¢ spelniajgca prawo zachowania. Zas catkowita, prawo takie spelniajaca, w
granicy nierelatywistycznej dazy do nieskonczonosci. No bo, do czego mogtaby
dazyc¢, skoro teoria Galileusza nie zawiera w sobie prawa zachowania energii?

Energia jest pojeciem z obszaru teorii Einsteina — Minkowskiego.

Pamig¢tajac o koniecznosci ,,domnozenia” przez stala, czgsto myslimy o ze-
rowej sktadowej czteropedu jako o energii. Energia 1 ped tworzg jeden cztero-
wektor, jego dlugosc jest skalarem.

Zapiszmy ten fakt
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1 powtorzmy zwigzek miedzy predkoscia, pedem i energia:

p
E/c?

V=

Por6éwnujac oba wzory, mozemy zastanawiac si¢ nad tym, czy do pomysle-
nia jest czastka o masie zero! Wzory nie stwarzajga zadnego problemu! Kigdac

mas¢ rowng zeru, dostaje si¢ z pierwszego z roOwnan:



E=clpl,za$ z drugiego v=c

Czastka moze mie¢ czteroped o dtugosci zero. W przeciwienstwie do geo-
metrii Euklidesa, gdzie niezmiennik ma znak plus, i gdzie znikanie dtugosci
oznacza automatycznnie znikanie wszystkich wspoétrzednych, czyli catego wek-
tora, tutaj, znikanie niezmiennika oznacza, ze odejmowane cztony sg rOwne.
Czterowektor jest w tym wypadku skierowany w czasoprzestrzeni wzdtuz stoz-
ka Swietlnego, a predkos¢ czastki, jak o tym moéwi drugi wzdr, wynosi c.

Powyzsze wzory wyrazajace energi¢ i1 ped przez predkos¢, zwiazek energii
pedu i masy 1 wreszcie zwigzek energii pedu i predkosci sg podstawg do rozwig-
zywania szeregu zagadnien z zakresu fizyki relatywistyczne;.

Zanim przejdziemy do konkretnego przypadku ilustrujgcego uzytecznos¢
powyzszych wzorOw poswiecmy jeszcze chwilg uwagi wektorowi czteropedu.

Jego dlugosc jest stata:

E*/c* - p* =m’c’

Wigc przyrosty s3 ,,ortogonalne” do samego wektora

2 -
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AE = VAP



= MVAV = VA(mv) = TAp

Zajmijmy si¢ tu ciekawym przypadkiem zderzenia, zderzenia, z ktorym
wiaza sie dwa wazne odkrycia w fizyce 20wieku. Zeby bylo jasne, ze jest tu po-
trzebna teoria relatywistyczna, wybralem na dzisiaj przyktad czgstki bezmaso-
wej uderzajacej] w spoczywajaca czgstke masywna 1 odbijajaca si¢ do tytu. Ude-
rzona czastka zaczyna porusza¢ si¢ do przodu. Problem taki rozwigzal Chad-
wick, by zweryfikowa¢ hipotezg, towarzyszaca odkryciu przez matzonkéw Cu-
rie, przenikliwego neutralnego promieniowania wydobywajacego si¢ z probki
berylu zmieszanego z polonem. Czgstki alfa uderzajac jadro polonu, wyrywaty
cos$ z niego, 1 to co$ (jak doskonale wiemy teraz) 6w neutron opuszcza swobod-
nie probke 1 wedrujac w napotkanym materiale, np. parafinie, po kilu kilkunastu
centymetrach uderza w koncu w proton nadajgc mu ped 1 energig.

Proton jest naladowany, wigc jego ruch z duza predkoscia powoduje matg
rewolucje w materii, jonizujac ja na swej drodze. Mozna takg jonizacj¢ na roz-
maite sposoby obserwowac 1 w latach 30-tych byt to juz dos¢ rozwinigty sposéb
obserwacji czgstek jadrowych. Ot6z matzonkowie Joliot, dos¢ schematycznie,
uznali to promieniowanie za jakies$ bardzo ,,twarde” promieniowanie Roentgena,
gdyz wiadomo juz byto od lat, ze promieniowanie takie istotnie powstaje w pro-

cesach jadrowych



Chadwick przeliczyt, jaka energie musiatby mie¢ foton, by - nadac proto-
nom obserwowane energie rzedu kilku MeV. I wyciagnat trafne wnioski, ktére
pozwolity mu sta¢ si¢ odkrywca neutronu.

Weczesniej proces odbijania si¢ fotonu od czgstki naladowanej (akurat elek-
tronu) badat Compton, uzyskujac rezultaty w pelni potwierdzajace hipotez¢ Ein-
steina o istnieniu fotonéw, o ich pedzie powigzanym z energig wzorami ktore
dzisiaj poznaliSmy, no 1 last, but not least, o zwigzku pedu z dlugoscig fali 1 czg-

stotliwosci z energig.

v
A
()
A 4

ZaznaczyliSmy na rysunku ped fotonu padajacego p, odbitegop’ 1 ped P uzy-
skany przez uderzone jadro (ewentualnie elektron).

Ruchy odbywaja si¢ wzdtuz jednej prostej, mamy wigc prawo zachowania
jednej sktadowej pedu, no 1 oczywiscie prawo zachowania energii.

p=P+(=p")
cp+me® =cp+m’et +c*P?
p=P+(=p")

cp+me® =cp+m’et +c*P?
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Najpierw pozbywamy si¢ pierwiastka, przenoszac wyraz z p’ na lewg strong

1 podnosimy do kwadratu, a takze zastepujemy P sumg p + p’

%[ + /%’2 +m;€( +2mc’cp —2mc’ep'-2¢’ pp'=
:W+ c +ép9/+2c2pp'

Wiele wyrazéw si¢ redukuje dajac nam tadny zwigzek migdzy p’ a p.

AN !
mc(p—p')=2pp
Dzielac przez 2mcepp’ dostajemy:

I 1 2

p p mc
W tym miejscu nalezy si¢ dygresja o efekcie Comptona. Wyrazamy ped fo-

hv

. . E h h

tonu przez jego energi¢ — = p —=—
c cT A

Zawarta jest w tym przeksztalceniu i1 koncepcja fotonu o okreslonej energii
wyznaczonej przez czgstotliwos¢ (a niezalezna od natezenia wiazki), 1 przepo-
wiednia, ze foton ma ped wigzacy si¢ z energig ogélnym wzorem. Jako wniosek
pojawia si¢ tez zwigzek pedu z dtugoscia fali. Na poczatek zwigzek ten przypi-
sywano tylko promieniowaniu, de Broglie, wkrétce zapostulowat taki sam zwig-

zek dla fal materii. Wstawiajac dlugosc fali dostaje sie

A =2

mc
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Robigc rachunek dla zderzenia niecentralnego, dostatoby si¢, niewiele bar-

dziej pracowitym sposobem, wynik

A=A = i(1 —cos0)

mc

Za potwierdzenie powyzszej zaleznosci Compton dostal nagrode Nobla.
Wielkos¢ h/mc ma konkretng liczbowa warto$¢ (dla elektronu 2,4-107°cm).
Maksymala zmiana dlugosci fali promieniowania odbitego wynosi podwdjna
wartosc¢ tej, tzw. Comptonowskiej dlugosci fali elektronu. W stosunku do dtugo-
sci fal swiatla widzialnego jest to bardzo mata wartos¢, dlatego w optyce efektu
tego si¢ nie obserwuje. Potrzebne jest krotkofalowe promieniowanie Roentgena.
Wtedy zmiana dtugosci moze by¢ bardzo znaczna.

Dla celéw doswiadczenia Chadwicka powinniSmy raczej wyeliminowac ped
czastki odbitej 1 zwigzac energie padajacg z energig jadra po uderzeniu.

Wprowadzajac energi¢ kinetyczng mamy:

T'=c(p-p)

Z uzyskanego juz zwigzku miedzy p 1 p’ wyliczamy p’:

1/ p'=1/p+2mc=Q2p+mc)/ pmc

, pmc

- 2p+mc

Zatem:

2

pmc 2cp

2

T=cp—cp'=cp— =
2p+mc  2p+mc
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W obserwacji Panstwa Joliot znana byta energia kinetyczna uderzonego pro-
tonu — Chadwick zadal sobie pytanie, jaka tez musiataby by¢ energia tego kwan-
tu, (o ile to naprawde kwant gamma) by nada¢ obserwowana energie.

Odwrocenie powyzszego zwigzku polega na rozwigzaniu roOwnania kwadra-

towego:

T+\/T +2Tmc? [

cp =E =

Wielko$¢ mc® ma duza warto§¢, nawet jak na skale jadrowa. To energia ok.
1GeV (dokladniej 936MeV). Wystepuje ona w rozwigzaniu dajac przy energii
kilku MeV obserwowanego protonu, konieczng energi¢ kwantu ok. 70MeV. Ta-

ka energia w procesach jadrowych jest co najmniej 10 razy za duza wobec panu-

jacego juz wtedy czesciowego zrozumienia budowy jadra.
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