Wyktad 8

Réwnania ruchu

Badajac ruch zmienny, bilansowaliSmy zmiany pedu. Bilans doktadny w czasie skonczonym
rzadko jest mozliwy. Np. zderzajace si¢ ciato, nadaje uderzanym czastkom podwojona warto$¢ wtasnej
predkosci, ale sama ta predkos¢ wiasnie wskutek tego maleje. Procentowa zmiana w trakcie krétkiego
odcinka czasu takiej predkosci jest niewielka, granica stosunku dv/dr przy dr ->0, uzyskana z takiego

przyblizonego bilansu jest, na szczeScie, zupelnie Scista. (W rozpatrywanym przypadku dv/dt
=—25V’P oaa / M ). Tak pojawiaja sig rownania zawierajace pochodne.

W przypadku rakiety, wyznaczaliSmy predkos$¢ jako funkcj¢ masy m, zmieniajacej sig, wskutek
spalania paliwa. W tym wypadku znalezliSmy dv/dm = -w/m.

Z tych dwoch przyktadow drugi przypadek wydaje sig prostszy. Prawo fizyki powiedziato nam,
ile wynosi pochodna konkretnej wielko$ci zaleznej od innej wielko$ci, wyrazona przez zmienna nieza-
lezna. Ale przypadek pierwszy sprowadza si¢, w istocie, do tego drugiego, gdy zapiszemy odwrotny

stosunek przyrostéw dt/dv=—M /2Sp ...V’ - Tak napisane réwnanie wyraza pochodna funkcji #(v),

przez zmienna niezalezna v.

Jesli nauczylismy si¢ r6zniczkowac¢ pewna liczbg réznych funkcji, to tylko patrzymy, czy wsréd
wynikéw rézniczkowania jest taka jak nasza. Gdy znajdziemy taka funkcj¢, to mamy pewnos¢, ze na-
sza zalezno$¢ rézni si¢ od niej tylko o stala.

W dotychczasowych przyktadach wystarczala nam znajomos$¢ pochodnej funkcji potggowe;j

(x”) =nx"", logarytmu przy podstawie e: (ln(x)), =1/x i funkcji wyktadnicze;j: (ex )/ =e".

Ale zycie nie jest takie proste. Nawet, gdy problem sprowadzi nam si¢ do wyznaczenia tej, tzw.
funkcji pierwotnej, jej znalezienie moze nie by¢ mozliwe w zadnej znanej nam tablicy pochodnych
r6znych funkcji. Nie poradzimy sobie, nawet z prostymi réwnaniami, gdy pochodna zalezy i od
zmiennej zaleznej i niezaleznej. Gdyby chcie¢ rozwiazaé¢, na przyktad, réwnanie % =-o/ vz_%, w
ktérym potega oporu zmienia si¢ w trakcie ruchu (z jakich$ powodéw) od wartosci 2 na poczatku, do
wartosci 1 asymptotycznie, wybodr ani v, ani ¢ jako zmiennej niezaleznej nic nam nie pomoze.

Na ostatnim wyktadzie sporo uwagi poswigciliSmy zbadaniu przyktadu, w ktérym pojawia sig sita

zalezna od potozenia. W takim wypadku mamy % = F(x)/m, gdzie x nie jest wcale znane, a jedynie
t

wiadomo, ze @ =v. Mamy wigc dwie szukane wielkosci. Mozna tu wprawdzie pozby¢ si¢ jednej z
t



poszukiwanych wielkos$ci, predkosci, ale za ceng wprowadzenia drugiej pochodnej potozenia x, trak-

towanego jako wielkos¢ szukana:

2
% = diiiﬂ = %x = F(x)/m . Gdyby druga pochodna byta wyrazona przez zmienna niezalezna,
t t ar t

problem sprowadzatby si¢ do dwukrotnego szukania funkcji pierwotnej, ale tu tak nie jest!. Odwrot-
nos¢ drugiej pochodnej nie jest, niestety, druga pochodna funkcji odwrotne;j!

No 1 wreszcie, opis ruchu nawet pojedynczego punktu materialnego, wymaga wprowadzenia wig-
cej wspotrzednych niz tylko x. Na ptaszczyznie potrzebne jest jeszcze z. Prawa Newtona beda, wigce,
uktadem wielu réwnan na wiele niewiadomych funkcji.

Istnieja rozmaite sposoby i rozmaite klasy réwnan, ktére mozna rozwiaza¢ analitycznie, to zna-
czy poda¢ konkretne wzory na ostateczne zaleznosci wszystkich wspoirzegdnych od czasu:

x(1), y(t),...etc. Bedziecie je poznawac, w szczegdlnosci na mechanice teoretycznej, ale trzeba uczci-

wie powiedzie¢, ze liczba przypadkéw rozwiazywalnych (w sensie zwartych wzoréw) jest kropla w
morzu wszystkich probleméw!!!

Legendy kraza o tzw. problemie ,.trzech cial” oddzialujacych grawitacyjnie. Fundowano krélew-
skie nagrody za jego rozwiazanie, a jednak pozostaje ono nierozwiazane od szeregu stuleci. Czy bar-
dzo nalezy cierpie¢ z tego powodu?

Sadzg, ze nie. Postaram si¢ pokazac¢ dzisiaj, jak prosto i naturalnie, mozna rozwigzywac¢ rOwnania
z pochodnymi (réwnania rézniczkowe) pojawiajace si¢ w zwiazku z problemem ruchu, metoda nu-
meryczna. Zajmiemy si¢, miedzy innymi ruchem harmonicznym, ktéry nalezy do tych tatwych przy-
padkéw, ale jednym prostym dopisaniem trzech literek, zmienimy go w ruch wahadta fizycznego wy-
chylonego o 120°, czy nawet 179°, przypadek nie majacy nic wspdlnego z ruchem harmonicznym. I
wcale nie taki tatwy. Inna zaleta rozpoczgcia rozwazan numerycznych z przypadkiem tatwo rozwia-
zywalnym polega na tatwosci kontroli samego mechanizmu numerycznego.

Przyjmijmy powszechna konwencje, ze pochodna danej wielkos$ci po czasie zapisujemy stawiajac

kropk¢ nad wielko$cia. I tak, jesli polozenie jest x, to perkoéévzilﬂE X, a przyspieszenie
t
dv
a=—=v
dr

Wszystkie omawiane dotychczas réwnania daja si¢ zapisa¢ w postaci
y=r)

To szokujaca prostota!!!!



Gdzie$ oczywiscie lezy pies pogrzebany. Niewinnie wygladajace y, to nie jest jedna zmienna licz-
bowa, a zbiér kilu zmiennych: y={y,,y,,y;,---}. lle ich jest? To zalezy. Dla réwnania z oporem

kwadratowym, wystarczy tylko 1. Dla réwnania z oporem zaleznym od czasu, potrzeba dwie zmienne:

y={y,y,}={tv.},

y={i0) = {l-a/v T} ={f,.f,).

V1

gdzie f, =1, f,(,,y,) ==/ y," 7
Wreszcie rownanie Newtona z og6lng sita zalezna i od czasu i od potozenia i od predkosci:
Y =1 Y Y31 =18, X},

y=At, 20} ={Lv, F(t,x,»)}={f, >, fi},

gdzie f, =1, f, = y;, 5 =F(y,, ¥, y;)/m

Dla punktu na ptaszczyznie (x,z) bedzie:

Y=Y Y25 Y3 Ve Y5t ={t. x, 2,v,,v_},

y={tx,zv v ={Lv v F({txzv,v)Ftxzv,6v,)}=
={/f, [ 5. fu /51

gdzie f, =1, f, =y, 5= ys,

Ja = F. (V15 Y25 Y3 Vs Ys) I, fs = F (V)5 55 V35 Y4y ¥5) I M

O zbiorze wielko$ci y, mozna mysle¢ jak o wspétrzgdnych pewnego punktu w abstrakcyjnej
przestrzeni, zwanej przestrzenig fazowg. Réwnanie y = f(y) méwi nam, ze gdy rozpatrywane wiel-
kosci opisujace ruch (i czas, 1 potozenia, 1 predkoSci) majg okreSlone wartosci, y,, czyli gdy stan ukla-
du odpowiada okreslonemu punktowi w przestrzeni fazowej, r6wnanie (faktycznie uktad réwnan) wy-
znacza chwilowa szybko$¢ przemieszczania si¢ tego punktu. W matym przedziale czasu, df, punkt
przeniesie si¢ do y(t, +dt) =y, +dt- f(y,). Ale z tego nowego punktu znéw wiemy, dokad sig prze-
niesiemy po kolejnym dr.

Yty +2dr) = yo +dt- f(y,)+dt- f(y, +dr- f(yy))

I tak mozna ewoluowaé bez konca!



Robienie takiej ,,ewolucji” przez wypisywanie kolejnych wzoréw nie ma jednak przysztosci. Ale
procedura jest niestychanie tatwa do zrealizowania na dowolnym urzadzeniu liczacym. Wystarczy
powszechnie znany arkusz kalkulacyjny.

Gdy sig chce dosias¢ komputera, problem musi by¢ dalece skonkretyzowany. Jak obiecywatem,
na poczatek, zajmiemy si¢ ruchem pod wptywem sity proporcjonalnej do wychylenia.

my = —kx

xX=v

Konkretyzacja problemu musi by¢, ale nie jest az tak Zle, bySmy musieli zdecydowac si¢ jaka
konkretnie masg i jaka stalg sprezystosci wybieramy. Dla pozbycia si¢ tych stalych wprowadzimy za-
miast zwyklego czasu, wielko$¢ do niego proporcjonalng 7 = ¢ . Stala ® wybierzemy za chwile.

Dzielac rownanie definiujace predkos¢ przez @mamy

Wstawiajac predkosci v do réwnania z przyspieszeniem, mamy

m dov _ mo’ d—‘: =—kx, czyli:
dr dr

dv k

—= = 7 X

ds maQ

Teraz wida¢ jak oplaci si¢ wybra¢ ®. Oczywiscie tak, by

> =1, czyli:
ma@

\/?
0=,|—
m

Roéwnania rézniczkowe:

=7

=

<

=—X

staja si¢ bardzo sympatyczne!!!! R6zne fizyczne oscylatory sprowadziliSmy do jednego réwnania.

Najprostszy algorytm ewolucji: y(tr+dt) = y(¢) +dr- f(y(¢)) uzywany jest w dowodach twier-
dzen o istnieniu i jednoznacznos$ci rozwiazania uktadu réwnan rézniczkowych. Nie starajac si¢ o wiel-
ka precyzje, zauwazamy, ze po podzieleniu potrzebnego zakresu na n kawatkéw, wielkos$¢ przyrostu
df staje sig odwrotnie proporcjonalna do n. Przyrost y tez jest proporcjonalny do 1/n, btad wzgledny
przyrostu jest tez ~1/n, a btad bezwzgledny przyrostu aproksymowanego iloczynem pochodnej jest
~1/n*. Suma bledéw, po dodaniu n sktadnikéw jest ~1/n, a wigc mozna ja uczyni¢ dowolnie mala,

przez wzigcie dostatecznie duzego n.



Jesli chcemy liczy¢€, np. z doktadnos$cia 4 cyfr, to koniecznos¢ rozwazania 10 000 krokéw moze
nie wygladac zachgcajaco.

Istnieje banalnie prosty sposéb ulepszenia algorytmu. Przeciez duzo blizszym prawdy jest uzna-
nie, ze predkos¢ f w srodku przedziatu, tj. w punkcie:

@)+ y(+d0) /2= (y@) + y() +dr - f(y()/2=y@) +dt- f(y(1))/2,

lepiej nadaje si¢ do okreslenia przyrostu y —eka na catym przedziale dz, niz predko$¢ na poczatku
przedziatu!!!!

Zatem decydujemy si¢ na algorytm ewolucji:

ye+dn)=y@)+dr- f((y@)+dr- f(y()/2).

Stowami:

Na poczatku znamy tylko warto$¢ poczatkowa (wszystkich sktadowych) y. Znamy, wigc, pred-
kos¢ wytacznie poczatkowa (jako flypoc,)). Za jej pomoca przyblizamy, gdzie bedzie y po polowie od-
cinka czasu, a nastgpnie w tym punkcie liczymy jeszcze raz f, czyli szybko$¢ zmian, i dopiero t¢ war-
to$¢ mnozymy przez df uznajac to za lepsze przyblizenie faktycznego przyrostu.

Przed przystapieniem do obliczen, ustalmy jeszcze jeden fakt, ktéry bedzie nieztym sprawdzia-
nem doktadnosci. Ot6z zrézniczkujmy sume¢ kwadratow:

i(x2 +vz):2xi~x+2ﬁi~v :2\7(x+i~17j:2\7(x—x):0
d7 d7 d7 d7

Jest ona stata w czasie ewolucji.

Na poczatek zbadajmy ten ,,bezmyslny” algorytm. Krok wziatem 0,1 radiana. Wida¢, ze suma
kwadratow rosnie. Ale, wyglad ruchu jest catkiem, catkiem.... Zmiana znaku x nastgpuje pomigdzy 3,1
a 3,2. Gdy ktos styszat o liczbie ©, powinien by¢ zadowolony. Podobnie wykres zaleznos$ci x(f) — wy-

glada jak oscylacja.



dt t dx dv X v xN2+vA2

0,1 0 0,0000  1,0000  1,0000
0,1 04 0,000  0,0000 0,1000  1,0000  1,0100
0,1 0,2 0,000 00100 02000 0,9900  1,0201
0,1 0,3 0,990 00200 02990 0,9700  1,0303
0,1 04 00970 00299 03960 09401  1,0406
0,1 05 00940 0,039 04900 0,9005 1,050
0,1 0,6 00901 00490 05801 08515  1,0615
0,1 07 00851 00580 06652 07935  1,0721
0,1 08 00793 00665 07446  0,7270  1,0829
0,1 09 00727 00745 08173 06525  1,0937
0,1 1 00653 00817 08825 05708  1,1046
0,1 1,1 00571 00883 09396 04825 1,157
0,1 12 00483 00940 09878 0,3886  1,1268
0,1 1,3 00389 00988 10267 0,2898  1,1381
0,1 } 95
0,1 10
0,1 26
04 | 12000 43
0,1 | R20ae N 61
oq | 10000 ... ., o1
0,1 | 0,8000 - . % 02
0,1 .’ I 24
01 | 06000 . S 47
0,1 . . 72
0,1 0,4000 —e& 2 97
0,1 N * 24
01 | 0.2000 S -~ -
0.1 10,0000 ‘ ‘ ‘00 82
0.1 0 1 2 3 4 13
0,1 | 0,2000 45
0,1 78
0,1 31 01148 00175 00605 1,652 13613
0,1 32 011165 00060 00560 1,712  1,3749

UWAGA Wartosci ujemne wypisywane sa bez znaku minus, ale za to na czerwono!
Mozna si¢ bawi¢ fatwo samemu, zmniejszajac krok do 0,01. Arkusz si¢ wydtuza, trzeba ukrywac
czgS$¢ wierszy, albo gania¢ po arkuszu w te 1 we wte, co na wykladzie jest niedogodne. Niewatpliwa

oznaka polepszenia doktadnosci jest znaczne zmniejszenie réznicy miedzy suma kwadratéw a jedynka.

Przejd¢ do nowego arkusza z lepszym algorytmem.

Oto on:



dt t dx dv X v XN2+vA2

0,1 0 0,0000  1,0000  1,0000
0,1 0,1 0,000 0,0050 0,000  0,9950  1,0000
0,1 0,2 0,0990 00150 0,1990  0,9800  1,0001
0,1 0,3 0,0970 00248 0,2960 0,9552  1,0001
0,1 0,4 0,0940 00344 0,3900 0,9208  1,0001
0,1 05 0,001 00436 04802 0,8772  1,0001
0,1 0,6 00853 00524 05655 0,8248  1,0002
0,1 0,7 00797 00607 06452 0,7642  1,0002
0,1 08 00732 00683 07184 06958  1.0002
0,1 « 02
0,1 03
0,1 03
0 1,2000 03
0,1 03
oq | M09 .o”“"% 04
0,1 | 0,8000 o AN 04
0,1 * ’. 04
0,1 | 0,6000 o . 04
0,1 . . 05
0,1 0,4000 - ® 05
0,1 . % 05
0.1 | 02000 |- " 05
0,1 06
01 0,0000 & 3 06
0,1 0 2 3 4 o6
0,1 S .
0,1 26 00834 00555 05120 0,8594  1,0007
0,1 27 00885 00469 04235 0,9063  1,0007
0,1 28 00927 00378 03307 0,9441  1,0007
0,1 29 0,091 00284 02347 09725  1,0007
0,1 3 00984 0,018 0,362 0,9911  1,0008
0,0364 3,1 0,0998 0,0087 0,364 0,9997  1,0008
0 3,364 0,0364 0,0007 0,0000 1,0004  1,0008

Te-

raz suma kwadratéw rézni sie od 1 dopiero na 4-tym miejscu po przecinku. Zeby wyznaczy¢ miejsce
zerowe funkcji opisujacej ruch, zmieniam ostatni krok (w rubryce A33), tak by w rubryce E34 mie¢

zero. Wartos¢ ,,czasu” @t wynosi 3,136. Trochg za mato jak na pi. Brakuje 0,006, czyli prawie 0,2%.

Zmniejszmy krok do 0,01. Wigkszo$¢ wierszy na ponizszym diagramie jest schowana: Ujawnione

sa poczatkowe i koncowe 4 wiersze



dt t dx av X v XN2+v2

0,01 0 0,0000  1,0000 1,000000
0,01 0,01 0,0100  0,0001 0,0100  1,0000 1,000000
0,01 0,02 00100  0,0001 0,0200  0,9998 1,000000
0,01 0,03 00100  0,0002 0,0300  0,9996 1,000000
0,01 0,04  0,0100  0,0003 0,0400  0,9992 1,000000
0,01 3,12 0,0100  0,0003 0,0215  0,9998 1,000001
0,01 3,13 0,0100  0,0002 0,0115  0,9999 1,000001

0,00159 3,14  0,0100  0,0001 0,0015  1,0000 1,000001
3,14159  0,0016  0,0000 0,0000  1,0000 1,000001

Ostatni krok, 0,00159, jest dobrany tak, by warto$¢ potozenia w komoérce E317 doprowadzi¢ do
zera. Wartoscia kluczowego x-a jest 3,14159.. (,,ku¢(3) i(1) ora¢(4) w(l) dzien(5) zawzigcie(9), bo
plonéw niema bez trudu....”)

Mimo swej prostoty, metoda jest bardzo skuteczna.

Zauwazmy, ze przy kroku 0,1 suma kwadratow w okolicach 180° rdznifa si¢ od 1 o niecate
1/1000. Teraz suma ta rézni sie zaledwie o 1/1000000.

Zauwazmy tez, Ze po czasie f =t =3,141509... ciato wrécito do potozenia poczatkowego, a pred-
ko$¢ jedynie zmienita znak. Caty proces dokladnie sie¢ powtérzy i po kolejnym 7 =t =3,14159 wa-
runki poczatkowe odtworza si¢ tacznie ze znakiem predkosci. Badany ruch jest, przeto, ruchem okre-
sowym. Ciato drga z okresem 7 =2 *3,14159/ ®

A teraz obiecane wahadlo fizyczne. Jak pamigtacie ze szkoty, a takze, jak mozna to natychmiast

odtworzy¢, przyspieszenie liniowe wahadla, w kierunku stycznym, wynosi g sin(¢Q). Przyspieszenie

liniowe, to takze [¢. Zatem:

o= —§ sin(@) = —o” sin(@)

Wprowadzajac czas = ¢ , mam ostatecznie:

$=—sin()

Dla matych amplitud, sinus kata mozna zastapi¢ samym katem i mamy to samo réwnanie, co po-
przednio. A co z duzymi amplitudami???

W istniejacym pliku kalkulacyjnym wystarczy drobna poprawka. Trzeba w formutach na przyro-
sty wpisac¢ SIN. I to wszystko!

Wpisujemy

=A2*(F2-A2*SIN(E2)/2) w pozycji C3 i

=-A2*SIN(E2+A2*F2/2) . Dla oscylatora harmonicznego nie byto tego SIN. Nie bylo, bo przy-

spieszenie byto okreslone przez x a nie przez jego sinus. Prawo zachowania energii wigze teraz kwa-



drat predkosci z wysokoscia dana cosinusem kata. Warunki poczatkowe wygodnie jest teraz wziac

takie, by predkos¢ pocz.=0, a kat poczatkowy byt duzy, np. Pi*120/180.

dt t dx dv X v vA2+2*(1-COS()
0,1 0 2,0944 0,0000 3,0000
0,1 0,1 0,0043 0,0866 2,0901 0,0866 3,0000
0,1 0,2 0,0130 0,0870 2,0771 0,1736 3,0000
0,1 0,3 0,0217 0,0879 2,0553 0,2615 3,0000
0,1 0,4 0,0306 0,0891 2,0248 0,3506 3,0000
0,1 0,5 0,0396 0,0906 1,9852 0,4412 3,0000
0,1 0,6 0,0487 0,0924 1,9365 0,5336 3,0000
0,1 0,7 0,0580 0,0943 1,8785 0,6279 3,0000
0,1 0,8 0,0676 0,0962 1,8109 0,7241 3,0000
0,1 0,9 0,0773 0,0979 1,7336 0,8221 3,0000
0,1 1 0,0871 0,0993 1,6465 0,9213 3,0001
0,1 1,1 0,0971 0,1000 1,5494 1,0213 3,0002
0,1 1,2 0,1071 0,0997 1,4422 1,1210 3,0003
0,1 1,3 0,1171 0,0983 1,3252 1,2193 3,0005
0,1 1,4 0,1268 0,0953 1,1984 1,3147 3,0007
0,1 1,5 0,1361 0,0906 1,0623 1,4052 3,0009
0,1 1,6 0,1449 0,0837 0,9174 1,4889 3,0011
0,1 1,7 0,1529 0,0747 0,7645 1,5636 3,0014
0,1 1,8 0,1598 0,0634 0,6047 1,6270 3,0017
0,1 1,9 0,1655 0,0500 0,4392 1,6769 3,0019
0,1 2 0,1698 0,0348 0,2693 1,7117 3,0021
0,1 2,1 0,1725 0,0183 0,0968 1,7300 3,0023
0,1 2,2 0,1735 0,0010 0,0766 1,7310 3,0024
0,1 2,3 0,1727 0,0162 0,2494 1,7148 3,0024
0,1 2,4 0,1702 0,0329 0,4196 1,6819 3,0023
0,1 2,5 0,1662 0,0483 0,5858 1,6336 3,0022
0,1 2,6 0,1606 0,0619 0,7464 1,5717 3,0020
0,1 2,7 0,1538 0,0735 0,9001 1,4983 3,0019
0,1 2,8 0,1459 0,0828 1,0461 1,4155 3,0017
0,1 2,9 0,1372 0,0899 1,1833 1,3256 3,0016
0,1 3 0,1279 0,0949 1,3112 1,2308 3,0014
0,1 3,1 0,1182 0,0980 1,4295 1,1327 3,0013
0,1 3,2 0,1083 0,0996 1,5378 1,0331 3,0012
0,1 3,3 0,0983 0,1000 1,6361 0,9331 3,0012
0,1 3,4 0,0883 0,0994 1,7244 0,8337 3,0011
0,1 3,5 0,0784 0,0981 1,8028 0,7356 3,0011
0,1 3,6 0,0687 0,0964 1,8715 0,6392 3,0010
0,1 3,7 0,0591 0,0945 1,9307 0,5447 3,0010
0,1 3,8 0,0498 0,0926 1,9805 0,4521 3,0010
0,1 3,9 0,0406 0,0908 2,0211 0,3613 3,0010
0,1 4 0,0316 0,0892 2,0527 0,2721 3,0010
0,1 4.1 0,0228 0,0880 2,0755 0,1841 3,0010
0,1 4,2 0,0140 0,0871 2,0895 0,0970 3,0010
0,012 4,3 0,0054 0,0866 2,0949 0,0104 3,0010
4,312 0,0001 0,0104 2,0949 0,0000 3,0010



. . . ) 12 . .
Powyzszy arkusz jest obliczony dla wychylenia 120°, tj. dla x = 120 7. Taka formuta jest wpisana

w pozycji E2, cho¢ na powyzszym wydruku widzimy jej wartos¢ 2,0944. Po p6t okresu predkos¢ wra-
ca do poczatkowej wartosci 0. Ma to miejsce dla fazy 4,312=1,37Pi. Oznacza to, iz okres wahan jest
dtuzszy o 37% od okresu matych drgan.

Whpisanie dowolnego kata wychylenia poczatkowego pozwala na natychmiastowe udzielenie od-
powiedzi na wszystkie pytania.

Wré¢my jednak do oscylatora harmonicznego. WyznaczyliSmy jego ruch. Pojawity si¢ ciekawe
funkcje czasu zredukowanego 7 =t , okresowe, zmieniajace si¢ w przedziale od —1 do +1, o okresie
2%3,14159.... Nie ma chyba nikogo na tej sali, kto nie znal by tych funkcji, albo, kto nie domyslatby
sig, ze takie same funkcje wystgpuja tez w innych sytuacjach, w szczegdlnosci w trygonometrii. Za

minutkg ten zwiazek ustanowimy.

Przypomnijmy, iz ze wzgledu na réwnania:

dx=vdr

dv =—xdf

przyrost sumy kwadratow jest wykluczony:

d(x® + V%) =2xdx +2vdv = (2xV — 2¥x)d7 =0

X7 =Cl=x,+7,’

a sama warto$¢ tej sumy wyznaczona jest przez warunek poczatkowy. Na plaszczyznie fazowej
pozostajemy w czasie ruchu na okregu o promieniu C. Trzeba teraz okresli¢ jak si¢ ten punkt prze-

mieszcza wraz z uptywem czasu. To tatwe.

! (dx)* +(dV)* = C*(do)’ =
' = (72 +x2)dF)? = C2(dF)?
Zatem :
dp=dr
(P:;"'q)o = wr+Q,
Z rysunku odczytujemy :
> x = Csin(¢)
v v =C cos()
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Przechodzac do ,,zwyktych” zmiennych, mamy

x=Csin(wt +0,)

v=0V =0Ccos(orf +0,)

Korzystajac ze znanych wzoréw na funkcje trygonometryczne sumy katéw mamy:

x=Csin(ot +¢,) = Csin(, ) cos(wr) + C cos(9,, ) sin(wt)

v=0V =0C cos(0r +0,) =0C cos(d,) cos(wr) — ®C sin(P, ) sin(®r)

Dwie dowolne state: amplitudg i faz¢ mozemy, jesli wygodniej, zastapi¢ poczatkowymi warto-

$ciami potozenia i predkosci:

x=Csin(9,) cos(wt) + C cos(¢, ) sin(wr) = x, cos(wr) + Yo sin(mr)
O}

v=0C cos(,) cos(0r) — oC sin(P, ) sin(wr) = v, cos(mt) — wx, sin(wr)
Jest to kompletne rozwiazanie problemu ruchu oscylatora.

Powstaje pytanie, czy wobec istnienia, i to tak stosunkowo prostego, rozwigzania analitycznego,
warto bylo zajmowac si¢ rozwigzaniem numerycznym? No c6z. To kwestia gustu. W powyzszym po-
dejsciu ide za gtosem Feynmana. Jest szereg zalet u§wiadomienia sobie jak ,,pracuja” rownania ruchu.
Jedna z korzysci bylo niemal natychmiastowe, bez zadnego wysitku, przejscie od oscylatora harmo-
nicznego, do anharmonicznego. Inna sprawa to same funkcje sinus i cosinus. Wydaje nam sig, ze wie-
my czemu one sa réwne. Ale tak naprawdg, z trygonometrii to my tylko widzimy na rysunku jaki jest
ich sens liczbowy, a policzy¢ to sobie mozemy dla 30, 45, czy 60 stopni.

Witasnie ostatnio méj wnuk mnie dopytuje, bo czuje si¢ nieswojo, no co to jest ten sinus dla byle
jakiego kata?

Oczywiscie, w przesztosci madrzy ludzie zrobili tablice, dzisiaj, w byle kalkulatorku odczytamy
warto$¢ sinusa, dajmy na to 1 radiana. A my sobie sami policzyliSmy! Zagladamy do tabeli na stronie
7 z krokiem 0,01 i w rubryce E102 mamy (wyliczona za pomoca operacji czysto arytmetycznych) war-
tos¢ 0,8415. Tyle samo, co wszegdzie!

W wyniku na ruch oscylatora zawarte sa tez wazne wyniki na pochodne tych funkcji. Po prostu
widzimy, ze pochodna sinusa jest cosinus, a cosinusa minus sinus. Dwukrotne rézniczkowanie kazde;j
z tych funkcji (a takze ich dowolnej kombinacji liniowej) daje z powrotem t¢ sama funkcje, ale z mi-
nusem.

Zbiér wlasnosci
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d2

~f(@=—f;
do
f(0)=0
d
—f(o) =1
d(pf@ 9y

definiuje jednoznacznie funkcjg /. Ta funkcja wystepuje w naszej kolumnie E. Ta funkcja nazy-
wa si¢ sinus. Ta sama funkcja pozwala zwiaza¢ wspétrzedna punktu na okrggu z dtugoscia odpowied-
niego tuku.

Funkcje trygonometryczne graja tak wybitna role w fizyce, ze warto, juz teraz, pokazac jeszcze
jedna ich wlasnos¢.

Nie jest trudno uzyskac szereg potggowy dla sinusa i cosinusa. Punktem wyjscia niech bedzie sze-

2 3 4
X

reg dla funkcji wyktadniczej:e® =1+ % + o + Bl + o +--- Mozna go uzyska¢ wprost z definicji

liczby e 1 wzoru na dwumian Newtona.

Z rozwinigcia tego wynika podstawowa wtasnos¢ funkcji wyktadniczej, mianowicie to, iz jej po-
chodna rowna si¢ samej funkcji. To wida¢. Kazdy czton zrézniczkowany ma mniejsza potege, a wy-
ktadnik n ,,zjezdzajacy” do licznika, skraca si¢ z ostatnim czynnikiem n! W mianowniku. Tym samym
kazdy wyraz rozwinigcia samej funkcji, pojawia si¢ w szeregu pochodnej, tyle ze czton z potega 3 po-
chodzi z cztonu z potgga 4 itd.

Gdy z szeregu potegowego funkcji wyktadniczej zostawimy sobie same potggi parzyste (albo sa-
me nieparzyste) dopiero dwukrotne rézniczkowanie daje znéw funkcje wyjsciowa. Nazywaja si¢ one

sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny:

3 5

sinh(x)=£+x—+x—+
o3 s
2 4
cosh(x):1+x—+x—+-~-
PN

Mamy szereg oczywistych relacji:
cosh’(x)=sinh(x)
sinh’(x)=cosh(x)

sinh(x)+cosh(x)=e" ; cosh(x)- sinh(x)=e¢™ ; sinh(x)=( e'- ¢™)/2; cosh(x)=( '+ e™)/2;

JesteSmy blisko! Potrzeba nam tylko znaku minus przy przeprowadzaniu jeden funkcji w druga.

Osiaga si¢ to zamieniajac szeregi dla funkcji hiperbolicznych na szeregi naprzemienne.
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Przy dwukrotnym rézniczkowaniu kazdy czton reprodukuje ten wczesniejszy, tyle ze kazdy wcze-

$niejszy (sasiedni) ma przeciwny znak!
Elegancki wzor dostaje si¢ korzystajac z liczb zespolonych. Poniewaz
i*=-1; i’=-i; i*=1, wiec widaé co si¢ dzieje po wstawieniu ix do szeregu potegowego dla

podstawowej funkcji wyktadnicze;j.
Wyrazy o potggach podzielnych przez 4 nie zmieniaja sig, a te pozostale parzyste zmieniaja znak.

Grupuja si¢ w szereg dla cosinusa.
Wyrazy o n=4k+1 dostaja mnoznik i, a te postaci 4K+3 dostaja mnoznik —i. Po wytaczeniu i, do-

stajemy szereg dla sinusa:

Stynny wzor Eulera:
e™ =cos(x) +isin(x)

zapisany dla x =7 brzmi

e™ +1=0

1 zawiera 5 najwazniejszych liczb: 031’ l , €, Ty

Jest tez oczywiscie
ix —ix

. e —e

SIH(X) = —,
2i

eix + e—ix

COS(X) =

2

Uzupelnienie (prezent dla entuzjastow)
Dla oséb zainteresowanych obliczeniami numerycznymi dajacymi wtadze nad ré6znymi ,,nieroz-

wigzywalnymi” zadaniami mechaniki podaj¢ bez dowodu metodg znacznego ulepszenia obliczen.

Zastanawiajac si¢ nad algorytmem ewolucji:
ye+do)y=y@)+dr- f((y@)+dr- f(y()/2)
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mozna doj$¢ do przekonania, ze skoro juz potrafimy lepiej liczy¢ przyrost niz naiwnie, to czemu nie
zastosowac tego lepszego przyblizenia do obliczenia predkosci w srodku przedziatu?
ye+dn)=y@)+dr- f(y@)+dr- f((y@)+dr- f(y()/2)/2)

No c6z. W powyzszym wzorze srodek przedziatu jest wyznaczony doktadniej, ale z drugiej stro-
ny, warto$¢ predkosci ( y ) w samym srodeczku, cho¢by najdoktadniej znanym, wcale nie pokrywa sig
z wartos$cia predkosci sredniej dajacej Scista warto$¢ przyrostu y. Dlatego trzecia metoda liczenia przy-
rostu ma taka sama warto$¢ a priori jak metoda druga. Jest jednak nieco inna i czy mozna z tego wy-
ciagnac jakas korzysc¢?

Madrzy ludzie zauwazyli (i udowodnili), ze jesli uzupetni¢ te 3 metody liczenia przyrostow o
jeszcze jeden, z pozoru bardzo zly, bo przyjmujacy za predkos¢ zmian, warto$¢ predkosci na koncu
przedziatu (wyznaczonego trzecig metoda):

y(e+dn)=y@)+def (y(@) +dr- f(y(@) +dr- f((y(@) +dr- f(y(1))/2)]2))

to z tych czterech r6znych sposobéw, usredniajac odpowiednio, mozna uzyska¢ rezultat super
doktadny

Zapiszmy to w sposéb przejrzysty. Rozwazmy 4 rézne przyrosty pl, p2, p3, p4:

pl=dif (y);

p2=dif (y + pl/2);

p3=dif (y+p2/2);

pa=dif (y + p3)

Wreszcie wezmy $rednia wazona tych czterech przyrostow:

p=(pl+2p2+2p3+ p4)/6

O ile przyrost p1 daje Scisty wynik w jednym kroku tylko wtedy, gdy rozwiazanie jest funkcja li-
niowa czasu, a przyrost p2 wtedy, gdy rozwiazanie jest dowolng funkcja kwadratowa (jak w ruchu
jednostajnie przyspieszonym), to przyrost p okreslony powyzej jest Scisty dla kazdego rozwiazania,
ktore bytoby wielomianem 4-tego stopnia w czasie. Dla innych rownan i innych rozwiazan, btad poje-
dynczego kroku jest stopnia 5-tego w przedziale czasu, a btad sumy stopnia 4-tego. Dlatego, wraz ze

wzrostem liczby przedzialéw, doktadno$é tej metody roénie jak 1/n*.

A oto arkusz kalkulacyjny dla oscylatora zbudowany w oparciu o ten algorytm z krokiem 1/10
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dt t dx1 | dvl | dx2 | dv2 | dx38 | dv3 | dx4 | dv4 | dx dv X Vv 1-(x"2+y"2)
0,1 0,00 0,00000] 1,00000; 0,0E+00
0,1 0,10{ 0,100 0,000 0,100[-0,005| 0,100(-0,005| 0,100[-0,010| 0,100[-0,005| 0,09983|0,99500 1,4E-08
0,1 0,20| 0,100/-0,010] 0,099|-0,015| 0,099/-0,015| 0,098|-0,020| 0,099/-0,015] 0,19867|0,98007| 2,8E-08
0,1 0,30/ 0,098|-0,020] 0,097|-0,025| 0,097/-0,025| 0,096|-0,030] 0,097|-0,025 0,29552|0,95534| 4,2E-08
0,1 0,40/ 0,096|-0,030] 0,094|-0,034| 0,094/-0,034| 0,092-0,039| 0,094|-0,034| 0,38942/0,92106| 5,5E-08
0,1 0,50| 0,092/-0,039| 0,090|-0,044| 0,090|-0,043| 0,088|-0,048| 0,090|-0,043| 0,47943|0,87758| 6,9E-08
0,1 0,60/ 0,088|-0,048] 0,085|-0,052| 0,085|-0,052| 0,083|-0,056| 0,085|-0,052| 0,56464|0,82534| 8,3E-08
0,1 0,70 0,083|-0,056| 0,080[-0,061| 0,080[-0,060| 0,076|-0,064| 0,080|-0,060| 0,64422|0,76484| 9,7E-08
0,1 0,80| 0,076|-0,064| 0,073|-0,068| 0,073|-0,068| 0,070|-0,072| 0,073|-0,068| 0,71736|0,69671 1,1E-07
0,1 0,90| 0,070;-0,072| 0,066|-0,075| 0,066|-0,075| 0,062/-0,078| 0,066|-0,075] 0,78333|0,62161 1,2E-07
0,1 1,00| 0,062/-0,078| 0,058|-0,081| 0,058(-0,081| 0,054|-0,084| 0,058/-0,081| 0,84147|0,54030 1,4E-07
0,1 1,10/ 0,054/-0,084| 0,050/-0,087| 0,050/-0,087| 0,045|-0,089 0,050/-0,087| 0,89121]|0,45360 1,5E-07
0,1 1,20 0,045/-0,089| 0,041|-0,091| 0,041{-0,091| 0,036|-0,093| 0,041|-0,091| 0,93204|0,36236 1,7E-07
0,1 1,30 0,036/-0,093| 0,032]-0,095| 0,031{-0,095| 0,027|-0,096| 0,032]-0,095| 0,96356|0,26750 1,8E-07
0,1 1,40/ 0,027/-0,096| 0,022|-0,098) 0,022|-0,097| 0,017|-0,099| 0,022|-0,098| 0,98545|0,16997 1,9E-07
0,1 1,50/ 0,017/-0,099| 0,012/-0,099 0,012/-0,099| 0,007/-0,100] 0,012/-0,099 0,99749 0,07074] 2,1E-07
0,1 1,60/ 0,007|-0,100| 0,002/-0,100/ 0,002/-0,100|-0,003/-0,100| 0,002(-0,100] 0,99957|0,02920 2,2E-07
0,1 1,70/-0,003,-0,100|-0,008, -0,100, -0,008, -0,100|-0,013, -0,099| -0,008|-0,100, 0,99166/0,12884| 2,4E-07
0,1 1,80/-0,013,-0,099|-0,018|-0,099-0,018|-0,098| -0,023|-0,097|-0,018|-0,098| 0,97385|0,22720 2,5E-07
0,1 1,90/-0,023,-0,097|-0,028| -0,096| -0,028| -0,096| -0,032| -0,095| -0,028| -0,096| 0,94630|0,32329 2,6E-07
0,1 2,00/-0,032|-0,095| -0,037|-0,093| -0,037| -0,093| -0,042| -0,091| -0,037| -0,093| 0,90930({0,41615]  2,8E-07
0,1 2,10/-0,042|-0,091|-0,046| -0,089| -0,046| -0,089| -0,050( -0,086| -0,046| -0,089| 0,86321|0,50484| 2,9E-07
0,1 2,20(-0,050| -0,086/| -0,055| -0,084| -0,055| -0,084/| -0,059| -0,081| -0,055| -0,084| 0,80850| 0,58850 3,1E-07
0,1 2,30/-0,059|-0,081|-0,063| -0,078| -0,063| -0,078| -0,067| -0,075| -0,063| -0,078| 0,74571|0,66627|  3,2E-07
0,1 2,40|-0,067|-0,075|-0,070|-0,071|-0,070| -0,071| -0,074| -0,068| -0,070| -0,071| 0,67546|0,73739 3,3E-07
0,1 2,50/-0,074|-0,068| -0,077| -0,064| -0,077| -0,064| -0,080| -0,060| -0,077| -0,064| 0,59847|0,80114|  3,5E-07
0,1 2,60|-0,080| -0,060| -0,083| -0,056| -0,083| -0,056| -0,086| -0,052| -0,083| -0,056| 0,51550| 0,85689 3,6E-07
0,1 2,70]-0,086|-0,052| -0,088| -0,047| -0,088| -0,047| -0,090( -0,043| -0,088| -0,047| 0,42738|0,90407|  3,7E-07
0,1 2,80(-0,090| -0,043| -0,093| -0,038| -0,092| -0,038| -0,094| -0,034| -0,092|-0,038| 0,33499|0,94222|  3,9E-07
0,1 2,90|-0,094|-0,033| -0,096| -0,029| -0,096| -0,029| -0,097| -0,024| -0,096| -0,029| 0,23925|0,97096|  4,0E-07
0,1 3,00]-0,097|-0,024|-0,098| -0,019| -0,098| -0,019| -0,099| -0,014| -0,098| -0,019| 0,14112/0,98999 4,2E-07
0,041595 3,10/-0,099|-0,014|-0,100| -0,009| -0,099| -0,009| -0,100| -0,004| -0,100| -0,009| 0,04158|0,99913 4,3E-07
3,141595|-0,042/ -0,002|-0,042|-0,001|-0,042|-0,001|-0,042| 0,000|-0,042|-0,001]/0,000000| 1,00000 4,3E-07

Mimo 10-krotnie wigkszego kroku, doktadnos¢ jest o rzad wielkosci lepsza niz w poprzedniej me-

todzie. A poréwnujac z poprzednia metoda z tym samym krokiem, 0,1, widzimy rewelacyjny wzrost

doktadnosci. Liczba pi zamiast 3,136 wychodzi nam 3,141595 wobec prawdziwej 3,141593...

Kolumny z nagtéwkami x i v daja doktadne (z podana liczba cyfr) warto$ci sinusa i cosinusa w
catym przedziale od 0 do 180°, wyliczone, co 0,1 radiana. W razie potrzeby, kazda warto$¢ posrednia

moze bez trudu by¢ tez wyliczona. Wystarczy wpisa¢ odpowiedni przyrost w odpowiednie miejsce w

kolumnie

1-szej.
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b
Calka oznaczona I f(t)dt moze, oczywiscie, by¢ uwazana za rozwiazanie (najprostszego z

mozliwych) réwnan rézniczkowych x = f(¢), w punkcie x(b), przy warunku poczatkowym
x(a)=0.
Podana powyzej, dos¢ wyrafinowana, metoda znajdowania doktadnego pojedynczego

kroku (zwana metoda Runge Kutty 4-tego rzedu) daje si¢ w tym wypadku wyrazié¢

b
(sprawd) bardzo prostym wzorem: [ f (r)dr = ® ; @) ( f@y+4r& ;“ by, f(b)]
X xn+1
Zobaczmy, co daja omawiane trzy metody dla catki I t"dr = " dla kolejnych poteg n.
0 n+

Scisly wynik to kolejno f,x—,x—,x—,x—.
1 2 3 4 5
b X x2 X3 X4 xS
Metoda naiwna Hdt=(h-a)f(a daje: —,0—,0—,0—,0—
! fdt=(b-a)f(a) jer 0707070
Jej uzywanie ma cechy masochizmu
b 2 3 4 5
a+b X X X X X
Metoda nieco ulepszona Hdr=0b-a daje: —,—,0.75—,0.5—,0.31—
p !f()( ) je: 7057 5

Dla czesci liniowej f, wynik jest Scisty, ale czton kwadratowy, po scatkowaniu bgdacy stopnia

3, odtwarzany jest tylko w 75%

a+b
2

(b-a)
6

Metoda R-K [ f(1)dt = ( fl@a)+4f(—)+ f(b)]daje:%,

Wyraznie wida¢ porazajaca skutecznos¢ metody. Dopiero piata potgga w wyniku jest

oceniana niescisle, jest przeszacowana, ale 1 tak, tylko o 4%!
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