Wyktad 9

Na poprzednim wyktadzie zbadali$my sens réwnan ruchu. Sa to réwnania rézniczkowe.
Pozwalaja one wyznaczy¢ polozenia (i pregdkosci) w dowolnym czasie przysztym, jesli znamy
w jakiej$ chwili (nazywanej ,,poczatkowa’”) wszystkie potozenia i wszystkie predkosci. Skon-
struowaliSmy jawny przepis na znajdowanie kolejnych potozen i predkosci (traktowanych dla
wygody jako ,,wspoétrzedne” jednego wektora y={y,,y,,:--} w ktérym polowa y-kéw to
zwykle polozenia, a druga potowa to prqdkoécil) oparty na tym, ze znamy pochodne wszyst-
kich sktadowych y po czasie wyrazone przez samo y: y = f(y). Pochodne sktadowych, ktére
sa polozeniami, to sa te inne y-ki, te, ktére sa predkosciami, pochodne tych sktadowych, ktére
sa predkosciami, czyli przyspieszenia sa wlasnie ta kwintesencja rownan ruchu, ktére opisuja
konkretny przyklad, konkretne oddziatywania. Wazne, by nie zalezaty one od niczego innego
niz y. A wigc zalezno$¢ sity ograniczona by¢ musi do zaleznosci od wszystkich potozen i
predkosci, oraz, ewentualnie, od czasu (yy).

Metoda krok po kroku ( w ktorejkolwiek wersji — prymitywnej, ulepszonej, czy wyrafi-
nowanejz) dziala niezaleznie od postaci analitycznej sil. Jest rownie fatwa dla oscylatora
harmonicznego, co i anharmonicznego. Rownie tatwa dla sity oporu liniowego, czy opisanego
dowolna potgga predkosci, czy funkcja przestgpna.

Metoda numeryczna, przy wszystkich zaletach, ma jedna wadg. Nawet po wprowadzeniu
tak duzej, jak to mozliwe, liczby wielkosci bezwymiarowych, rozwiazanie mozna skonstru-
owac tylko dla konkretnych wartosci bezwymiarowych. Chcac przedyskutowaé rézne za-
chowania ruchu w danym problemie, w zaleznos$ci i od warunkéw poczatkowych i od warto-
sci réznych wspoétczynnikéw, trzeba poréwnywac wiele tabel, czy wiele wykresow.

Dlatego, gdy tylko istnieje mozliwo$¢ analitycznego rozwiazania, tj. rozwiazania ,,na li-
terach” reprezentujacych i wartosci poczatkowe i1 parametry ukladu, takie jak masy, tadunki,
wspotczynniki oporu, czy wspdlczynniki sprezystosci, to jesteSmy bardzo szczesliwi!

Takie ,,rozwigzywalne” problemy sa klejnotami, ktére powinni$my kolekcjonowac, ktére

powinnismy poznawac, ktérymi powinniSmy umiec sig cieszyc.

' Gdy sity zaleza jawnie od czasu, wprowadzamy jeszcze yo=t.

? Metody prymitywnej stosowaé nie warto, chyba, nigdy. Metoda wyrafinowana wymaga znacznie mniejszej
liczby krokéw od metody ulepszonej, dla uzyskania zadanej doktadnosci, ale samego wpisywania operacji w
programie, jest nieco wigcej. Wybdr jest kwestia gustu, potrzeb, mozliwosci numerycznych i oprogramowania
jakim dysponujemy.



Domyslaja si¢ wszyscy, ze oscylator harmoniczny, a wigc uktad opisany réwna-
niem: ¥ = —®°x , nalezy do takich wtasnie klejnotéw! Po wprowadzeniu czasu zredukowane-
go” f =t/ i "predkosci zredukowanej” vV = dx/df , réwnanie ruchu przyjmuje postaé:

dx=vdr

dv =—xdr

W tej wiasnie postaci rozwiazaliSmy réwnania numerycznie (przy warunku poczatko-
wym v(0)=1,x(0)=0) uzyskujac dla potozen funkcj¢ przypominajaca znany z geometrii
sinus i dla predkosci zredukowanej funkcje¢ przypominajaca cosinus.

Uzyskane numerycznie funkcje sa okresowe, zmieniajace si¢ w przedziale od —1 do +1,
maja okres 2¥3,14159....

Podejdzmy teraz analitycznie do naszego oscylatora. Upewnimy si¢, ze nasze funkcje sa
tymi dobrze znanymi z geometrii funkcjami trygonometrycznymi.

Jak pamigtamy, przyrost sumy kwadratéw w §cistym rozwiazaniu, jest wykluczony:

d(x® +v?) =2xdx +2vdv = (2xV — 2vx)df =0

x*+v2=C? =x02 +\702

a sama warto$¢ tej sumy wyznaczona jest przez warunek poczatkowy. Na ptaszczyznie fazo-

wej (V, x) pozostajemy w czasie ruchu na okregu o promieniu C. Trzeba teraz okresli¢ jak si¢

ten punkt przemieszcza wraz z uptywem czasu. To tatwe.

A
Wektor :
i N (d¥ /d7,dx/d7) = (—x,7)
—X,V) ,
1 wektor :
\ (‘7? x)
- maja rowne dlugosci i sa ortogonalne
¢ (V,x
oy
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Predkos¢ przemieszczania sig ,,punktu” o wektorze wodzacym: (V,x) na plaszczyznie
fazowej (dv /d7,dx/d7)=(—x,V) jest prostopadia do tego wektora wodzacego. To oznacza,
oczywiscie, ze punkt musi pozostawac na okrggu, o §rodku w poczatku uktadu. To juz jest
rezultat nam znany. Ale nasz wynik oznacza jeszcze co$ wigcej. Szybkosé (wzgledem czasu
zredukowanego) przemieszczenia si¢ po tym okrggu jest stata i rowna wartosci promienia C.
W czasie  przebyta po obwodzie droga jest iloczynem promienia i czasu (zredukowanego).

Zatem kat ¢ na rysunku (w mierze tukowej) jest tozsamy z czasem zredukowanym 7 ,
gdy czas zaczynamy liczy¢ tej od fazy ruchu, w ktérej x=0, a pregdkos¢ jest maksymalna, albo

O=7 +¢, =0, +or, w przypadku ogélnym

Korzystajac z trygonometrycznej definicji funkcji sinus i cosinus, widzimy, iz:

x=Csin(ot +0,)

v=0V =0C cos(®r+0,)

Na podstawie znanych wzoréw na funkcje trygonometryczne sumy katéw mamy:

x=Csin(wt +0,) = Csin(¢, ) cos(or) + C cos(d,, ) sin(w?)
v=0V =0C cos(®r +0,) =0C cos(d, ) cos(wr) — oC sin(¢, ) sin(wr)
Dwie dowolne stale: amplitudg i fazg mozemy, jesli tak nam wygodniej, zastapi¢ poczat-

kowymi wartosciami potozenia i pr¢dkosci:

x=Csin(9,) cos(wt) + C cos(0,)sin(®wr) = x, cos(wt) + Vgo sin(t)

v=wmC cos(9,) cos(®t) — wC sin(¢,, ) sin(®r) = v, cos(Mr) — wx, sin(wr)
Jest to kompletne rozwiazanie problemu ruchu oscylatora.

Powstaje pytanie, czy wobec istnienia, i to tak stosunkowo prostego, rozwiazania anali-
tycznego, warto byto zajmowac si¢ rozwiazaniem numerycznym? No c6z. To kwestia gustu.
W powyzszym podejsciu wzorujg si¢ na Feynmanie. Jest szereg zalet uswiadomienia sobie
jak ,,pracuja” rownania ruchu. Jedna z korzysci byto niemal natychmiastowe, bez zadnego
wysitku, przejscie od oscylatora harmonicznego, do anharmonicznego.

Inna sprawa to same funkcje sinus i cosinus. Wydaje nam sig, ze wiemy, czemu one sa
réwne. Ale tak naprawdg, z trygonometrii to my tylko widzimy na rysunku, jaki jest ich sens,

ale policzy¢ to sobie je mozemy dla 30, 45, czy 60 stopni i paru innych podobnych.



Wtasnie ostatnio méj wnuk mnie dopytuje, bo go to niepokoi: no co to jest ten sinus dla
byle jakiego kata?

Oczywiscie, w przesztosci, madrzy ludzie ulozyli tablice - dzisiaj, w byle kalkulatorku
odczytamy wartos$¢ sinusa, dajmy na to 1 radiana. A my sobie sami policzyliSmy! Zagladamy
do tabeli na stronie 7 wyktadu 8 z krokiem 0,01 i w rubryce E102 mamy (wyliczona za po-
moca operacji czysto arytmetycznych) wartos$¢ 0,8415. Tyle samo, co wszedzie!

W wyniku na ruch oscylatora zawarte sa tez wazne wyniki na pochodne tych funkcji. Po
prostu widzimy, Ze pochodna sinusa jest cosinus, a cosinusa minus sinus. No, bo pochodna
polozenia jest predkos¢, a pochodna predkosci przyspieszenie, rGwne polozeniu ze znakiem
,minus”. Dwukrotne rézniczkowanie kazdej z tych funkcji (a takze ich dowolnej kombinacji
liniowej) daje z powrotem t¢ sama funkcje, ale z minusem.

Zbiér wlasnosci

d2

d(pz f((p)__fa
f(0)=0

d

d_(pf((p) =1

9=0
definiuje jednoznacznie funkcje¢ f'. Ta funkcja wystgpuje w naszej kolumnie E arkusza kalku-
lacyjnego z poprzedniego wykladu. Ta funkcja nazywa si¢ sinus. Ta sama funkcja pozwala
zwiaza¢ wspoétrzedna punktu na okregu z dtugoscia odpowiedniego tuku.

Funkcje trygonometryczne graja tak wybitna rolg w fizyce, ze warto, juz teraz, pokazac
jeszcze jedng ich wiasnosc.

Nie jest trudno uzyskac szereg potegowy dla sinusa i cosinusa. Punktem wyjscia niech

2 3 4
X

bedzie szereg dla funkcji wyktadniczej:e® =1+ % + o + Bl + % +--- Mozna go uzyskac

wprost z definicji liczby e 1 wzoru na dwumian Newtona®.
Z rozwinigcia tego wynika podstawowa wtasnos$¢ funkcji wyktadniczej, mianowicie to,
iz jej pochodna réwna si¢ samej funkcji. To wida¢. Kazdy czton zr6zniczkowany ma mniej-

sza potege, a wyktadnik n ,,zjezdzajacy” do licznika, skraca si¢ z ostatnim czynnikiem n!

? Oto prosty rachunek, trochg brawurowy jak na gusty matematykéw, ale dla fizykéw OK.

2
e = (1+1/n)") =1+ x/nx)™ = A+ x/m)" =1+mi+m(1j b=
m 2! m

g mm=h) o 1 mGm=D(m=2) x3+---—>l+x+%x2+%x3+---

mm 3! mmm



,»silni” w mianowniku. Tym samym kazdy wyraz rozwinigcia samej funkcji, pojawia si¢ po-
nownie w szeregu jej pochodnej, tyle, ze czton z potgga 0 pochodzi z cztonu z potega 1, czton
z potgga 1 pochodzi z cztonu z potega 2, czton z potgga 2 pochodzi z cztonu z potega 34 itd.

d

—e' =e"

dx
Gdy z szeregu potegowego funkcji wyktadniczej zostawimy sobie same potegi parzyste

(albo same nieparzyste) dopiero dwukrotne rézniczkowanie daje znéw funkcje wyjSciowa.

Nazywaja sig te funkcje: sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny:

3 5

sinh(x)=£+x—+x—+~-~
T
2 4
cosh(x) = 1+ + > 4...
2 4

Mamy szereg oczywistych relacji:

cosh’(x)=sinh(x)

sinh’(x)=cosh(x)

sinh(x)+cosh(x)=e" ; cosh(x)- sinh(x)=e™ ; sinh(x)=(e'- e™)/2; cosh(x)=( '+ e™)/2;
Jestesmy blisko! Potrzeba nam tylko znaku minus przy przeprowadzaniu jednej z funkcji

w druga. Osiaga sig¢ to, zamieniajac szeregi dla funkcji hiperbolicznych, na szeregi naprze-

mienne.

) x* X X’
sin(x)==—"—+"——-"—+

nm 3 5 7

2 4 6

x* x
cos(x)=l—-——+——-"—+

21 41 6!

Przy dwukrotnym rézniczkowaniu kazdy czion reprodukuje (prawie) ten wczesniejszy,

tyle, ze kazdy wczes$niejszy (sasiedni) ma przeciwny znak!
—sinx =cos x
dx
—cosx=-—sinx

Elegancki wzdr dostaje si¢ korzystajac z liczb zespolonych. Poniewaz

i’=-1; i’=—i; i*=1, wiec, wida¢ co sig dzieje, po wstawieniu ix do szeregu pote-

gowego dla podstawowej funkcji wyktadnicze;j.

Wyrazy o potggach podzielnych przez 4 nie zmieniaja sig, a te pozostate parzyste zmie-

niaja znak. Grupuja si¢ w szereg dla cosinusa.



Wyrazy o n=4k+1 dostaja mnoznik i, a te postaci 4K+3 dostaja mnoznik —i. Po wylacze-
niu i, dostajemy szereg dla sinusa:

Stynny wzor Eulera:
e™ =cos(x) +isin(x),
jest jednym z najpigkniejszych wzoréw matematyki

Zapisany dla x =7 brzmi:
e™+1=0
i zawiera 5 najwazniejszych liczb: 0,1,1,e, 7!
Jest tez oczywiscie:
e" —e et +e™

sin(x) = T, cos(x) = 5
i

Przydatnos$¢ liczb zespolonych zilustrujemy zbadaniem ruchu oscylatora z sita ttumienia
proporcjonalng do predkosci:
mx = —kx — ox
Stosunek k/m dla oscylatora niettumionego oznaczaliSmy litera ®. Jak si¢ niebawem
przekonamy, tlumienie spowoduje, ze ruch nie bgdzie juz okresowy (w zwyklym sensie), a
jesli pojawi si¢ (dla dostatecznie stabego ttumienia) co$ analogicznego do czgstosci, bedzie to
wielko$¢ r6zna od k/m. Dlatego zmieniamy oznaczenie:
kim=w,’
Wygodnie jest tez oznaczy¢ o/ m =23 i zapisa¢ rwnanie ruchu w postaci:
¥ =—w, x - 2Bx
Przystgpujac do poszukiwania rozwigzania analitycznego takiego rOwnania, powinnisSmy
uswiadomi¢ sobie kilka spraw.
® Po pierwsze. Wiemy, iz podanie potozenia poczatkowego xy 1 predkosci poczat-
kowej vy dla wybranego czasu (przyjmijmy, ze gdy nie ma wyraznego powodu,
jako czas poczatkowy wybiera¢ bedziemy 7=0) jest i konieczne i wystarczajace
dla wyznaczenia ruchu. Gdyby$Smy, wigc, znalezli funkcj¢ czasu zawierajaca
dwie dowolne state: C; i C,, funkcj¢ spetniajaca nasze réwnanie ruchu, dla do-
wolnego zestawu statych C; i C,, to, dobierajac te dwie state, mogliby$my nada¢

wartosciom potozenia i predkosci w chwili poczatkowej, pozadane wartosSci.



Rozwiazanie z potrzebna liczba dowolnych statych nazywa si¢ rozwigzaniem
ogolnym.

¢ Po drugie. Nasze réwnanie jest liniowe jednorodne. Poszukiwana funkcja i jej
pochodne wystepuja tylko i wytacznie w pierwszej potedze, nie ma takze iloczy-
néw, np. xx. Jest to istotne ulatwienie. Liniowo$¢ oznacza, ze gdy jakie$§ szcze-
gblne xg,.,(7) jest rozwigzaniem, to wielokrotno$¢ tego rozwiazania C Xg,c,(f) jest
tez rozwigzaniem tego samego réwnania ruchu. A takze, gdy sa dwa rozwiazania
szczegoblne, to ich kombinacja liniowa:

C1 Xszez1(1) + Ca Xszen(2)
jest tez rozwiazaniem. To fantastyczne ulatwienie. Jesli znalez¢ na tej, czy innej
drodze, odgadna¢, dwa szczegélne rozwigzania rownania liniowego (réwnania
drugiego rzedu dla jednego polozenia), to tym samym, juz si¢ ma rozwiazanie
ogolne.

e Po trzecie, funkcja wykladnicza, cudowna funkcja wyktadnicza, po zr6zniczko-
waniu pozostaje sobg, mnozac si¢ jedynie przez wspétczynnik: de” /dt=re" .
Druga pochodna pomnozy sie przez r’, a sama funkcja pozostanie soba. Osta-
tecznie funkcja wyktadnicza pozostanie w pierwszej potedze we wszystkich czto-
nach réwnania i mozna to réwnanie przez nia podzieli¢. Zniknie czas z tego row-
naia, a na to by bylo ono spetnione, spetnione by¢ musi réwnanie algebraiczne
jakie sie¢ z tego narodzito.

Przystgpujemy do zgadywania. Zgadujemy, ze powinno istnie¢ rozwigzanie wy-
kladnicze z jaka$ warto$cia r. By sie o tym przekona¢ wstawiamy funkcje e” zamiast x
do réwnania ruchu. Dostajemy:

. 2 . . .
e =—@, e" —2Bre”,czyli, po podzieleniu przeze"” :

,

rr+2Br+m,” =0

Jako bonus potraktujmy fakt, iz r6wnanie na r jest kwadratowe. Poza pewnym zto-
sliwym przypadkiem, daje nam to nie tylko jedno, ale dwa rozwiazania, ktére po pomno-
zeniu przez dwie dowolne, rézne state i zsumowane produkuja nam rozwiazanie ogélne!

Kazdy z Was dobrze wie, ze rdwnanie kwadratowe moze nie mie¢ zadnego rozwia-
zania! Czy bedziemy z tego powodu ptakac??? W zadnym wypadku!!!! Owo ,,zadnego
rozwiazania” dotyczy liczb rzeczywistych. Dotaczajac uzyteczny twor, jakim jest i, jakie
i2

ze 1° =-—1,przetwarzajacy funkcje wykladnicza (szereg o stalych znakach) w funkcje

trygonometryczne, powodujemy, ze rozwiazanie postaci a + ib musi istnie¢ dla kazdego



rOwnania kwadratowego (czy to o wspoétczynnikach rzeczywistych, czy zespolonych).
Czasami rozwiazanie jest tylko jedno, gdy réwnanie jest postaci (x —a —ib)* =0, ale na
0got sa dwa, tyle, ze czasmi oba sa zespolone.

Mamy réwnanie kwadratowe, wigc avanti.

r? +2Br+m,” =0,
2
R :_Bi—‘VBZ -,

Jest jasne, ze przypadek tlumienia tak silnego, ze B> ®, (czyli a > 2+ km ) jest zde-

cydowanie niepodobny do przypadku przeciwnego. W tym pierwszym, rozwigzaniem
ogllnym jest

22 a2 2
e P (CeP T 4 CeP T,

Przy réwnaniach liniowych, kombinacje rozwiazan szczegdlnych tez sa rozwiaza-

niami szczeg6lnymi, w szczegdlnosci potowa sumy i potowa réznicy. Zatem

e P (D, coshB* —w,’r + D, sinh /B> — o, 1)

jest inng postacia rozwiazania ogélnego. Ta druga posta¢ jest wygodna do wstawienia
warunkow poczatkowych: D, =x,,D, —BD, =v,

A posta¢ pierwsza jest dogodna do oceny tempa zblizania si¢ oscylatora do poloze-
nia réwnowagi. Dla duzych czaséw, czlon z wigkszym (co do wartosci bezwzglednej

wykladnikiem) jest pomijalny w stosunku do tego drugiego i to ten drugi ,,rzadzi” za-
chowaniem asymptotycznym:  x o< exp[— PB-+B* - 0w, )) :

Problem tlumienia drgan jest niezwykle waznym praktycznie zagadnieniem! Cza-
sami chcemy mie¢ drgania mozliwie stabo ttumione. Czasami jednak, takie stabo ttumio-
ne drgania sa niewygodne. Ot, cho¢by w amortyzatorach. Ale i w czystych badaniach
naukowych, wiele przyrzadéw pomiarowych, zawiera czgsci ruchome, ktérych potozenie
ustala si¢ w wyniku réwnowagi. Np. waga. Gdyby kotysanie si¢ szalek wagi nie bylo
tlumione, nie doczekaliby$my si¢ nigdy na mozliwos¢ odczytu. W takich wypadkach
wprowadza si¢ ttumienie ,,kontrolowane”. Czy bowiem prawda jest, ze im tlumienie sil-
niejsze, tym lepiej? Absolutnie nie. Gdy B dazy do nieskonczono$ci, wspétczynnik przy

czasie bedacy odwrotnoscia czasu osiagania rOwnowagi

(B_‘\/B2 _0)02):0)02 /(B""VBZ _moz)zwoz/zﬁ

dazy do zera, a czas T=23/ 0)02 (po ktérym warto$¢ wychylenia spada o czynnik e )



dazy do nieskonczonosci.

Z tego punktu, oplaca si¢ thumienie zmniejszac. Ale co sig dzieje, gdy przekroczymy
wartos¢ @ ?

No wiasnie!!! Teraz pojawiaja sig, calkowicie naturalnie, liczby zespolone. A licz-
by zespolone w wyktadniku, to funkcje trygonometryczne! Zaczynaja si¢ drgania!

Wygodnie jest, jak to juz robiliSmy, (ale teraz po dwakro¢ wygodnie) wybra¢ jako
rozwiazania szczegllne: polowe¢ sumy i poloweg réznicy dzielonej dodatkowo przez i.

Czyli sinus i cosinus:

x(t) =e ™ (D, cos\/o,” —B*t + D, sin\/o,” —B1)

Skorzystalismy z tego, ze + \/[32 —0,” = ii\/woz -B

2

Wartos¢ potozenia jest iloczynem funkcji opisujacej poczciwe drgania harmoniczne,

cho¢ o mniejszej czestosSci:

w=40,” —p
t

przez monotonicznie malejacy czynnik wyktadniczy e .
W szczeg6lnosci, drgania zaczynajace si¢ (w chwili t=0) w polozeniu 0, z predko-

, . . . . 1% —Br - 2
$cig vo, opisane sa réwnaniem: x(f) = ——_——¢" sin\/0," —pB’t.
2

®, _Bz

Jeszcze jedna rzecz nalezy teraz rozwinaé. Mianowicie ruch pod wptywem ze-
wnetrznej, oscylujacej znanej sity, o dowolnej czgstotliwosci — réwnej, albo réznej od
czgstotliwosci wilasnej oscylatora.

X+, x + 2Px = hcos(wr)

Stata h jest amplituda zmiennej sity* F(¢) = mhcos(wr) podzielona przez m.

Mamy teraz réwnanie — nadal liniowe — ale niejednorodne. I teraz, znalezienie roz-
wigzania og6lnego nie przedstawia trudnosci.

Wystarczy zaobserwowac, ze znajomos$¢, chociaz jednego rozwiazania szczegdlne-
go calego réwnania, pozwala sprowadzi¢ problem do rozwiazywania znéw rownania

jednorodnego!

* W przypadku innych oscylatoréw niz punkt materialny, np. w przypadku drgajacego obwodu elektrycznego z
kondensatorem, cewka indukcyjna i opornikiem, prawa strona reprezentowa¢ bedzie (z odpowiednim wspot-
czynnikiem) zmienne napigcie przytozone do obwodu, np. napigcie sieci o czgstotliwosci SOHz, albo napigcie z
anteny odbiorczej, etc.



+2Bx,. + 0, x,,. =hcos ot

{4

Istotnie. Niech x_spelnia:Xx

Dokonajmy podstawienia x=x__+y, 1 znajdzmy réwnanie na Y.

(¥ + ) +2B(%,,. + 3) + @, (x.. +y)=hcos ot

§2¢2 §72¢Z

Czlony z rozwiazaniem szczegdlnym redukuja si¢ z cztonem po prawej, cztony z y
spetniaja wigc réwnanie:
¥+2By+ 0, y=0,

ktérego rozwiazanie ogélne wtasnie znalezlismy.

Rozwiazanie szczegdlne trzeba znéw ,,zgadywac”. Odktadajac na potem przypadek
ogdblny zbadajmy na razie oscylator niettumiony. W takim wypadku wida¢, ze szanse na
spetnienie réwnania istnieje, gdy uda si¢ dobra¢ amplitudg drgan z czg¢stoscia wymusza-

jaca: x . = Acosmt
Wstawiajac do rownania (bez ttumienia)

X, t mozxm =hcoswt dostajemy:
— > Acos 0f + ®,” cos Of = hcos Ot , czyli:
(0, —0*)A=h
Amplitudy rozwigzania szczeg6lnego A nie da si¢ dobra¢, gdy czgstos¢ wymuszajaca po-
krywa sig z czgstoScia wlasna. W pozostatych przypadkach

h

2

A=—r—
0, -0

Rozwigzanie ogdlne pelnego rownania jest:

h .
x=—F———cos0t + C, cosmyr + C, sin 0,7
0, —o

Dziwne rzeczy dzieja si¢ dla czgstosci wymuszajacej bliskiej, a tym bardziej réwnej,
czestosci wlasnej oscylatora. Zero pojawia si¢ w mianowniku, sugerujac natychmiastowa
katastrofg. Z drugiej strony, gdy zaczynamy kotysa¢ oscylator z czgstoscia rezonansowa,
stosujac jakas$ skonczona sitg, potozenie oscylatora, nie moze nagle sta¢ si¢ nieskonczo-

ne, co zdaje si¢ sugerowa¢ wzOr na rozwiazanie ogélne.
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Rozwiazanie paradoksu polega na wprowadzeniu do ogélnego wzoru, zamiast wy-
godnych, lecz nie majacych bezposredniej interpretacji statych C; i C,, danych poczat-

kowych xp1i vo.

h
Xy = +C,
2 _ 2
0, -
vy =—0,C,
COS W — COS M, ! Vo .
x=h > + X, COS Wy + ——sin O,

0, -0 o,

Gdy czestosci staja sig bliskie i w mianowniku pojawia si¢ mata wielkos$¢, w liczni-
ku tez wystepuje mata wielko$¢, réznica cosinuséw od bliskich argumentow.
Rozktadajac mianownik na iloczyn, mozemy pierwszy czton przeksztalci¢ do posta-
ci:
ht  cOs f —COS M, !

Vo .
x=- + X, cOs @, + —>sin @, ¢
®,+0®  Of — O o,

Gdy ot = ot , drugi iloraz pokrywa si¢ z definicja pochodnej funkcji cosinus! A
ta jest sinusem.

Mamy, wigc, dla doktadnego rezonansu:

ht ) Vo .
X =————8in 0yt + x, COs ®,f + ——sin ®,¢
0, + 0, o,

Wynik catkowicie skonczony!

Jesli wystepuje ttumienie, pojedynczy czlon z cosinusem nie moze spetni¢ rownania,
bo czton z pochodna stanie si¢ sinusem. Nalezy wiec szuka¢ rozwiazania w postaci kom-
binacji sinusa i cosinusa z dwiema niewiadomymi amplitudami. Wszelkie operacje (jed-
no rézniczkowanie, czy dwa) w réwnaniu prowadza tylko do cztonéw z sinusem i cosi-
nusem, spetnienie réwnania sprowadzi si¢ do poréwnania wspétczynnikéw — z osobna
przy sinusie i cosinusie. Ale mamy dwie niewiadome, wigc procedura musi doprowadzic

do sukcesu. Zajmiecie si¢ tym na ¢wiczeniach.
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