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Wykład 9 
 

 

Na poprzednim wykładzie zbadali�my sens równa� ruchu. S� to równania ró�niczkowe. 

Pozwalaj� one wyznaczy� poło�enia (i pr�dko�ci) w dowolnym czasie przyszłym, je�li znamy 

w jakiej� chwili (nazywanej „pocz�tkow�”) wszystkie poło�enia i wszystkie pr�dko�ci. Skon-

struowali�my jawny przepis na znajdowanie kolejnych poło�e� i pr�dko�ci (traktowanych dla 

wygody jako „współrz�dne” jednego wektora },,{ 21 �yyy =  w którym połowa y–ków to 

zwykłe poło�enia, a druga połowa to pr�dko�ci1) oparty na tym, �e znamy pochodne wszyst-

kich składowych y po czasie wyra�one przez samo y: )(yfy =� . Pochodne składowych, które 

s� poło�eniami, to s� te inne y-ki, te, które s� pr�dko�ciami, pochodne tych składowych, które 

s� pr�dko�ciami, czyli przyspieszenia s� wła�nie t� kwintesencj� równa� ruchu, które opisuj� 

konkretny przykład, konkretne oddziaływania. Wa�ne, by nie zale�ały one od niczego innego 

ni� y. A wi�c zale�no�� siły ograniczona by� musi do zale�no�ci od wszystkich poło�e� i 

pr�dko�ci, oraz, ewentualnie, od czasu (y0). 

Metoda krok po kroku ( w którejkolwiek wersji – prymitywnej, ulepszonej, czy wyrafi-

nowanej2) działa niezale�nie od postaci analitycznej sił. Jest równie łatwa dla oscylatora 

harmonicznego, co i anharmonicznego. Równie łatwa dla siły oporu liniowego, czy opisanego 

dowolna pot�ga pr�dko�ci, czy funkcja przest�pn�. 

Metoda numeryczna, przy wszystkich zaletach, ma jedn� wad�. Nawet po wprowadzeniu 

tak du�ej, jak to mo�liwe, liczby wielko�ci bezwymiarowych, rozwi�zanie mo�na skonstru-

owa� tylko dla konkretnych warto�ci bezwymiarowych. Chc�c przedyskutowa� ró�ne za-

chowania ruchu w danym problemie, w zale�no�ci i od warunków pocz�tkowych i od warto-

�ci ró�nych współczynników, trzeba porównywa� wiele tabel, czy wiele wykresów. 

Dlatego, gdy tylko istnieje mo�liwo�� analitycznego rozwi�zania, tj. rozwi�zania „na li-

terach” reprezentuj�cych i warto�ci pocz�tkowe i parametry układu, takie jak masy, ładunki, 

współczynniki oporu, czy współczynniki spr��ysto�ci, to jeste�my bardzo szcz��liwi! 

Takie „rozwi�zywalne” problemy s� klejnotami, które powinni�my kolekcjonowa�, które 

powinni�my poznawa�, którymi powinni�my umie� si� cieszy�. 

                                                 
1 Gdy siły zale�� jawnie od czasu, wprowadzamy jeszcze y0=t. 
2 Metody prymitywnej stosowa� nie warto, chyba, nigdy. Metoda wyrafinowana wymaga znacznie mniejszej 
liczby kroków od metody ulepszonej, dla uzyskania ��danej dokładno�ci, ale samego wpisywania operacji w 
programie, jest nieco wi�cej. Wybór jest kwesti� gustu, potrzeb, mo�liwo�ci numerycznych i oprogramowania 
jakim dysponujemy. 
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Domy�laj� si� wszyscy, �e oscylator harmoniczny, a wi�c układ opisany równa-

niem: xx 2ω−=�� , nale�y do takich wła�nie klejnotów! Po wprowadzeniu czasu zredukowane-

go” ω= /~ tt  i ”pr�dko�ci zredukowanej” txv ~d/d~ = , równanie ruchu przyjmuje posta�: 

txv

tvx
~d~d

~d~d

−=
=

 

W tej wła�nie postaci rozwi�zali�my równania numerycznie (przy warunku pocz�tko-

wym 0)0(,1)0(~ == xv ) uzyskuj�c dla poło�e� funkcj� przypominaj�c� znany z geometrii 

sinus i dla pr�dko�ci zredukowanej funkcj� przypominaj�c� cosinus.  

 Uzyskane numerycznie funkcje s� okresowe, zmieniaj�ce si� w przedziale od –1 do +1, 

maj� okres 2*3,14159....  

Podejd�my teraz analitycznie do naszego oscylatora. Upewnimy si�, �e nasze funkcje s� 

tymi dobrze znanymi z geometrii funkcjami trygonometrycznymi. 

Jak pami�tamy, przyrost sumy kwadratów w �cisłym rozwi�zaniu, jest wykluczony: 

2
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a sama warto�� tej sumy wyznaczona jest przez warunek pocz�tkowy. Na płaszczy�nie fazo-

wej ),~( xv pozostajemy w czasie ruchu na okr�gu o promieniu C. Trzeba teraz okre�li� jak si� 

ten punkt przemieszcza wraz z upływem czasu. To łatwe. 
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Pr�dko�� przemieszczania si� „punktu” o wektorze wodz�cym: ),~( xv  na płaszczy�nie 

fazowej )~,()~d/d,~d/~d( vxtxtv −=  jest prostopadła do tego wektora wodz�cego. To oznacza, 

oczywi�cie, �e punkt musi pozostawa� na okr�gu, o �rodku w pocz�tku układu. To ju� jest 

rezultat nam znany. Ale nasz wynik oznacza jeszcze co� wi�cej. Szybko�� (wzgl�dem czasu 

zredukowanego) przemieszczenia si� po tym okr�gu jest stała i równa warto�ci promienia C. 

W czasie t~  przebyta po obwodzie droga jest iloczynem promienia i czasu (zredukowanego). 

Zatem k�t φ  na rysunku (w mierze łukowej) jest to�samy z czasem zredukowanym t~ , 

gdy czas zaczynamy liczy� tej  od fazy ruchu, w której x=0, a pr�dko�� jest maksymalna, albo  

tt ω+φ=φ+=φ 00
~ , w przypadku ogólnym 

Korzystaj�c z trygonometrycznej definicji funkcji sinus i cosinus, widzimy, i�: 

)cos(~
)sin(

0
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φ+ωω=ω=
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tCvv

tCx
 

Na podstawie znanych wzorów na funkcje trygonometryczne sumy k�tów mamy: 

)sin()sin()cos()cos()cos(~
)sin()cos()cos()sin()sin(
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Dwie dowolne stałe: amplitud� i faz� mo�emy, je�li tak nam wygodniej, zast�pi� pocz�t-

kowymi warto�ciami poło�enia i pr�dko�ci: 

)sin()cos()sin()sin()cos()cos(
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Jest to kompletne rozwi�zanie problemu ruchu oscylatora. 

 

Powstaje pytanie, czy wobec istnienia, i to tak stosunkowo prostego, rozwi�zania anali-

tycznego, warto było zajmowa� si� rozwi�zaniem numerycznym? No có�. To kwestia gustu. 

W powy�szym podej�ciu wzoruj� si� na Feynmanie. Jest szereg zalet u�wiadomienia sobie 

jak „pracuj�” równania ruchu. Jedn� z korzy�ci było niemal natychmiastowe, bez �adnego 

wysiłku, przej�cie od oscylatora harmonicznego, do anharmonicznego.  

Inna sprawa to same funkcje sinus i cosinus. Wydaje nam si�, �e wiemy, czemu one s� 

równe. Ale tak naprawd�, z trygonometrii to my tylko widzimy na rysunku, jaki jest ich sens, 

ale policzy� to sobie je mo�emy dla 30, 45, czy 60 stopni i paru innych podobnych.  
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Wła�nie ostatnio mój wnuk mnie dopytuje, bo go to niepokoi: no co to jest ten sinus dla 

byle jakiego k�ta? 

Oczywi�cie, w przeszło�ci, m�drzy ludzie uło�yli tablice - dzisiaj, w byle kalkulatorku 

odczytamy warto�� sinusa, dajmy na to 1 radiana. A my sobie sami policzyli�my! Zagl�damy 

do tabeli na stronie 7 wykładu 8 z krokiem 0,01 i w rubryce E102 mamy (wyliczon� za po-

moc� operacji czysto arytmetycznych) warto�� 0,8415. Tyle samo, co wsz�dzie! 

W wyniku na ruch oscylatora zawarte s� te� wa�ne wyniki na pochodne tych funkcji. Po 

prostu widzimy, �e pochodn� sinusa jest cosinus, a cosinusa minus sinus. No, bo pochodn� 

poło�enia jest pr�dko��, a pochodn� pr�dko�ci przyspieszenie, równe poło�eniu ze znakiem 

„minus”. Dwukrotne ró�niczkowanie ka�dej z tych funkcji (a tak�e ich dowolnej kombinacji 

liniowej) daje z powrotem t� sama funkcj�, ale z minusem. 

Zbiór własno�ci 
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definiuje jednoznacznie funkcj� f . Ta funkcja wyst�puje w naszej kolumnie E arkusza kalku-

lacyjnego z poprzedniego wykładu. Ta funkcja nazywa si� sinus. Ta sama funkcja pozwala 

zwi�za� współrz�dn� punktu na okr�gu z długo�ci� odpowiedniego łuku. 

Funkcje trygonometryczne graj� tak wybitna rol� w fizyce, �e warto, ju� teraz, pokaza� 

jeszcze jedn� ich własno��. 

Nie jest trudno uzyska� szereg pot�gowy dla sinusa i cosinusa. Punktem wyj�cia niech 

b�dzie szereg dla funkcji wykładniczej: �+++++=
!4!3!2!1

1
432 xxxx

e x  Mo�na go uzyska� 

wprost z definicji liczby e i wzoru na dwumian Newtona3. 

Z rozwini�cia tego wynika podstawowa własno�� funkcji wykładniczej, mianowicie to, 

i� jej pochodna równa si� samej funkcji. To wida�. Ka�dy człon zró�niczkowany ma mniej-

sz� pot�g�, a wykładnik n „zje�d�aj�cy” do licznika, skraca si� z ostatnim czynnikiem n!  

                                                 
3 Oto prosty rachunek, troch� brawurowy jak na gusty matematyków, ale dla fizyków OK. 
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„silni” w mianowniku. Tym samym ka�dy wyraz rozwini�cia samej funkcji, pojawia si� po-

nownie w szeregu jej pochodnej, tyle, �e człon z pot�g� 0 pochodzi z członu z pot�g� 1, człon 

z pot�g� 1 pochodzi z członu z pot�g� 2, człon z pot�g� 2 pochodzi z członu z pot�g� 34 itd. 

xx ee
x

=
d
d

 

Gdy z szeregu pot�gowego funkcji wykładniczej zostawimy sobie same pot�gi parzyste 

(albo same nieparzyste) dopiero dwukrotne ró�niczkowanie daje znów funkcj� wyj�ciow�. 

Nazywaj� si� te funkcje: sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny: 

�

�
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42
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Mamy szereg oczywistych relacji:  

cosh’(x)=sinh(x) 

sinh’(x)=cosh(x) 

sinh(x)+cosh(x)=ex ;   cosh(x)- sinh(x)=e-x ;    sinh(x)=( ex- e-x)/2;   cosh(x)=( ex+ e-x)/2; 

Jeste�my blisko! Potrzeba nam tylko znaku minus przy przeprowadzaniu jednej z funkcji 

w drug�. Osi�ga si� to, zamieniaj�c szeregi dla funkcji hiperbolicznych, na szeregi naprze-

mienne.  
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Przy dwukrotnym ró�niczkowaniu ka�dy człon reprodukuje (prawie) ten wcze�niejszy, 

tyle, �e ka�dy wcze�niejszy (s�siedni) ma przeciwny znak! 
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Elegancki wzór dostaje si� korzystaj�c z liczb zespolonych. Poniewa� 

 1;;1 432 =−=−= iiii  , wi�c, wida� co si� dzieje, po wstawieniu ix do szeregu pot�-

gowego dla podstawowej funkcji wykładniczej. 

Wyrazy o pot�gach podzielnych przez 4 nie zmieniaj� si�, a te pozostałe parzyste zmie-

niaj� znak. Grupuj� si� w szereg dla cosinusa. 
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Wyrazy o n=4k+1 dostaj� mno�nik i, a te postaci 4K+3 dostaj� mno�nik –i. Po wył�cze-

niu i, dostajemy szereg dla sinusa: 

Słynny wzór Eulera: 

)sin()cos( xixe ix += , 

jest jednym z najpi�kniejszych wzorów matematyki 

 Zapisany dla π=x  brzmi: 

01 =+πie  

i zawiera 5 najwa�niejszych liczb: π,,,1,0 ei ! 

Jest te� oczywi�cie:   

  
2

)cos(,
2

)sin(
ixixixix ee

x
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Przydatno�� liczb zespolonych zilustrujemy zbadaniem ruchu oscylatora z sił� tłumienia 

proporcjonaln� do pr�dko�ci: 

xkxxm ��� α−−=  

Stosunek k/m dla oscylatora nietłumionego oznaczali�my liter� ω . Jak si� niebawem 

przekonamy, tłumienie spowoduje, �e ruch nie b�dzie ju� okresowy (w zwykłym sensie), a 

je�li pojawi si� (dla dostatecznie słabego tłumienia) co� analogicznego do cz�sto�ci, b�dzie to 

wielko�� ró�na od k/m. Dlatego zmieniamy oznaczenie: 
2

0/ ω≡mk  

Wygodnie jest te� oznaczy� β=α 2/ m  i zapisa� równanie ruchu w postaci: 

xxx ��� β−ω−= 22
0  

Przyst�puj�c do poszukiwania rozwi�zania analitycznego takiego równania, powinni�my 

u�wiadomi� sobie kilka spraw. 

• Po pierwsze. Wiemy, i� podanie poło�enia pocz�tkowego x0 i pr�dko�ci pocz�t-

kowej v0 dla wybranego czasu (przyjmijmy, �e gdy nie ma wyra�nego powodu, 

jako czas pocz�tkowy wybiera� b�dziemy t=0) jest i konieczne i wystarczaj�ce 

dla wyznaczenia ruchu. Gdyby�my, wi�c, znale�li funkcj� czasu zawieraj�c� 

dwie dowolne stałe: C1 i C2, funkcj� spełniaj�ca nasze równanie ruchu, dla do-

wolnego zestawu stałych C1 i C2, to, dobieraj�c te dwie stałe, mogliby�my nada� 

warto�ciom poło�enia i pr�dko�ci w chwili pocz�tkowej, po��dane warto�ci. 
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Rozwi�zanie z potrzebn� liczb� dowolnych stałych nazywa si� rozwi�zaniem 

ogólnym. 

• Po drugie. Nasze równanie jest liniowe jednorodne. Poszukiwana funkcja i jej 

pochodne wyst�puj� tylko i wył�cznie w pierwszej pot�dze, nie ma tak�e iloczy-

nów, np. xx� . Jest to istotne ułatwienie. Liniowo�� oznacza, �e gdy jakie� szcze-

gólne xszcz(t) jest rozwi�zaniem, to wielokrotno�� tego rozwi�zania C xszcz(t) jest 

te� rozwi�zaniem tego samego równania ruchu. A tak�e, gdy s� dwa rozwi�zania 

szczególne, to ich kombinacja liniowa:      

 C1 xszcz1(t) + C2 xszcz2(t)            

jest te� rozwi�zaniem. To fantastyczne ułatwienie. Je�li znale�� na tej, czy innej 

drodze, odgadn��, dwa szczególne rozwi�zania równania liniowego (równania 

drugiego rz�du dla jednego poło�enia), to tym samym, ju� si� ma rozwi�zanie 

ogólne. 

• Po trzecie, funkcja wykładnicza, cudowna funkcja wykładnicza, po zró�niczko-

waniu pozostaje sob�, mno��c si� jedynie przez współczynnik: rtrt rete =d/d . 

Druga pochodna pomno�y si� przez r2, a sama funkcja pozostanie sob�. Osta-

tecznie funkcja wykładnicza pozostanie w pierwszej pot�dze we wszystkich czło-

nach równania i mo�na to równanie przez ni� podzieli�. Zniknie czas z tego rów-

naia, a na to by było ono spełnione, spełnione by� musi równanie algebraiczne 

jakie si� z tego narodziło. 

Przyst�pujemy do zgadywania. Zgadujemy, �e powinno istnie� rozwi�zanie wy-

kładnicze z jak�� warto�ci� r. By si� o tym przekona� wstawiamy funkcj� rte  zamiast x 

do równania ruchu. Dostajemy: 

02

: przezu  podzieleni po czyli,,2
2

0
2

2
0

2

=ω+β+

β−ω−=

rr

ereeer rtrtrtrt

 

Jako bonus potraktujmy fakt, i� równanie na r jest kwadratowe. Poza pewnym zło-

�liwym przypadkiem, daje nam to nie tylko jedno, ale dwa rozwi�zania, które po pomno-

�eniu przez dwie dowolne, ró�ne stałe i zsumowane produkuj� nam rozwi�zanie ogólne!  

Ka�dy z Was dobrze wie, �e równanie kwadratowe mo�e nie mie� �adnego rozwi�-

zania! Czy b�dziemy z tego powodu płaka�??? W �adnym wypadku!!!! Owo „�adnego 

rozwi�zania” dotyczy liczb rzeczywistych. Doł�czaj�c u�yteczny twór, jakim jest i, jakie 

�e 12 −=i ,przetwarzaj�cy funkcje wykładnicz� (szereg o stałych znakach) w funkcje 

trygonometryczne, powodujemy, �e rozwi�zanie postaci iba +  musi istnie� dla ka�dego 
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równania kwadratowego (czy to o współczynnikach rzeczywistych, czy zespolonych). 

Czasami rozwi�zanie jest tylko jedno, gdy równanie jest postaci 0)( 2 =−− ibax , ale na 

ogół s� dwa, tyle, �e czasmi oba sa zespolone.  

Mamy równanie kwadratowe, wi�c avanti. 

2
0

2
2,1

2
0

2 ,02

ω−β±β−=

=ω+β+

r

rr
 

Jest jasne, �e przypadek tłumienia tak silnego, �e 0ω>β  (czyli km2>α ) jest zde-

cydowanie niepodobny do przypadku przeciwnego. W tym pierwszym, rozwi�zaniem 

ogólnym jest  

)(
2

0
22

0
2

21
ttt eCeCe ω−β−ω−ββ− + .  

Przy równaniach liniowych, kombinacje rozwi�za� szczególnych te� s� rozwi�za-

niami szczególnymi, w szczególno�ci połowa sumy i połowa ró�nicy. Zatem 

 )sinhcosh( 2
0

2
2

2
0

2
1 tDtDe t ω−β+ω−ββ−  

jest inn� postaci� rozwi�zania ogólnego. Ta druga posta� jest wygodna do wstawienia 

warunków pocz�tkowych: 01201 , vDDxD =β−=  

A posta� pierwsza jest dogodna do oceny tempa zbli�ania si� oscylatora do poło�e-

nia równowagi. Dla du�ych czasów, człon z wi�kszym (co do warto�ci bezwzgl�dnej 

wykładnikiem) jest pomijalny w stosunku do tego drugiego i to ten drugi „rz�dzi” za-

chowaniem asymptotycznym: �
�
��

�
� ω−β−β−∝ )(exp 2

0
2x . 

Problem tłumienia drga� jest niezwykle wa�nym praktycznie zagadnieniem! Cza-

sami chcemy mie� drgania mo�liwie słabo tłumione. Czasami jednak, takie słabo tłumio-

ne drgania s� niewygodne. Ot, cho�by w amortyzatorach. Ale i w czystych badaniach 

naukowych, wiele przyrz�dów pomiarowych, zawiera cz��ci ruchome, których poło�enie 

ustala si� w wyniku równowagi. Np. waga. Gdyby kołysanie si� szalek wagi nie było 

tłumione, nie doczekaliby�my si� nigdy na mo�liwo�� odczytu. W takich wypadkach 

wprowadza si� tłumienie „kontrolowane”. Czy bowiem prawd� jest, �e im tłumienie sil-

niejsze, tym lepiej? Absolutnie nie. Gdy β  d��y do niesko�czono�ci, współczynnik przy 

czasie b�d�cy odwrotno�ci� czasu osi�gania równowagi 

 βω≈ω−β+βω=ω−β−β 2/)/()( 2
0

2
0

22
0

2
0

2  

d��y do zera, a czas 2
0/2 ωβ=τ (po którym warto�� wychylenia spada o czynnik e )  
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d��y do niesko�czono�ci. 

Z tego punktu, opłaca si� tłumienie zmniejsza�. Ale co si� dzieje, gdy przekroczymy 

warto�� ω  ? 

No wła�nie!!!  Teraz pojawiaj� si�, całkowicie naturalnie, liczby zespolone. A licz-

by zespolone w wykładniku, to funkcje trygonometryczne! Zaczynaj� si� drgania! 

Wygodnie jest, jak to ju� robili�my, (ale teraz po dwakro� wygodnie) wybra� jako 

rozwi�zania szczególne: połow� sumy i połow� ró�nicy dzielonej dodatkowo przez i. 

Czyli sinus i cosinus: 

)sincos()( 22
02

22
01 tDtDetx t β−ω+β−ω= β−  

Skorzystali�my z tego, �e 22
0

2
0

2 β−ω±=ω−β± i  

Warto�� poło�enia jest iloczynem funkcji opisuj�cej poczciwe drgania harmoniczne, 

cho�  o mniejszej cz�sto�ci: 

 22
0 β−ω=ω  

przez monotonicznie malej�cy czynnik wykładniczy te β− . 

W szczególno�ci, drgania zaczynaj�ce si� (w chwili t=0) w poło�eniu 0, z pr�dko-

�ci� v0, opisane s� równaniem: te
v

tx t 22
0

22
0

0 sin)( β−ω
β−ω

= β− . 

 

Jeszcze jedn� rzecz nale�y teraz rozwin��. Mianowicie ruch pod wpływem ze-

wn�trznej, oscyluj�cej znanej siły, o dowolnej cz�stotliwo�ci – równej, albo ró�nej od 

cz�stotliwo�ci własnej oscylatora. 

)cos(22
0 thxxx ω=β+ω+ �  

Stała h jest amplitud� zmiennej siły4 )cos()( tmhtF ω=  podzielon� przez m. 

Mamy teraz równanie – nadal liniowe – ale niejednorodne. I teraz, znalezienie roz-

wi�zania ogólnego nie przedstawia trudno�ci.  

Wystarczy zaobserwowa�, �e znajomo��, chocia� jednego rozwi�zania szczególne-

go całego równania, pozwala sprowadzi� problem do rozwi�zywania znów równania 

jednorodnego! 

                                                 
4 W przypadku innych oscylatorów ni� punkt materialny, np. w przypadku drgaj�cego obwodu elektrycznego z 
kondensatorem, cewk� indukcyjn� i opornikiem, prawa strona reprezentowa� b�dzie (z odpowiednim współ-
czynnikiem) zmienne napi�cie przyło�one do obwodu, np. napi�cie sieci o cz�stotliwo�ci 50Hz, albo napi�cie z 
anteny odbiorczej, etc. 



 10 

Istotnie. Niech thxxxx szczszczszczszcz ω=ω+β+ cos2 :spelnia 2
0���  

Dokonajmy podstawienia yxx szcz += , i znajd�my równanie na y. 

thyxyxyx szczszczszcz ω=+ω++β++ cos)()(2)( 2
0������  

 

Człony z rozwi�zaniem szczególnym redukuj� si� z członem po prawej, człony z y 

spełniaj� wi�c równanie: 

02 2
0 =ω+β+ yyy ��� , 

którego rozwi�zanie ogólne wła�nie znale�li�my. 

 

Rozwi�zanie szczególne trzeba znów „zgadywa�”. Odkładaj�c na potem przypadek 

ogólny zbadajmy na razie oscylator nietłumiony. W takim wypadku wida�, �e szanse na 

spełnienie równania istnieje, gdy uda si� dobra� amplitud� drga� z cz�sto�ci� wymusza-

j�c�: tAxszcz ω= cos  

Wstawiaj�c do równania (bez tłumienia) 

 

hA

thttA

thxx szczszcz

=ω−ω

ω=ωω+ωω−

ω=ω+

)(

:czyli , coscoscos

:dostajemy    cos 

22
0

2
0

2

2
0��

  

Amplitudy rozwi�zania szczególnego A nie da si� dobra�, gdy cz�sto�� wymuszaj�ca po-

krywa si� z cz�sto�ci� własn�. W pozostałych przypadkach 

 
22

0 ω−ω
= h

A  

Rozwi�zanie ogólne pełnego równania jest: 

tCtCt
h

x 020122
0

sincoscos ω+ω+ω
ω−ω

=  

  

Dziwne rzeczy dziej� si� dla cz�sto�ci wymuszaj�cej bliskiej, a tym bardziej równej, 

cz�sto�ci własnej oscylatora. Zero pojawia si� w mianowniku, sugeruj�c natychmiastow� 

katastrof�. Z drugiej strony, gdy zaczynamy kołysa� oscylator z cz�sto�ci� rezonansow�, 

stosuj�c jak�� sko�czon� sił�, poło�enie oscylatora, nie mo�e nagle sta� si� niesko�czo-

ne, co zdaje si� sugerowa� wzór na rozwi�zanie ogólne. 
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Rozwi�zanie paradoksu polega na wprowadzeniu do ogólnego wzoru, zamiast wy-

godnych, lecz nie maj�cych bezpo�redniej interpretacji stałych C1 i C2, danych pocz�t-

kowych x0 i v0. 

t
v

tx
tt

hx

Cv

C
h

x

0
0

0
0022

0

0

200

122
0

0

sincos
coscos

ω
ω

+ω+
ω−ω

ω−ω
=

ω−=

+
ω−ω

=

 

 

Gdy cz�sto�ci staj� si� bliskie i  w mianowniku pojawia si� mała wielko��, w liczni-

ku te� wyst�puje mała wielko��, ró�nica cosinusów od bliskich argumentów. 

Rozkładaj�c mianownik na iloczyn, mo�emy pierwszy człon przekształci� do posta-

ci:  

t
v

tx
tt

ttht
x 0

0

0
00

0

0

0

sincos
coscos

ω
ω

+ω+
ω−ω

ω−ω
ω+ω

−=  

Gdy tt 0ω→ω , drugi iloraz pokrywa si� z  definicj�  pochodnej funkcji cosinus! A 

ta jest sinusem. 

Mamy, wi�c, dla dokładnego rezonansu: 

 

 t
v

txt
ht

x 0
0

0
000

00

sincossin ω
ω

+ω+ω
ω+ω

=  

 

Wynik całkowicie sko�czony! 

 

Je�li wyst�puje tłumienie, pojedynczy człon z cosinusem nie mo�e spełni� równania, 

bo człon z pochodn� stanie si� sinusem. Nale�y wi�c szuka� rozwi�zania w postaci kom-

binacji sinusa i cosinusa z dwiema niewiadomymi amplitudami. Wszelkie operacje (jed-

no ró�niczkowanie, czy dwa) w równaniu prowadz� tylko do członów z sinusem i cosi-

nusem, spełnienie równania sprowadzi si� do porównania współczynników – z osobna 

przy sinusie i cosinusie. Ale mamy dwie niewiadome, wi�c procedura musi doprowadzic 

do sukcesu. Zajmiecie si� tym na �wiczeniach. 

 

 


