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Wykład 10 
 

Badaj�c ci�gł� wymian� p�du ciała z otoczeniem, rozwa�ali�my sytuacje fizyczne, w 

których oddziaływania miały charakter kontaktowy. Mog� one prowadzi� zarówno do siły 

zale�nej od pr�dko�ci, jak w przypadku oporu, czy do siły zale�nej od poło�enia, jak w przy-

padku siły spr��ysto�ci, ale w obu przypadkach p�d ciała przekazywany jest do (lub od) dro-

bin o�rodka w akcie zderze� cz�stek otoczenia z badanym ciałem. Jest to oczywiste w przy-

padku oporu płynu, i spr��ysto�ci gazu, troch� mniej w przypadku spr��ysto�ci ciała stałego. 

Charakter zale�no�ci obu tych rodzajów sił nie ma w sobie nic fundamentalnego. W wyideali-

zowanych, granicznych, przypadkach mo�na teoretycznie ustanowi� proste zale�no�ci. W 

przypadkach realistycznych, trzeba odwoływa� si� do do�wiadczenia, np. w tunelu aerody-

namicznym, by ustali� faktyczna zale�no�� siły od pr�dko�ci dla danego kształtu ciała. 

Wra�enie uniwersalno�ci sprawia siła spr��ysta, podlegaj�ca słynnemu prawu Hooke’a, 

ale to tylko pozory. Jak o tym mówiłem, ka�d� niemal zale�no�� siły od poło�enia w otocze-

niu punktu w którym ta siła, malej�c, przechodzi przez zero, mo�na na małym kawałku przy-

bli�y� zale�no�ci� liniow�. Współczynnik proporcjonalno�ci dla ró�nych ciał znajdujemy z 

pomiaru, jest, wi�c i prawo Hooke’a, prawem czysto fenomenologicznym. 

Istnieje jeszcze jeden rodzaj siły, bardzo podobny do siły oporu dla ciała poruszaj�cego 

si� w gazie lub cieczy, znane wam dobrze tarcie. Nie da si� o tarciu powiedzie� wiele wi�cej 

ciekawych rzeczy ni� znacie ze szkoły. Pozwol� sobie zacytowa� kilka zda� z podr�cznika 

Feynmana: 

„W ka�dym razie prawa tarcia nale�� do tych półempirycznych praw, które nie całkiem 

rozumiemy, i nale�y si� dziwi�, �e nie osi�gni�to w tej dziedzinie lepszego zrozumienia zjawi-

ska mimo ogromnego wkładu pracy. Dotychczas nie umiemy nawet oszacowa� teoretycznie 

współczynnika tarcia mi�dzy dwiema substancjami”. 

Owa półempiryczna wiedza dla tarcia po�lizgowego, sprowadza si� do stwierdzenia, �e 

dla danych powierzchni tr�cych, siła tarcia jest proporcjonalna (w przybli�eniu) do nacisku: 

NT µ= ,  

a współczynnik proporcjonalno�ci µ  jest (znów w przybli�eniu) niezale�ny od szybko�ci  

�lizgania. Kierunek siły tarcia jest przeciwny do kierunku pr�dko�ci �lizgania. 

Sama warto�� współczynnika jest bardzo czuła na stan powierzchni tr�cych; nawet �la-

dowe zanieczyszczenia potrafi� zmieni� go radykalnie. Charakterystyczny jest opis zdefinio-

wania czego� takiego jak współczynnik tarcia miedzi po miedzi. Oto słowa Feynmana: 
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„Wskazywali�my ju�, �e próby zmierzenia µ  przez po�lizg czystych substancji, np. miedzi 

po miedzi, prowadz� do złudnych wyników, poniewa� stykaj�ce si� powierzchnie nie s� czy-

ste, gdy� zawieraj� tlenki i inne zanieczyszczenia. Ka�dy konkretny kawałek miedzi jest pod 

tym wzgl�dem inny-ró�ne dla ró�nych próbek b�d� zmierzone współczynniki tarcia. Je�li jed-

nak spróbujemy otrzyma� powierzchni� z czystej miedzi, je�li jak najlepiej oczy�cimy i wypo-

lerujemy powierzchnie, je�li umie�cimy oba przedmioty w pró�ni i podejmiemy wszelkie mo�-

liwe kroki ostro�no�ci, równie� nie otrzymamy poprawnegoµ .Oka�e si�, bowiem, przy prze-

chylaniu naszego urz�dzenia, �e klocek wcale nie zacznie si� �lizga�; oba kawałki miedzi 

mocno przylgn� do siebie! 

Troch� korzystniej, z teoretycznego punktu widzenia, ma si� sprawa z tarciem statycz-

nym. Tarcie to ma charakter siły reakcji, a jego warto�� (póki powierzchnie pozostaj� rze-

czywi�cie nieruchome) wyznaczona jest przez działaj�ce siły zewn�trzne. Gdy np. bezsku-

tecznie usiłuj� pchn�� ci��k� szaf�, to siła tarcia mi�dzy szaf� a podłog� ma dokładnie war-

to�� siły, jak� ja wywieram na szaf�. W tym wypadku trzeba tylko wiedzie� o istnieniu górnej 

granicy dla tej siły. Gdy siła zewn�trzna przekroczy t� granic�, oddziaływanie podłogi z nó�-

kami szafy nie jest w stanie wygenerowa� siły reakcji równowa��cej sił� przyło�on�. Zaczyna 

si� po�lizg z przyspieszeniem wyznaczonym przez ró�nic� siły zewn�trznej i siły tarcia po�li-

zgowego. 

Siła graniczna dla tarcia statycznego jest (podobnie jak siła tarcia przy �lizganiu) propor-

cjonalna do nacisku, z współczynnikiem proporcjonalno�ci zwanym współczynnikiem mak-

symalnego tarcia statycznego. Jest on na ogół nieco wi�kszy (dla danych powierzchni) od 

współczynnika tarcia po�lizgowego. Ró�nic� t� cz�sto mo�na w praktyce pomin��. Uło�ono 

wiele ciekawych zada� z mechaniki z udziałem tarcia, w których nale�y przyj�� jedna wspól-

n� warto�� tego współczynnika. 

Jak Pa�stwo pami�tacie, podstawa poj�ciowa dla czasu, poło�enia, masy, p�du i energii 

dostarczona by� mo�e w sposób satysfakcjonuj�cy z zasady wzgl�dno�ci, czemu po�wi�cili-

�my pierwsze pi�� wykładów. Uzyskali�my tam wyra�enie na p�d ciała w postaci zawieraj�-

cej pr�dko�� �wiatła: 
22 /1 cv

v
mp

−
=

�
�

, jednak przy badaniu ruchu z wymian� p�du w od-

działywaniach kontaktowych, ograniczyli�my si� do uproszczonej wersji vmp
�� = .  

Oddziaływania kontaktowe, o których mówimy, stosuj� si� do ciał makroskopowych. 

Poza, mo�e, gwiazdami neutronowymi, czy fragmentami zwykłych gwiazd podczas wybu-

chów supernowych, ciała makroskopowe maj� pr�dko�ci wzgl�dne tak niesłychanie małe w 



 3 

porównaniu z pr�dko�ci� �wiatła, �e silenie si� na „�cisło��” i pisanie relatywistycznej wersji 

równa� ruchu byłoby �mieszne. Szczególnie wobec przybli�onego, fenomenologicznego cha-

rakteru praw dla zale�no�ci tych sił od poło�enia i/lub pr�dko�ci.  

S� jednak w �wiecie makroskopowym dwa rodzaje oddziaływania, w pierwszym „ogl�-

dzie” sprawiaj�ce wra�enie oddziaływa� na odległo��. S� to oddziaływania grawitacyjne i 

elektromagnetyczne. Dzisiaj zajmiemy si� tymi drugimi. Formuły dla siły, cho� odkryte fe-

nomenologicznie, podobnie jak prawo Hooke’a czy prawo tarcia1, i to dla niewielkich pr�d-

ko�ci, okazały si�, w miar� upływu czasu, i mimo swej prostoty, ci�gle dokładne. Tak�e dla 

du�ych pr�dko�ci.  

Okazało si� te�, �e oddziaływanie elektromagnetyczne (grawitacyjne zreszt� te�) tylko z 

pozoru s� oddziaływaniem miedzy dwoma odległymi ciałami. W rzeczywisto�ci, przestrze� 

(czasoprzestrze�) w obecno�ci naładowanych ciał, czy cho�by jednego takiego ciała, zmienia 

si�. Mówimy, �e wypełnia si� polem (odpowiednio elektromagnetycznym, albo grawitacyj-

nym). W przypadku pola elektromagnetycznego pole to opisane jest dwoma wektora-

mi: BE
��

 i , na ogół ró�nymi w ró�nych punktach czasoprzestrzeni: ),( i ),( rtBrtE
����

. Sposób, w 

jaki pola BE
��

 i wyznaczone s� przez (na ogół ruchome) ładunki stanowi tre�� przedmiotu 

zwanego elektrodynamik�. W elektrodynamice okre�la si� ile wynosi p�d i energia pola, a 

tak�e, jaka jest szybko�� przekazu p�du od pola do naładowanej cz�stki, która si� w nim znaj-

duje. Ogólny przypadek oddziaływa�, nawet dla tylko dwóch ciał, jest skomplikowany, a 

wi��e si� to z tym, �e samo pole dopasowuje swoje warto�ci do zmiennych poło�e� ładunków 

z pewnym opó�nieniem i z własn� dynamik�. O wiele prostsza, i maj�ca nadal du�e znaczenie 

praktyczne jest sytuacja, w której masywne �ródło pola, (np. elektromagnes akceleratora w 

CERN), wytwarza makroskopowe pole elektromagnetyczne (które znamy), do którego wpro-

wadzamy pojedyncze cz�stki elementarne. O sytuacji takiej mówimy, �e badamy ruch cz�stki 

w zadanym polu elektromagnetycznym.  

Jakie jest równanie cz�stki o masie m, ładunku e w zadanym polu elektromagnetycznym 

),( i ),( rtBrtE
����

? 

Mógłbym krótko powiedzie�: z elektrodynamiki wynika, a uczy� si� tego b�dziecie pó�-

niej, �e )(
d
d

BvEep
t

���� ×+= . 

                                                 
1 Prawo oddziaływa� dwóch ładunków elektrycznych, z odwrotn� zale�no�ci� siły od kwadratu odległo�ci: 

2
21 / rQkQF = , znane jest powszechnie jako prawo Coulomba. Ten sam Coulomb ustanowił te� prawo tarcia: 

NT µ= . Nazywane jest ono te� prawem Coulomba (dla tarcia).  Ich status poj�ciowy w momencie powstawa-
nia był jednakowy. 
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Aby jednak uchyli� r�bka tajemnicy, aby pokaza�, �e równanie to jest (a przynajmniej 

ma szans� by�) słuszne dla dowolnie du�ej pr�dko�ci cz�stki, przedstawi� w uproszczonej 

wersji, oryginalne rozumowanie Einsteina prowadz�ce do powy�szego równania. Poniewa� 

uchylony ma by� tylko „r�bek”, wi�c zajm� si� najprostszym mo�liwym przypadkiem ruchu 

jednowymiarowego cz�stki wzdłu� jednorodnego pola elektrycznego. 

Przyjm� zało�enie, �e cz�stka bardzo powolna, w polu elektrycznym E, zyskuje przy-

spieszenie a = eE/m. To jest wła�ciwie definicja (nat��enia) pola elektrycznego E. Zgodna z 

duchem mechaniki Newtona. A przy okazji te� definicja ładunku elektrycznego. Z praw doty-

cz�cych pola elektromagnetycznego przyjm� tylko prawo Gaussa. No i doł�cz� do tego kine-

matyk� Szczególnej Teorii Wzgl�dno�ci.  

Na �wiczeniach rozpatrywali�cie Pa�stwo ruch przyspieszony i zwi�zek przyspieszenia 

chwilowego a w układzie, w którym cz�stka ma dowoln� (tak�e blisk� c) pr�dko�� chwilow� 

v, a przyspieszeniem a’ jak� ma ta cz�stka w układzie inercjalnym o stałej pr�dko�ci równej 

akurat warto�ci pr�dko�ci chwilowej v. W tym „kow�druj�cym” układzie odniesienia, cz�st-

ka zaczyna ruch z pr�dko�ci� 0 i w czasie dt’ uzyskuje niewielk�, nierelatywistyczn� pr�d-

ko�� a’dt’. W układzie wyj�ciowym (mo�emy my�le� o nim jako układzie laboratoryjnym) 

pr�dko�� wzrosła od v do warto�ci:  

2

d
1

d

c
tav

tav
′′⋅+

′′+
.  

Przyrost tej pr�dko�ci wynosi:  

ta
c
v

c
tav

c
tav

vvtav
v

c
tav

tav
v ′′−≈′′⋅+

′′⋅−−′′+
=−′′⋅+

′′+= d)1(
d

1

d
d

d
1

d
d 2

2

2

2

2

 

Upływ czasu w układzie kow�druj�cym jest mniejszy (dla badanego segmentu linii �wia-

ta) od upływu czasu w układzie LAB: 2

2

1dd
c
v

tt −=′  Zwi�zek przyrostu pr�dko�ci w LAB z 

przyrostem czasu w LAB jest: tata
c
v

v dd1d
2/3

2

2

=′��
�

�
��
�

�
−= . 

Je�li nat��enie pola elektrycznego w układzie kow�druj�cym oznaczymy E’, to przyspie-

szenie a’ , dane jest wzorem  a’ = eE’/m. Daje nam to relatywistyczne równanie ruchu: 
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t
m
Ee

c
v

v d1d
2/3

2

2 ′
��
�

�
��
�

�
−=  

Pozostaje jeszcze wyznaczy� E’. Czy i jak zale�y ono od pr�dko�ci układu kow�druj�ce-

go?  W ogólno�ci jest to pytanie o prawa transformacyjne dla pól elektromagnetycznych. Ob-

serwatorzy we wzgl�dnym ruchu, mierz�c to samo fizyczne pole, dostan� na ogół inne wyni-

ki, �ci�le ze sob� powi�zane. Prostota wybranego przeze mnie przypadku polega na tym, �e 

przy ruchu wzdłu� pola elektrycznego, pozostaje ono takie samo dla ka�dego obserwatora! 

Mo�na to zrozumie� zastanawiaj�c si� nad obserwatorem p�dz�cym z pr�dko�ci� v pro-

stopadle do okładek kondensatora płaskiego wytwarzaj�cego pole E. Jak wiadomo, w ukła-

dzie spoczywaj�cych okładek, jest ono dane przez 0// εSQ . Wynika to z prawa Gaussa. Dla 

obserwatora, w jego układzie, te okładki kondensatora p�dz�! Pole powierzchni okładek, 

ustawionych poprzecznie do ruchu nie zmienia si�. Je�li prawo Gaussa dla pola elektryczne-

go ma nadal obowi�zywa�, pole E’ musi mie� t� sam� warto�� 0// εSQ 2! Zatem E’ = E i 

eE
t
v

c
v

m =

��
�

�
��
�

�
−

d
d

1
2/3

2

2
 

Teraz wszystkie wielko�ci odnosz� si� do jednego układu odniesienia, tego, w którym 

znamy pole i w którym badamy ruch. 

Bardzo u�yteczn� rzecz� jest nast�puj�ca to�samo��: 

2/1

2

22/3

2

2

1
d
d

d
d

1

1

��
�

�
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�

�
−
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��
�

�
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v
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tt

v
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v

 

wynikaj�ca wprost z definicji pochodnej3. 

Pozwala ona zapisa� równanie ruchu w postaci:  

eE

c
v

mv
t

=

��
�

�
��
�

�
−

2/1

2

2

1
d
d

 

                                                 
2 Inna sytuacja byłaby przy ruchu obserwatora (albo cz�stki) wzdłu� okładek (czyli prostopadle do pola). Wsku-

tek skrócenia Lorentza zmalałaby powierzchnia okładek i o ten sam czynnik 22 /1/1 cv−=γ , wzrosło 
nat��enie pola elektrycznego. Przy okazji pojawiło by si� pole magnetyczne. 
3 Liczymy przyrost: ( ) =−+−=− −−− 2/1222/1222/122 )/1(dd)/1()/1(d cvvvcvcvv  

vcvvccvvvcvcvcvvvcv d)/1(d/)/1(d)/1()/1(d)/1(
2
1

d)/1( 2/32222/32222/122222/3222/122 −−−−− −=−+−=−−−−=  
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Historycznie to wła�nie powy�sze równanie wyprowadzone w sposób, jaki przedstawi-

łem, podpowiedziało, �e wielko�� 2/1

2

2

1 ��
�

�
��
�

�
−

c
v

mv
 jest wła�ciwym uogólnieniem niutonowskiego 

p�du mv. Wiedziano ju� w tamtym czasie, jaki jest p�d pola elektromagnetycznego, i �e szyb-

ko�� jego zmian w czasie, w obecno�ci cz�stki naładowanej, jest równa –eE.  

My jeste�my w tej dogodnej sytuacji, �e wiemy od pocz�tku, co jest p�dem cz�stki. Wy-

prowadzone równanie ruchu dostarcza nam informacji o tym, �e wymiana p�du mi�dzy polem 

a cz�stk� dana jest wzorem eE dla ka�dej pr�dko�ci cz�stki. Uzyskali�my ten wynik z sa-

mego prawa Gaussa, bez znajomo�ci wszystkich równa� elektrodynamiki. 

Teraz łatwiej powinno Wam b�dzie uwierzy�4, �e faktycznie, dla dowolnego kierunku i 

dowolnego pola, poprawne równanie ruchu w polu zewn�trznym jest:  

)(

1
d
d

2/1

2

2
BvEe

c
v

vm
t

���
�

×+=

��
�

�
��
�

�
−

 

Człon po prawej stronie równania nazywa si� sił� Lorentza. 

Równanie powy�sze jest podstaw� działania licznych urz�dze� badawczych.  

Jest rzecz� zadziwiaj�c�, �e, stosunkowo, drobna zmiana, wystarcza, by równania: 

)( BvEeam
���� ×+= , 

znalezione w XIX wieku, jako jeden z przykładów równa� Newtona, przekształci� w równa-

nia słuszne dla dowolnych pr�dko�ci. Godne uwagi jest te� to, i� prawo Gaussa, odkryte zrazu 

dla statycznych ładunków elektrycznych, zachowuje sw� wa�no�� dla pola elektrycznego 

wytworzonego przez zupełnie dowolny, dowolnie rozbiegany układ �ródeł pola elektroma-

gnetycznego. 

Niesłychana prostota tego uogólnienie mo�e by� doceniona dopiero wtedy, gdy si� czło-

wiek dowie, �e – z pozoru podobne, a nawet mo�e prostsze – równanie ruchu w polu zada-

nym polu grawitacyjnym: 

)(rgmam
�� =  

 z przyspieszeniem danym analogicznym prawem Gaussa, np. dla kulistego �ródła o ma-

sie M: GMrgr π=π 4)(4 2 , wymaga dla szybkich cz�stek i/lub silnych pól, dramatycznej 

                                                 
4 Inny szczególny przypadek ruchu cz�stki wzdłu� przewodu z pr�dem rozwa�any ju� na �wiczeniach daje 
niemal natychmiast dowód poprawno�ci równania ruchu dla pr�dko�ci prostopadłej do pola B. Pojawiaj� si� inne 
pot�gi pierwiastka przy liczeniu zwi�zku miedzy przyspieszeniami, ale wszystko składa si� elegancko do wła-
�ciwej postaci. 
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przebudowy całego aparatu poj�ciowego. O ile nowoczesna elektrodynamika jest obowi�z-

kowa nawet na studiach licencjackich, nowoczesna teoria grawitacji nie jest obowi�zkowa 

nawet dla teoretyków na studiach doktoranckich! Oczywi�cie poza specjalizacj� po�wi�con� 

wła�nie teorii grawitacji i kosmologii. 

Jak pami�tamy, zmiana energii kinetycznej wi��e si� ze zmian� p�du wzorem: 

r
t
p

T
�

�

d
d
d

d = . Gdy 
t
p

d
d
�

 nazywamy sił� i znamy j� jako funkcje poło�enia, iloczyn rF
��

d  na-

zywamy tradycyjnie prac� tej siły. Dla siły Lorentza, cz��� magnetyczna jest prostopadła do 

pr�dko�ci, wi�c zostaje tylko  

)d(-dd
d
d

d UerEer
t
p

T === ���
�

 

praca siły pola elektrycznego. Ten sam potencjał pola elektrycznego U, mierzony w woltach, 

o którym uczymy si� w szkole, s�dz�c, �e jest on adekwatny, by� mo�e, tylko dla mechaniki 

Newtona, wchodzi do prawa zachowania energii cz�stki relatywistycznej. 

Dlatego, maj�c na uwadze ruch cz�stki bez pr�dko�ci pocz�tkowej, startuj�cej z punktu 

x=0 w polu stałym E, mamy automatycznie: 

eExmcpccm −=−+ 22242 , gdy� dla pola jednorodnego Edx = d(Ex) 

Równanie ruchu mówi nam, wprost, �e p�d ro�nie proporcjonalnie do czasu: 

eEtp =  

Eliminuj�c p�d mo�emy dosta� ruch, czyli poło�enie w funkcji czasu: 

eEmctcEecmx /)/( 2222242 −+=  

Na płaszczy�nie x,t jest to równanie hiperboli 

( 222222 )/()/( eEmctceEmcx =−+  

Równanie wyra�aj�ce prawo zachowania energii mo�na te� zapisa� z u�yciem pr�dko�ci: 

eU
cv

mc
mc −

−
=

22

2
2

/1
 

gdzie U jest wyra�on� w woltach ró�nic� napi��, które rozp�dza cz�stk� (tak�e wtedy, 

gdy pole nie jest jednorodne). 

Równaniu temu łatwo jest nada� posta�: 

( )22

22

/1

/5,01
2 mceU

mceU
eU

mv

+
+=  

Równanie to zast�puje równanie mechaniki klasycznej: 
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eU
mv =

2

2

 

W wielu podr�cznikach fizyki cytowane jest, wykonane dla celów dydaktycznych, do-

�wiadczenie w którym rozp�dzano elektrony kontrolowan� ró�nic� potencjału, dochodz�ca do 

4,5 milionów woltów, a potem mierzono ich pr�dko�� bezpo�rednio metod� czasu przelotu. 

Oto słynny wykres: 

2 4 6 8
�U�511kV�

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

� v
2

�������
c2

�

 
Linia prosta jest narysowana według teorii Newtona, linia krzywa według równania po-

prawnego. Warto�� 511kV bierze si� st�d, �e kV511/2 =ecme  

 

 

Drugim wa�nym przykładem niech b�dzie ruch cz�stki naładowanej w stałym, jednorod-

nym polu magnetycznym. 

02220
/d

d
Bp

cpm

e
Bvep

t

����� ×
+

=×=  

Pr�dko�� zmiany wektora p�du jest w polu magnetycznym prostopadła do tego p�du. 

Oznacza to, zupełnie tak samo jak to miało miejsce przy ruchu punktu w przestrzeni fazowej 

oscylatora na poprzednim wykładzie, i� długo�� wektora p�du nie ulega przy tym zmianie!  

Mo�na to zreszt� powi�za� z zasad� zachowania energii. Gdy nie ma pola elektrycznego, 

energia potencjalna jest zerem, wi�c energia kinetyczna (a wi�c i p�d i pr�dko��) musz� pozo-

stawa� stałe. 

Teoria Newtona 
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Je�li wprowadzi� układ współrz�dnych kartezja�skich z osi� z wzdłu� kierunku indukcji, 

powstanie nast�puj�cy układ trzech równa� dla trzech składowych p�du: 

xy

yx

z

p
cpm

eB
p

t

p
cpm

eB
p

t

p
t

222

0

222

0

/d
d

,
/d

d

0
d
d

+
−=

+
=

=

 

Z równa� tych wynika, �e współrz�dna z b�dzie rosn�� proporcjonalnie do czasu, chyba, 

�e w chwili pocz�tkowej, zetowa składowa p�du (a wi�c i pr�dko�ci) jest równa zeru. Wtedy 

współrz�dna ta pozostanie stała. Ruch b�dzie si� odbywał w płaszczy�nie prostopadłej do 

kierunku indukcji. 

 

Wprowadzaj�c pr�dko�� k�tow� 
222

0

/ cpm

eB

+
=ω  i czas tt ω=~ mo�emy dwa kluczo-

we równania przepisa� w postaci: 

xy

yx

pp
t

pp
t

−=

=

~d
d
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d

 

To s� dokładnie równania z poprzedniego wykładu! No, poza sensem fizycznym zmien-

nych. Ale to dla równa� nie ma znaczenia!. Zaczynaj�c liczy� czas od momentu, w którym 

p�d cz�stki skierowany jest w kierunku osi y, musimy mie�: 

tpp

tpp

y

x

ω=
ω=

cos

sin
 

Wyra�aj�c pr�dko�ci przez składowe p�du: 

t
cpm

p
v

t
cpm

p
v

y

x

ω
+

=

ω
+

=

cos
/

sin
/

222

222

 

mo�emy łatwo wyznaczy� poło�enie. 
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t
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Jest to ruch po okr�gu o �rodku zale�nym od warunków pocz�tkowych, ale o promieniu 

wynosz�cym p/eB0. Promie� okr�gu, po którym porusza si� cz�stka w stałym polu magne-

tycznym jest wprost proporcjonalny do jej p�du. 

Cz�sto�� obiegu okr�gu, tzw cz�sto�� cyklotronowa wynosi 
222

0

/ cpm

eB

+
=ω . Mo�na 

j� przepisa� w dwóch innych równowa�nych postaciach meBcv //1 22− , albo EeBc /2 , 

gdzie E (całkowita energia relatywistyczna). 

Zale�no�� cz�sto�ci od energii cz�stki, która nie wyst�puje w obszarze nierelatywistycz-

nym powoduje, �e klasyczny cyklotron zupełnie nie nadawałby si� do rozp�dzania elektro-

nów a rozp�dzanie protonów, czy j�der atomowych, jest mo�liwe tylko do energii do�� 

umiarkowanych. Szybko po jego skonstruowaniu został on tak zmodyfikowany, by pole ma-

gnetyczne nie było stałe i jednorodne, a i cz�stotliwo�� napi�cia przyspieszaj�cego te� podle-

ga� mo�e modyfikacji. Urz�dzenia takie znane s� pod nazw� synchrocyklotronów, fazotro-

nów, synchrotronów, i by� mo�e jeszcze jakich� innych. 

W przypadku dowolnego warunku pocz�tkowego, oprócz ruchu po okr�gu w płaszczy�-

nie x,y cz�stka równomiernie przemieszcza si� wzdłu� kierunku pola. Jej tor jest lini� �rubo-

w�. Nie b�dziemy tego tu analizowa�, ale gdy pole indukcji ma zmienn� warto��, orbity cz�-

stek owijaj�c si� wokół linii pola. Gdy ruch jest w kierunku wzrastaj�cej warto�ci indukcji, 

pr�dko�� wzdłu� lini spada, a pr�dko�� wirowania wzrasta, za� promie� maleje. W odpo-

wiednio dobranych warunkach, pr�dko�� równoległa mo�e spa�� do zera, a cz�stka zawróci – 

tak jakby odbiła si� od zag�szczaj�cych si� linii pola. Taki kształt nadaje si� liniom pola w 

pułapkach magnetycznych. Pułapki takie istniej� w naturalnych warunkach wokół Ziemi.  

 


