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Wykład 11 
 

Poza ostatnim przykładem ruchu w polu magnetycznym, zajmowali�my si� dotychczas 

ruchami jednowymiarowymi. Pora wyj�� w trójwymiarow� przestrze�. Prawd� mówi�c, jed-

nowymiarowy oscylator, dla którego równanie ruchu jest drugiego rz�du: 

xx 2ω−=�� , 

poprzez chwyt z wprowadzeniem pary wielko�ci v~  i x doprowadził nas do konieczno�ci 

rozwa�ania okr�gu const~ 22 =+ xv i zbadania przemieszczania si� po tym abstrakcyjnym 

okr�gu w miar� upływu czasu t. Wprowadzili�my te� pomocniczy czas zredukowany tt ω=~ .  

Poznali�my przy tym urocz� par� funkcyj spełniaj�cych równania: 
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Gdy nało�y� warunek pocz�tkowy 0)0(,1)0(~ == xv , funkcje te staj� si� to�same ze 

znanymi funkcjami trygonometrycznymi txtv ~sin,~cos~ == . 

Zbadajmy teraz jednostajny ruch punktu materialnego po rzeczywistym okr�gu o pro-

mieniu R z okresem obiegu T. Słowo jednostajny odnosi si� do szybko�ci. Jest ona stała, cho� 

pr�dko��, jako wektor styczny do okr�gu nieustannie zmienia swój kierunek. 
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Jednostajno�� ruchu punktu wzdłu� obwodu, któr� zało�yli�my, bez wskazania (na ra-

zie) przyczyny takiego ruchu, oznacza jednostajny przyrost k�ta ϕ . By niepotrzebnie nie 

komplikowa�, przyjmuj� pocz�tek liczenia czasu w momencie, gdy punkt wła�nie znalazł si� 

na osi x, od której te� mierz� k�t ϕ . Współczynnik proporcjonalno�ci miedzy k�tem a czasem 

nazywa si� tutaj – całkiem zasadnie – pr�dko�ci� k�tow�. Je�li przyj��, �e znam czas pełnego 

obiegu okr�gu T, to oczywi�cie: T/2π=ω . Zwyczajna szybko�� liniowa RTRv ω=π= /2 . 

Z definicji funkcji trygonometrycznych, mamy natychmiast: 

tRy
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ω=
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W celu wyznaczenia pr�dko�ci mo�na albo skorzysta� ze znajomo�ci pochodnych sinusa 

i cosinusa, albo przyjrze� si� uwa�nie rysunkowi i stwierdzi�, �e k�t, jaki wektor pr�dko�ci (o 

warto�ci Rv ω= ) tworzy  z osi� y, jest tym samym k�tem ϕ jaki wektor wodz�cy, o długo�ci 

R , tworzy z osi� x. Z owego geometrycznego argumentu dostajemy: 

tRvy

tRvx

y

x

ωω=≡
ωω−=≡

cos

,sin
�

�
 

Gdyby�my wcze�niej nie wiedzieli, jakie s� pochodne funkcji trygonometrycznych, to 

dowiedzieliby�my si� tego w tym momencie!  

Repetitio est mater studiorum 

Znak minus wynika st�d, �e wektor pr�dko�ci odchylony jest w lewo dla k�tów, dla któ-

rych sinus jest dodatni. 

Cenn� rzecz� jest te� wyznaczenie wektora przyspieszenia naszego punktu. W fizyce 

szkolnej, robi si� w tym miejscu konstrukcj� geometryczn� polegaj�c� na odejmowaniu 

dwóch wektorów pr�dko�ci dla dwóch bliskich chwil (a wi�c i poło�e�) i znajduje granic� 

stosunku zmiany wektora pr�dko�ci do odst�pu czasu jako nowy wektor o okre�lonej warto�ci 

i okre�lonym kierunku. 

Skoro my, ju�, (co najmniej) dwa razy nauczyli�my si� ró�niczkowa� sinusy i cosinusy, 

to skorzystajmy z tej umiej�tno�ci obliczaj�c sobie kolejne pochodne: 
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Nast�piła kolejna zamiana sinusa na cosinus i cosinusa na minus sinus, co doprowadziło 

to tego, i� druga pochodna ka�dej ze współrz�dnych jest proporcjonalna do tej samej funkcji, 

co owa współrz�dna, ale ponadto jest znak minus i dwie pot�gi pr�dko�ci k�towej. Mo�na 
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temu ostatniemu wynikowi nada� posta� wektorow�. Wektory w przestrzeni trójwymiarowej 

(albo, jak akurat teraz, na płaszczy�nie) oznacza� b�dziemy strzałkami: 
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Przy tych oznaczeniach, uzyskany wynik dla przyspieszenia, jest: 

ra
�� 2ω−=  

Ka�dy widzi, �e identyczny wynik by wyszedł, gdyby czas liczy� od innego momentu, 

czyli, gdyby we wszystkich funkcjach trygonometrycznych wyst�powała dodatkowo faza 

pocz�tkowa. 

Powy�szy wynik oznacza, i� rzut na �rednic� punktu obiegaj�cego równomiernie okr�g 

o promieniu R, wykonuje ruch identyczny z ruchem oscylatora harmonicznego o amplitu-

dzie R i takim samym okresie. Pr�dko�� k�towa punktu na okr�gu pokrywa si� z cz�sto�ci� 

drga�.  

Korzystaj�c z własno�ci funkcji trygonometrycznych, zale�no�� obu współrz�dnych od 

czasu mo�na zapisa� te� z u�yciem tej samej funkcji trygonometrycznej ale od przesunietego 

argumentu: 

)
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π−ω=
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Porównuj�c oscylacje współrz�dnej y z oscylacjami współrz�dnej x powiemy, �e s� one 

opó�nione w fazie o 2/π . Widzimy te�, �e amplitudy tych oscylacji s� jednakowe (no i 

oczywi�cie jednakowe s� te� cz�sto�ci). Składanie oscylacji jest czym� niesłychanie cz�stym 

w fizyce i o wielkim znaczeniu. Takie zło�enie, jakie tu mamy, wyst�puje, przykładowo, w 

fali �wietlnej spolaryzowanej kołowo. Wielko�ci wykonuj�ce zmiany zgodne z funkcjami 

trygonometrycznymi to – w tym przykładzie – warto�ci składowych pola elektrycznego w 

dwóch, wzajemnie prostopadłych kierunkach, w płaszczy�nie prostopadłej do kierunku pro-

pagacji. 

Sposobem uzyskania takiego �wiatła mo�e by� rozszczepienie wi�zki �wiatła spolaryzo-

wanego liniowo na dwie wi�zki i przesuni�cie fazy jednej z nich. Oto wydruk z Google’a: 
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Je�li my�le� o zmianach nie pojedynczych współrz�dnych, (czyli liczb), a o zmianach ca-

łych wektorów, to widzimy wyra�nie, �e przyspieszenie, maj�ce przeciwny znak, mo�e by� 

zapisane bez tego minusa, je�li doda� faz� 180� 

),sin(
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π+ωω=
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Nie trzeba wielkiej wyobra�ni, by odgadn�� jak zapisa� pr�dko��, by uwidoczniło si� 

przesuni�cie fazy oscylacji tej wielko�ci w stosunku do poło�enia  

),2/sin(
),2/cos(

π+ωω=
π+ωω=

tRy
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Jeszcze jedna technika pracy z oscylacjami i ruchami po okr�gach warta jest pokazania w 

tym miejscu. Para współrz�dnych x i y mo�e by� zespolona, tj poł�czona w jedno, z u�yciem 

liczb zespolonych (nomen omen). Nazwijmy z nast�puj�ca wielko��: 

iyxz += .  

Wyra�my to zespolone poło�enie, a tak�e, analogiczn� zespolon� pr�dko�� i przyspie-

szenie przez czas: 
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W tym uj�ciu, to liczba i, maj�ca faz� 2/π , wyst�puj�ca w wykładniku, przy kolejnym 

ró�niczkowaniu, zwi�ksza faz� wektora pochodnego o kolejne 2/π . 

Jest jeszcze inny sposób potraktowania pr�dko�ci, „maj�cy przyszło��”1. 

Pr�dko�� jest prostopadła do poło�enia. Ma te� tak� własno��, �e gdy promie� wi�kszy, 

to i pr�dko�� w tej samej proporcji jest wi�ksza. Proporcjonalno�� ta uwidoczniona jest w 

zapisie zespolonym przez to, �e zespolona pr�dko�� jest mno�ona przez ωi . 

Czy istnieje jakie� inne mno�enie, nie odwołuj�ce si� do liczb zespolonych? (Liczby ze-

spolone s� fantastyczne na płaszczy�nie, dla obrotów ogólniejszych, tylko to inne mno�enie 

b�dzie mo�liwe).  

                                                 
1 Ruch jednostajny po okr�gu jest na tyle prosty i pogl�dowy, �e do jego opisu nie trzeba anga�owa� tych 
wszystkich technik. Jednak w przypadkach bardziej zło�onych b�d� one niezb�dne, a intuicje wykształcone na 
prostych przykładach s� bardzo pomocne w opanowaniu nowych poj�� i nowych technik rachunkowych nie-
zb�dnych dla uprawiania fizyki. 



 5 

Owo inne mno�enie, to oczywi�cie, mno�enie wektorowe. Za chwil� zrozumiemy gł�b-

sze powody pojawiania si� takiej wła�nie operacji w naturalny sposób – w tej chwili skorzy-

stajmy z definicji iloczynu wektorowego dwóch wektorów ba
��

  i   (w okre�lonej kolejno�ci), 

który jest wektorem2 prostopadłym do płaszczyzny rozpi�tej przez te wektory, jego warto�� 

jest iloczynem warto�ci mno�onych wektorów i sinusa k�ta miedzy nimi, a zwrot wyznaczony 

jest reguł� prawej r�ki.  

Wybór tej, a nie innej r�ki do okre�lenia zwrotu iloczynu wektorowego, nie ma �adnego 

merytorycznego uzasadnienia, poza tradycj� rzecz jasna, no i tym, �e je�li si� chce korzysta� z 

iloczynu wektorowego, jeden z dwóch zwrotów na kierunku prostopadłym do płaszczyzny 

wyznaczonej przez wektory ba
��

  i   trzeba wybra�. Nigdzie tego nie wyczytałem, ale podej-

rzewam, �e wybór reguły zwi�zany jest z faktem, �e astronomia i mechanika rozwijały si� na 

półkuli północnej. Ziemia obraca si� z Zachodu na Wschód. Gdyby wybra� reguł� lewej r�ki, 

wektor pr�dko�ci k�towej, którego iloczyn z wektorem poło�enia punktu na Ziemi dawałby 

wektor pr�dko�ci, celowa� by musiał w kierunku Krzy�a Południa! 

Je�li zdefiniujemy pr�dko�� k�tow� ω�  tak, by miała warto�� ω , kierunek prostopadły do 

okr�gu, a zwrot „do góry”, gdy obrót nast�puje przeciwnie do ruchu wskazówek zegara (tak 

jak na rysunku), to mo�emy natychmiast napisa�: 
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Naturalnym kandydatem do zrealizowania ruchu po okr�gu jest izotropowy oscylator 

harmoniczny. Je�li siła, jaka pojawia si� przy oddalaniu punktu od poło�enia równowagi, w 

dowolnym kierunku r
�

 wynosi rk
�− , to równanie ruchu ka�dej współrz�dnej jest identycz-

ne z równaniem oscylatora harmonicznego. Ruch po okr�gu jest, wi�c jednym z mo�liwych 

ruchów oscylatora przestrzennego, ale nie ka�de rozwi�zanie równa� ruchu da ruch po okr�-

gu!!! To oczywiste. 

Ogólnym rozwi�zaniem b�dzie: 
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2 �ci�le mówi�c, iloczyn wektorowy dwóch wektorów jest pseudowektorem. Ujawnia si� to przy wyci�ganiu 
wniosków z symetrii problemu i/lub wtedy, gdy zmieniamy znaki (odbijamy) nieparzystej liczby współrz�dnych. 
Wrócimy jeszcze do tego zagadnienia. 



 6 

W zale�no�ci od warunków pocz�tkowych powy�szy ruch mo�e, ale nie musi by� ru-

chem po okr�gu. Łatwo znale�� równanie trajektorii; 
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Podnosz�c stronami do kwadratu i dodaj�c, dostajemy: 

( ) ( ) ( )2
2

22 )0()0()0()0(
1

)0()0()0()0( yxxyyxxyyxxy ���� ⋅−⋅
ω

=⋅−⋅+⋅−⋅  

Jest to równanie kwadratowe dla współrz�dnych punktu orbity (x,y). Poniewa� współ-

rz�dne punktu wyra�aj� si� przez sinusy i cosinusy (funkcje ograniczone),  krzywa opisana 

tym równaniem pozostaje ograniczona. W ogólno�ci jest to elipsa, o dwóch półosiach. Cen-

trum siły, czyli poło�enie równowagi, pokrywa si� ze �rodkiem elipsy. Wynika to z faktu, �e 

razem z punktem (x,y), do elipsy nale�y te� punkt (-x,-y). W szczególno�ci obie półosie mog� 

by� równe – wtedy mamy wła�nie okr�g, albo te� jedna z półosi mo�e degenerowa� si� do 

zera. Ma to miejsce wtedy, gdy prawa strona staje si� zerem. Wtedy jednocze�nie: 
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Je�li wi�c poło�enia pocz�tkowe s� w takich samych proporcjach jak pr�dko�ci pocz�t-

kowe, elipsa redukuje si� do odcinka. 

Z elips� wi��e si� jedno z nieprawdopodobnie wa�nych zagadnie� fizyki teoretycznej, 

diagonalizacja formy kwadratowej, czy te� reprezentuj�cej j� macierzy, uogólniaj�ca si� na-

st�pnie do zagadnienia diagonalizacji operatorów, (czyli jakby macierzy o niesko�czonej licz-

bie wierszy i kolumn). Dla elipsy wszystko jest proste i mo�na problem rozwi�za� bez 

wielkiej teorii.  

We�my jednorodn�  form� kwadratow� zawieraj�c�, tak jak u nas, wyrazy x2, y2, xy z 

jakimi� współczynnikami: cxybyax ++ 22 . Byliby�my zachwyceni, gdyby nie było tego wy-

razu mieszanego. Jak mamy szcz��cie, i warunki pocz�tkowe s� takie, �e zachodzi redukcja 
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wyrazów mieszanych, czyli, �e zachodzi: 0)0()0()0()0( =⋅⋅+⋅ yxyxy �� , to forma ju� jest 

diagonalna. Nazwa pochodzi od macierzowego zapisu. 

( ) ��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
=++

y

x

bc

ca
yxcxybyax

2/
2/22  

Wyraz c le�y poza przek�tn� tablicy (diagonal�). Gdy c=0, macierz nazywa si� diago-

naln�. 

Je�li „nie mamy szcz��cia” i wyraz diagonalny wyst�pił, to mo�emy szcz��ciu pomóc! 

Mianowicie, mo�emy, zamiast pierwotnych osi x,y wybra� osi obrócone o pewien k�t i dobra� 

tak jego warto��, by w nowych współrz�dnych, ju� członu mieszanego nie było. Dla macierzy 

2x2 jest to bardzo proste. 
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Po uporz�dkowaniu dostajemy 

( ) ( )
( )( ) '')sin(cossincos2

'sincoscossin'sincossincos
22

222222

yxcba

ycbaxcba

α−α+α⋅α−−+
+α⋅α−α+α+α⋅α+α+α

 

Wystarczy dobra� k�t )/(2tanby   tak, bac −=αα . Przypadek b = a, nie jest specjalnie 

trudny. K�t musi wynosi� wtedy 45�. 

Po wstawieniu wła�ciwego k�ta, dostaniemy równanie: 

dybxa =+ 22 ''''  

Gdy znaki wszystkie s� takie jak wyrazu po prawej stronie ( u nas dodatnie, czego nawet 

nie trzeba sprawdza�, równanie z przeciwnymi znakami pozwalało by oddala� si� punktowi 

dowolnie daleko, a przecie� wiemy, �e krzywa jest ograniczona), równanie to jest równaniem 

elipsy, której osi pokrywaj� si� z nowymi osiami współrz�dnych, a długo�ci półosi wynosz�, 

oczywi�cie '/  oraz  '/ bdad  Gdyby je oznaczy� literami A i B, dostaliby�my, tzw. kano-

niczn� posta� równania elipsy: 

α

αy‘ 

y 
 

x  

x‘ 
α
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W tej postaci wida�, �e nie tylko równoczesna zmiana znaku obu współrz�dnych daje 

punkt te� nale��cy do elipsy. Równie� zmiana znaku samego x, b�d� samego y przekształca 

punkt nale��cy do elipsy w inny punkt nale��cy do tej elipsy. Elipsa ma wi�c nie tylko �rodek 

symetrii, ale tak�e dwie osie symetrii. Na marginesie, warto wspomnie�, �e tzw. inwersja, 

czyli zmiana znaku wszystkich współrz�dnych jest na płaszczy�nie równowa�na obrotowi o 

180�. Elipsa jest – pogl�dowo mówi�c – okr�giem równomiernie �ci�ni�tym w jednym kie-

runku. 

Wahadło matematyczne zawieszone w punkcie jest – dla małych wychyle� – �wietn� re-

alizacj� takiego dwuwymiarowego oscylatora. Mo�e wykonywa� oscylacje w jednej płasz-

czy�nie, mo�e zatacza� okr�g, mo�e te� zakre�la� elips�. Gdy amplituda nie jest mała, sprawy 

si� niew�tpliwie komplikuj�. 

Siła oscylatora izotropowego rkF
��

−=  nie jest jedyn� mo�liw� realizacj� siły centralnej. 

W ruchu jednostajnym po okr�gu, niew�tpliwie taka siła musi wyst�pi� i wyst�puje. Nosi ona 

nazw� siły do�rodkowej.  

Zrozumienie (czysto kinematyczne), i� jednostajny ruch po okr�gu, tak charakterystycz-

ny (przynajmniej w przybli�eniu) dla ciał niebieskich, charakteryzuje si� skierowanym do 

�rodka przyspieszeniem, odegrało kluczow� rol� w sformułowaniu praw ruchu Newtona. Po-

dobnie, jak w zbadanym przed chwil� przypadku siły elastycznej, rosn�cej liniowo z odległo-

�ci�, ruch po okr�gu, to tylko jedna z mo�liwo�ci. Je�li warunki pocz�tkowe nie s� dobrane w 

sposób szczególny, mo�liwy jest ruch ogólniejszy. Od czasów Keplera, było wiadomo, �e 

orbitami planet s� elipsy, (ale Sło�ce nie le�y w �rodku tych elips. Miejscem dla centrum siły 

jest jedno z tzw. ognisk elipsy). Sukcesem Newtona było odgadni�cie prostej i eleganckiej 

formuły dla siły grawitacji, a nast�pnie wykazanie, �e równania ruchu z tak� sił�, przewiduj� 

dokładnie takie ruchy, jakie si� obserwuje. To znaczy ruchy zgodne z odkrytymi w drodze 

obserwacji trzema prawami Keplera. Powiemy o nich dokładnie, w miar� ich dowodzenia. Ze 

słyszenia, nie w�tpi�, wszyscy je znacie (�elipsy ze Sło�cem w ognisku, �stała pr�dko�� polo-

wa, �proporcja kwadratu okresu i trzeciej pot�gi du�ej półosi). 

Ruch po okr�gu z pr�dko�ci� k�tow� ωwymaga siły do�rodkowej równej rm
�2ω− . 

Przydatna bywa posta� (warto�ci) tej siły wyra�ona przez pr�dko�� liniow�: 
r

v
m

2

. Cz�sto 

bywa tak, �e ruch po okr�gu nie został zaaran�owany tak, jak w przypadku np. satelity geo-

stacjonarnego, gdzie znajomo�� działaj�cej na ka�dej wysoko�ci siły grawitacyjnej pozwala 
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dobra� w taki sposób poło�enie i pr�dko�� (w momencie zako�czenia pracy rakiety wynosz�-

cej satelit� na orbit�), by ruch, od tego momentu był ruchem jednostajnym po okr�gu (z okre-

sem doby gwiazdowej), czyli taki, jaki sobie zaplanowali�my.  

Cz�ste s� sytuacje, gdy ruch po okr�gu jest wymuszony sztywno�ci� wi�zów. Przy danej 

pr�dko�ci i odległo�ci od �rodka, (nieznaczne, cz�sto niezauwa�alne) odkształcenia lin, pr�-

tów, felg przy kołach samochodowych, czy czego tam jeszcze, ustawiaj� si� tak, by pojawiła 

si� potrzebna siła. Mechanizm jest podobny, co przy osi�ganiu równowagi, po poło�eniu ciała 

na elastyczne (by� mo�e bardzo sztywne) podło�e. Gdyby siła podło�a nie wystarczała do 

zrównowa�enia siły ci��ko�ci, ruch tym spowodowany pogł�biłby odkształcenie i spowodo-

wał konieczny wzrost siły spr��ystej, a� do ustalenia równowagi.... albo do katastrofy i znisz-

czenia, złamania owej podstawy 

Mechanizm jest podobny, ale rozumowa� trzeba dosy� pokr�tnie. No, bo, gdyby od-

kształcenie było za słabe, to trajektoria cz�stki nie zakrzywiłaby si� tyle, co trzeba i cz�stka 

nieco oddaliłaby si� od osi. Owo „oddalanie” najwyra�niej wida�, gdy siła jeszcze si� nie 

pojawiła, a pr�dko�� ju� jest. Ruch jest wtedy po stycznej, a ta w oczywisty sposób oddala si� 

od �rodka, naci�gaj�c link�, która miała utrzyma� nasze ciało w stałej odległo�ci. 

	eby nie musie� czyni� takich łama�ców intelektualnych, ale tak�e z wielu innych po-

wodów, bywa wygodne i celowe u�ycie, do opisu i ruchu i swoistej równowagi przy badaniu 

reakcji wi�zów, układów nieinercjalnych.  

Układy inercjalne potrzebne nam były do wyciagni�cia wszystkich mo�liwych wniosków 

z zasady wzgl�dno�ci, do poznania praw ruchu. Gdy ju� to wszystko wiemy, to mo�emy 

wprowadzi� układy nieinercjalne i przeliczy�, bez inwestowania w nowe obserwacje, bada-

nia, odkrycia, poznane równania ruchu w układach inercjalnych, na nowe równania ruchu, 

czyli na nowe równania ró�niczkowe dla zmian w czasie poło�e� i pr�dko�ci okre�lanych 

wzgl�dem tego nieinercjalnego układu. 

	yjemy na Ziemi. Ta si� obraca. Wraz z ni� obracaj� si� skały, kontynenty. Ruchy pr�-

dów oceanicznych, wiatrów interesuj� nas wzgl�dem tego „złego” układu. Rozmaite siły lep-

ko�ci zale�� od tych stosunkowo niewielkich pr�dko�ci wzgl�dnych. Trzeba by by� despera-

tem, by próbowa� liczy� ruch pr�du oceanicznego wzgl�dem układu inercjalnego zwi�zanego 

ze Sło�cem! Ju� sama pr�dko�� pocz�tkowa przyprawiałaby o zawrót głowy. 

S� dwa zasadnicze rodzaje nieinercjalno�ci. Jeden zwi�zany z niejednostajnym ruchem 

post�powym ciała wzgl�dem, którego uparli�my si� (i słusznie!) odnosi� poło�enia innych 

ciał. Jedziemy poci�giem, a ten hamuje. Mało interesuje mnie ruch walizki wzgl�dem budki 
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dró�nika, ale chciałbym mie� pod kontrol� to, czy zsunie si� ona z półki i spadnie mi na gło-

w� czy nie!   

Ta sytuacja jest bardzo prosta. (Przynajmniej w przybli�eniu nierelatywistycznym). Je�li 

poło�enie wzgl�dem poci�gu wynosi x’, a poło�enie poci�gu wzgl�dem układu inercjalnego 

wynosi X, to poło�enie ciała wzgl�dem układu inercjalnego jest zwykł� su-

m�: )(')()( txtXtx +=  (o czasie na zegarach w poci�gu zakładam, �e pokazuj� to samo, co 

mijane zegary układu inercjalnego. Ograniczamy si� do małych pr�dko�ci w porównaniu z c.) 

Ró�niczkuj�c dwa razy mam: 

)(')()( txtXtx ������ +=  

Przyjmuj� te�, �e znam prawdziw� sił� działaj�c� na ciało. Oznaczam j� F. Równanie 

ruchu jest: 

FtxmtXmtxm =+= )(')()( ������  

Nic nie szkodzi przenie�� członu z przyspieszeniem układu nieinercjalnego na praw� 

stron�  i otrzyma�: 

)()(' tXmFtxm ���� −=  

Przyjmuj�c, �e znam przyspieszenie układu nieinercjalnego, no i �e znam prawdziw� sił� 

(pochodz�c� od wymiany p�du z czym� realnym), mog� rozwi�zywa� powy�sze równanie nie 

przejmuj�c si� ju�, �e współrz�dna x’ jest odnoszona do układu nieinercjalnego. Dodatkowy 

człon w równaniu owo )(tXm ��− , czyni dokładnie to, co potrzeba by przyspieszenie wzgl�dem 

układu inercjalnego było wyznaczone jedynie przez sił� prawdziw�. 

W kontra�cie do siły prawdziwej, człon )(tXm ��−  dodaj�cy si� do siły prawdziwej i z ma-

tematycznego punktu widzenia bez zarzutu, nosi nazw� siły pozornej, lub inaczej siły bez-

władno�ci. Mówi si� te�, �e siły bezwładno�ci nie podlegaj� III zasadzie Newtona. Nie da si� 

wskaza� ciała na które działałaby siła przeciwna. Lub jeszcze inaczej: siła bezwładno�ci nie 

jest zwi�zana z przepływem p�du. Pozwala ona oblicza� przyspieszenia ciała spowodowane 

nie czym� co działa na ciało, a spowodowane tym, �e układ odniesienia jest przyspieszany.  

Gdy zachodz� warunki unieruchomienia (czyli osi�gni�cia równowagi przy niewielkim 

tylko przemieszczeniu) współrz�dnej x’, czyli, przykładowo owej walizki na półce przytrzy-

mywanej jak�� elastyczn� siatk� przed zsuwaniem si� z półki, suma obu sił: i prawdziwej F 

(powiedzmy przyci�ganie ziemskie, tarcie o półk�, elastyczna siatka, sztywno�� półki) i po-

zornej )(tXm ��− musi by� zrównowa�ona. Siła ta nabiera bardzo realnego charakteru!  
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Mój pokój i krzesło w nim, na którym siedz�, uczestnicz� w obrocie Ziemi. Układem ob-

racaj�cym si� zajmiemy si� wprawdzie dopiero za chwil�, ale w pierwszym przybli�eniu mo-

g� zaniedba� wirowanie (wzgl�dem gwiazd) mojego fotela, a pomy�le� o tym, �e uczestni-

cz�c w obrocie Ziemi, posiada on przyspieszenie do�rodkowe skierowane do �rodka równo-

le�nika na którym le�y Warszawa! Kierunek pod jakim wgniatany jestem w ten fotel (a w 

jakim� stopniu i sama warto�� tego wgniatania), kierunek tego co nazywamy pionem, warto�� 

g jest wypadkow� siły grawitacji skierowanej do �rodka Ziemi3 i siły b�d�cej iloczynem mo-

jej masy i wzi�tej z minusem siły do�rodkowej. W tym kontek�cie, sił� bezwładno�ci nazywa 

si� sił� od�rodkow�.  Siła od�rodkowa (w poł�czeniu z wi�ksz� odległo�ci� od �rodka na 

równiku) powoduje znaczn� ró�nic� mi�dzy przyspieszeniem spadku swobodnego na biegu-

nach i na równiku: 9,83m/s2 na biegunie i 9,78m/s2 na równiku. 

A teraz czekaj� nas ciekawsze rzeczy: 

Rozwa�my obracaj�c� si� platform�. Narysujmy na niej dwa wersory: yx ee
��

  i  . Poło�e-

nie okre�la� b�dziemy współrz�dnymi x i y. Nie piszemy „primów”, bo nie b�dziemy rozwa-

�ali równocze�nie współrz�dnych inercjalnych, a takie stawianie znaczków jest m�cz�ce. 

Wektor wodz�cy naszego punktu: 

yx etyetxtr
���

)()()( +=  

 Wersory nasze obracaj� si� jednostajnie, a pr�dko�� ich zmian (jak� jest w stanie okre-

�li� obserwator inercjalny) wynosi: 

yyxx eeee
�������� ×ω=×ω=   i   

Dlatego pr�dko�� punktu wzgl�dem układu inercjalnego  

( )
)()()()()(

)()()()()()(

)()()()()()()()()(

trtetytetx

etyetxtetytetx

tetytetxtetytetxtr

yx

yxyx

yxyx

���
�

�
�

����
�

�
�

�����
�

�
���

×ω++=

=+×ω++=

+++=

 

Na przykład punkt nieruchomy wzgl�dem układu obracaj�cego si�, to znaczy taki o sta-

łych współrz�dnych x i y ma pr�dko��: 

)()( trtr
���� ×ω=  

Podobnie liczymy przyspieszenie: 

                                                 
3 Tak by było, gdyby Ziemia była sztywn� kul�. W rzeczywisto�ci, powierzchnia Ziemi, a w szczególno�ci wody 
oceanów i płynne, czy półpłynne wn�trze Ziemi tak si� ustawiaj�, by wypadkowa siły grawitacji i siły pozornej 
była do tej powierzcni prostopadła. To decyduje o spłaszczeniu Ziemii. Nie jest wi�c Ziemia kul�, a tzw. geoid�, 
kształtem blisk� elipsoidzie obrotowej. Wypadkowy kierunek „czystej, niutonowskiej grawitacji” jest jaki� i nie 
pokrywa si� dokładnie ze �rodkiem geoidy. 
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( )

( )
( ) ( ))()()()()(2)()()()(

)()()()()())()()()(()()()()(

)()()()()()()()()(

)()()()()()(

trtetytetxtetytetx

trtetytetxtetytetxtetytetx

trtetytetxtetytetx

trtetytetx
dt
d

tr

yxyx

yxyxyx

yxyx

yx

����
�

�
�

��
��

�
��

���
�

�
�

��
�

�
�

��
��

�
��

���������
�

��
�

��

���
�

�
����

×ω×ω++×ω++=

=×ω++×ω++×ω++=

=×ω++++=

=×ω++=

 

Pierwsze dwa wyrazy w ko�cowym wierszu mo�na �miało nazwa� przyspieszeniem 

wzgl�dem obracaj�cego si� układu. Obserwator mierzy poło�enia, dwa razy ró�niczkuje i 

nazywa to przyspieszeniem. On mo�e nawet nie zdawa� sobie sprawy, �e te poło�enia odnosi 

do osi, do jakich� przedmiotów, które si� obracaj�. A nawet jak wie, to niczego to nie zmieni! 

Je�li b�dzie chciał zapewni� równowag� (czyli spoczynek) wzgl�dem tego układu (np. nie 

wypa�� samemu, ani nie upu�ci� portmonetki z r�k w czasie jazdy na karuzeli), to musi za-

pewni� stało�� x i y , a wi�c w szczególno�ci znikanie przyspieszenia yx ���� czy   . Oznaczmy je 

zwyczajnie: 

 )()()()( tetytetxa yx

�
��

�
��

� += . 

Dwa nast�pne człony zawieraj� iloczyn wektorowy pr�dko�ci k�towej i pr�dko�ci 

wzgl�dem obracaj�cego si� układu. Oznaczmy t� pr�dko�� zwyczajnie: 

)()()()( tetytetxv yx

�
�

�
�

� +=  

Wreszcie wyraz ostatni jest wektorem skierowanym do osi o warto�ci r
�2ω− . Wynika to 

wprost z definicji iloczynu wektorowego, ale mo�na te� zauwa�y�, �e gdy punkt jest sztywno 

zwi�zany z tarcz� (x i y stałe), ostatni człon jest jedynym, jaki zostaje. Ale przecie� w tym 

wypadku punkt porusza si� po okr�gu i jego przyspieszeniem jest dobrze nam znane przyspie-

szenie do�rodkowe. 

Uff, troch� si� napracowali�my.  

Napiszmy teraz równanie Newtona dodaj�c jak�� sił� rzeczywist� F
�

 

( ) ( )
rmvmam

trmtetytetxmtetymtetxm

Ftrm

yxyx

����

����
�

�
�

��
��

�
��

�
���

22

)()()()()(2)()()()(
)(

ω−×ω+=

×ω×ω++×ω++=
==

 

Gdyby punkt dodatkowo poruszał si� w kierunku z, wzór powy�szy z postaci� siły 

( ))(trm
���

×ω×ω  nadal obowi�zuje. Posta� z wyeliminowanym podwójnym iloczynem wekto-

rowym powinna zawiera� jedynie składow� wektora wodz�cego prostopadł� do ω : ⊥ω rm
�2 . 

Nikt nam nie broni rozmie�ci� wyrazów tak jak nam wygodnie: 

rmvmFam
����� 22 ω+×ω−=  
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Mamy teraz dwie nowe siły bezwładno�ci: skierowan� na zewn�trz sił� o warto�ci znanej 

nam siły od�rodkowej. By utrzyma� ciało nieruchomo na płycie my teraz musimy t� sił�, od-

�rodkow� zwyczajnie skompensowa� rzeczywist� sił� (np. spr��yst�) reprezentowan� przez 

F
�

, która cz�sto sama potrafi si� dopasowa�. Teraz ta siła reakcji jest – z punktu widzenia 

obserwatora inercjalnego – prawdziw� sił� do�rodkow�!. 

Ale nasze równanie jest znacznie ogólniejsze. Z powodzeniem opisa� mo�e nie tylko wa-

runki ustalania si� równowagi, ale i ruch wzgl�dem układu nieinercjalnego. Je�li pomy�limy 

jeszcze raz o Ziemi, to widzimy, �e dla ciał obracaj�cych si� wraz z ni�, siła od�rodkowa jest 

taka sama, jak� by była siła bezwładno�ci w ruchu translacyjnym z przyspieszeniem iden-

tycznym z przyspieszeniem do�rodkowym. 

Zaskakuj�co nowy jest człon z siła bezwładno�ci zale�n� od pr�dko�ci. To słynna siła 

Coriolisa. Ma decyduj�ce znaczenie dla wielkoskalowych ruchów w oceanach i w atmosferze. 

Odchyla tory pocisków, podmywa niesymetrycznie brzegi rzek, niszczy nierównomiernie 

szyny kolejowe. 

 


