Wyktad 11

Poza ostatnim przyktadem ruchu w polu magnetycznym, zajmowalisSmy si¢ dotychczas
ruchami jednowymiarowymi. Pora wyj$¢ w tréjwymiarowa przestrzen. Prawd¢ moéwiac, jed-
nowymiarowy oscylator, dla ktérego réwnanie ruchu jest drugiego rzedu:

i=-0’x,
poprzez chwyt z wprowadzeniem pary wielko$ci v i x doprowadzil nas do koniecznos$ci
rozwazania okregu v’ + x> =consti zbadania przemieszczania si¢ po tym abstrakcyjnym
okregu w miare uptywu czasu t. Wprowadzili$my tez pomocniczy czas zredukowany f = ot .

PoznaliSmy przy tym urocza par¢ funkcyj spetniajacych réwnania:

dx

dr

dv

— = —X
dr

Gdy natozy¢ warunek poczatkowy v(0)=1, x(0)=0, funkcje te staja si¢ tozsame ze

=V

~

znanymi funkcjami trygonometrycznymi v =cosf, x=sinf .
Zbadajmy teraz jednostajny ruch punktu materialnego po rzeczywistym okrggu o pro-
mieniu R z okresem obiegu 7. Stowo jednostajny odnosi si¢ do szybkosci. Jest ona stata, cho¢

predkosé, jako wektor styczny do okregu nieustannie zmienia swoj kierunek.




Jednostajnos¢ ruchu punktu wzdluz obwodu, ktéra zatozyliSmy, bez wskazania (na ra-
zie) przyczyny takiego ruchu, oznacza jednostajny przyrost kata ¢. By niepotrzebnie nie
komplikowa¢, przyjmuje poczatek liczenia czasu w momencie, gdy punkt wiasnie znalazt si¢
na osi x, od ktérej tez mierze kat @ . Wspdtczynnik proporcjonalnos$ci miedzy katem a czasem
nazywa si¢ tutaj — catkiem zasadnie — predkoscia katowa. Jesli przyjac, ze znam czas petnego
obiegu okrggu 7, to oczywiscie: @ =2n/T . Zwyczajna szybkos¢ liniowa v =2nR/T = 0R.
Z definicji funkcji trygonometrycznych, mamy natychmiast:

X = Rcoswt,

y = Rsin ot

W celu wyznaczenia predkosci mozna albo skorzysta¢ ze znajomosci pochodnych sinusa
1 cosinusa, albo przyjrzec si¢ uwaznie rysunkowi 1 stwierdzi¢, ze kat, jaki wektor predkosci (o
warto$ci v = QR ) tworzy z 0sig y, jest tym samym katem @ jaki wektor wodzacy, o dtugosci
R , tworzy z osia x. Z owego geometrycznego argumentu dostajemy:

X=v, =-0Rsin0t,

y=v, = ®Rcos 7

Gdybysmy wczesniej nie wiedzieli, jakie sa pochodne funkcji trygonometrycznych, to
dowiedzieliby$Smy si¢ tego w tym momencie!

Repetitio est mater studiorum

Znak minus wynika stad, ze wektor predkosci odchylony jest w lewo dla katéw, dla kto-
rych sinus jest dodatni.

Cenng rzecza jest tez wyznaczenie wektora przyspieszenia naszego punktu. W fizyce
szkolnej, robi si¢ w tym miejscu konstrukcje geometryczng polegajaca na odejmowaniu
dwoéch wektoréow predkosci dla dwéch bliskich chwil (a wigc 1 potozen) i znajduje granice
stosunku zmiany wektora predkosci do odstgpu czasu jako nowy wektor o okre§lonej wartosci
1 okreslonym kierunku.

Skoro my, juz, (co najmniej) dwa razy nauczyliSmy si¢ ré6zniczkowac sinusy i cosinusy,
to skorzystajmy z tej umiej¢tnosci obliczajac sobie kolejne pochodne:

¥=v_ =a,=-0Rcosot,

X

y=v,=a, =-0’Rsinot,
Nastapila kolejna zamiana sinusa na cosinus i cosinusa na minus sinus, co doprowadzito
to tego, iz druga pochodna kazdej ze wspotrzednych jest proporcjonalna do tej samej funkcji,

co owa wspotrzedna, ale ponadto jest znak minus i dwie potegi predkosci katowej. Mozna



temu ostatniemu wynikowi nada¢ posta¢ wektorowa. Wektory w przestrzeni tréjwymiarowe;j

(albo, jak akurat teraz, na ptaszczyznie) oznacza¢ bedziemy strzatkami:

Przy tych oznaczeniach, uzyskany wynik dla przyspieszenia, jest:

a=-0r

Kazdy widzi, ze identyczny wynik by wyszedl, gdyby czas liczy¢ od innego momentu,
czyli, gdyby we wszystkich funkcjach trygonometrycznych wystgpowata dodatkowo faza
poczatkowa.

Powyzszy wynik oznacza, iz rzut na Srednice punktu obiegajacego rOwnomiernie okrag
o promieniu R, wykonuje ruch identyczny z ruchem oscylatora harmonicznego o amplitu-
dzie R i takim samym okresie. Pregdkos$¢ katowa punktu na okrggu pokrywa si¢ z czg¢stoscia
drgan.

Korzystajac z wlasnos$ci funkcji trygonometrycznych, zaleznos¢ obu wspétrzednych od
czasu mozna zapisac tez z uzyciem tej samej funkcji trygonometrycznej ale od przesunietego
argumentu:

x = Rcoswt,

y = Rcos(mt —g)

Poréwnujac oscylacje wspétrzednej y z oscylacjami wspéirzednej x powiemy, ze sa one

opéznione w fazie 0 /2. Widzimy tez, ze amplitudy tych oscylacji sa jednakowe (no i
oczywiscie jednakowe sa tez czgstosci). Sktadanie oscylacji jest czyms$ niestychanie czgstym
w fizyce 1 o wielkim znaczeniu. Takie ztozenie, jakie tu mamy, wystgpuje, przykladowo, w
fali §wietlnej spolaryzowanej kotowo. Wielkosci wykonujace zmiany zgodne z funkcjami
trygonometrycznymi to — w tym przyktadzie — wartosci sktadowych pola elektrycznego w
dwodch, wzajemnie prostopadtych kierunkach, w ptaszczyznie prostopadtej do kierunku pro-
pagacji.

Sposobem uzyskania takiego $wiatta moze by¢ rozszczepienie wiazki Swiatta spolaryzo-

wanego liniowo na dwie wiazki i przesunigcie fazy jednej z nich. Oto wydruk z Google’a:

Cwieréfalowka, ptytka 1/4 A, plytka przezroczysta wytwarzajaca réznice diugoéci optycz-
nych réwna 1/4 dtugosci fali pomiedzy sktadowymi promienia swietlnego, o wzajemnie prostopa-
dtych kierunkach polaryzacji i o okreslonym kierunku padania. Wykorzystywana do uzyskiwania
polaryzacji kotowej Swiatta oraz do analizy $wiatta spolaryzowanego kotowo



Jesli mysle¢ o zmianach nie pojedynczych wspotrzednych, (czyli liczb), a 0 zmianach ca-
tych wektoréw, to widzimy wyraznie, ze przyspieszenie, majace przeciwny znak, moze by¢
zapisane bez tego minusa, jesli doda¢ fazg 180°

¥ = @*R cos(®? + T),

j = ®*Rsin(of + ),

Nie trzeba wielkiej wyobrazni, by odgadna¢ jak zapisa¢ predkos¢, by uwidocznito sig¢
przesunigcie fazy oscylacji tej wielkosci w stosunku do potozenia

X =®Rcos(wt+T1/2),

y = ORsin(wt + 1/ 2),

Jeszcze jedna technika pracy z oscylacjami i ruchami po okrggach warta jest pokazania w
tym miejscu. Para wspétrzednych x i y moze by¢ zespolona, tj polaczona w jedno, z uzyciem
liczb zespolonych (nomen omen). Nazwijmy z nast¢pujaca wielkos¢:

Z=x+iy.

Wyrazmy to zespolone polozenie, a takze, analogiczna zespolong predkos¢ i przyspie-
szenie przez czas:

it

z=R(cosmt+isin ®t) = Re

it

Z =WR(—sin O +icos W?) = iOR(cos Wt +isin MW7) = i®ORe
7 =—m’R(cos ot + i sin ®7) = (iw)> Re™™

W tym ujgciu, to liczba i, majaca faz¢ m/2, wystgpujaca w wyktadniku, przy kolejnym
rézniczkowaniu, zwigksza fazg¢ wektora pochodnego o kolejne 7/2.

Jest jeszcze inny sposéb potraktowania predkosci, ,,majacy przyszlos’é”l.

Predkos¢ jest prostopadta do potozenia. Ma tez taka wlasnos¢, ze gdy promien wigkszy,
to 1 predko$¢ w tej samej proporcji jest wigksza. Proporcjonalno$¢ ta uwidoczniona jest w
zapisie zespolonym przez to, ze zespolona predkos¢ jest mnozona przez i®.

Czy istnieje jakie$ inne mnozenie, nie odwotujace si¢ do liczb zespolonych? (Liczby ze-
spolone sa fantastyczne na ptaszczyznie, dla obrotéw ogdlniejszych, tylko to inne mnozenie

bedzie mozliwe).

" Ruch jednostajny po okregu jest na tyle prosty i pogladowy, ze do jego opisu nie trzeba angazowaé tych
wszystkich technik. Jednak w przypadkach bardziej ztozonych bgda one niezbgdne, a intuicje wyksztatlcone na
prostych przyktadach sa bardzo pomocne w opanowaniu nowych poje¢ i nowych technik rachunkowych nie-
zbednych dla uprawiania fizyki.



Owo inne mnozenie, to oczywiscie, mnozenie wektorowe. Za chwilg zrozumiemy gleb-
sze powody pojawiania si¢ takiej wlasnie operacji w naturalny sposéb — w tej chwili skorzy-
stajmy z definicji iloczynu wektorowego dwoch wektoréw a i b (w okreslonej kolejnosci),
ktoéry jest wektorem? prostopadtym do plaszczyzny rozpigtej przez te wektory, jego wartos¢
jest illoczynem warto$ci mnozonych wektorow 1 sinusa kata miedzy nimi, a zwrot wyznaczony
jest regula prawej reki.

Wyb6r tej, a nie innej reki do okreslenia zwrotu iloczynu wektorowego, nie ma zadnego
merytorycznego uzasadnienia, poza tradycja rzecz jasna, no i tym, ze jesli si¢ chce korzystac z

iloczynu wektorowego, jeden z dwoch zwrotéw na kierunku prostopadtym do plaszczyzny

wyznaczonej przez wektory a i b trzeba wybra¢. Nigdzie tego nie wyczytalem, ale podej-
rzewam, ze wybor reguty zwiazany jest z faktem, ze astronomia i mechanika rozwijaty si¢ na
potkuli pétnocnej. Ziemia obraca si¢ z Zachodu na Wschod. Gdyby wybrac regute lewej reki,
wektor predkosci katowej, ktérego iloczyn z wektorem potozenia punktu na Ziemi dawatby
wektor predkosci, celowac by musiat w kierunku Krzyza Potudnia!

Jesli zdefiniujemy predko$¢ katowa @ tak, by miata warto$¢ ®, kierunek prostopadty do
okregu, a zwrot ,,do géry”’, gdy obro6t nastgpuje przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara (tak

jak na rysunku), to mozemy natychmiast napisac:

Naturalnym kandydatem do zrealizowania ruchu po okrggu jest izotropowy oscylator
harmoniczny. Jesli sita, jaka pojawia si¢ przy oddalaniu punktu od potozenia rownowagi, w
dowolnym kierunku 7 wynosi — k7, to réwnanie ruchu kazdej wspoélrzednej jest identycz-
ne z rownaniem oscylatora harmonicznego. Ruch po okregu jest, wigc jednym z mozliwych
ruchéw oscylatora przestrzennego, ale nie kazde rozwiazanie réwnan ruchu da ruch po okrg-
gu!!! To oczywiste.

Ogd6lnym rozwiazaniem bedzie:
1. .

x = x(0)cos ot + — x(0) sin w7,
o

y = y(0)coswr + 1 y(0)sin ot
()

? Scisle méwiac, iloczyn wektorowy dwéch wektoréw jest pseudowektorem. Ujawnia sig to przy wyciaganiu
wnioskéw z symetrii problemu i/lub wtedy, gdy zmieniamy znaki (odbijamy) nieparzystej liczby wspéirzednych.
Wrécimy jeszcze do tego zagadnienia.



W zaleznos$ci od warunkéw poczatkowych powyzszy ruch moze, ale nie musi by¢ ru-

chem po okrggu. Latwo znalez¢ rownanie trajektorii;

2= x(0)cos o + - k(O)sinwr  /*y(0)  potem : /* $(0)
()

y = y(0)cosmt + l v(0)sin ot /*—=x(0) potem :/* x(0)
(0)

¥(0) - x = x(0)- y :é(y<0)'fc<0>—x<0> - y(0))sin @t

-1
7(0)- x—x(0)- y = ;(ym) - %(0) — x(0) - (0))cos ¢
Podnoszac stronami do kwadratu i dodajac, dostajemy:
2 . . 2 1 . . 2
(3(0)- x—x(0)- y)* +(3(0) - x— (0 - y)* = F(y(o) - %(0) = x(0) - (0))

Jest to réwnanie kwadratowe dla wspétrzednych punktu orbity (x,y). Poniewaz wspot-
rzedne punktu wyrazaja si¢ przez sinusy i cosinusy (funkcje ograniczone), krzywa opisana
tym réwnaniem pozostaje ograniczona. W ogdlnosci jest to elipsa, o dwdch pétosiach. Cen-
trum sity, czyli polozenie rownowagi, pokrywa si¢ ze Srodkiem elipsy. Wynika to z faktu, ze
razem z punktem (x,y), do elipsy nalezy tez punkt (-x,-y). W szczeg6lnosci obie p6tosie moga
by¢ rowne — wtedy mamy wlasnie okrag, albo tez jedna z pétosi moze degenerowac si¢ do
zera. Ma to miejsce wtedy, gdy prawa strona staje si¢ zerem. Wtedy jednoczesnie:

y(0)-x=x(0)-y=0

y(0)-x—x(0)-y=0 czyli:

¥ _ 2O _50)
x  x(0) x(0)

Jesli wigc potozenia poczatkowe sa w takich samych proporcjach jak predkosci poczat-
kowe, elipsa redukuje si¢ do odcinka.

Z elipsa wiaze si¢ jedno z nieprawdopodobnie waznych zagadnien fizyki teoretycznej,
diagonalizacja formy kwadratowej, czy tez reprezentujacej ja macierzy, uogélniajaca si¢ na-
stgpnie do zagadnienia diagonalizacji operatoréw, (czyli jakby macierzy o nieskonczonej licz-
bie wierszy i kolumn). Dla elipsy wszystko jest proste i mozna problem rozwiaza¢ bez
wielkiej teorii.

Wezmy jednorodna forme¢ kwadratowa zawierajaca, tak jak u nas, wyrazy Xy Xy z
jakimi$ wspétczynnikami: ax® +by” + cxy . Bylibysmy zachwyceni, gdyby nie bylo tego wy-

razu mieszanego. Jak mamy szczg$cie, i warunki poczatkowe s takie, ze zachodzi redukcja



wyrazéw mieszanych, czyli, ze zachodzi: y(0)-x(0)+ y(0)-x(0)- y=0, to forma juz jest

diagonalna. Nazwa pochodzi od macierzowego zapisu.

ax® +by* +cxy = (x a clzyx
yorew Nerz by

Wyraz c lezy poza przekatng tablicy (diagonala). Gdy ¢=0, macierz nazywa si¢ diago-
nalna.

Jesli ,,nie mamy szczgscia” i wyraz diagonalny wystapil, to mozemy szczgsciu pomoc!
Mianowicie, mozemy, zamiast pierwotnych osi x,y wybra¢ osi obrécone o pewien kat i dobra¢

tak jego wartos¢, by w nowych wspétrzednych, juz cztonu mieszanego nie byto. Dla macierzy

2x2 jest to bardzo proste. 4
y
Y o
/x‘y
x=x'coso—y'sina o X
y=x'sina+ y'cos >
ax®> +by* +cxy =

= a(x'coso.— y'sin oc)2 +b(x'sino+ y'cos oc)2 +c(x'cosou— y'sin ot)(x'sin oL + y'cos o)

Po uporzadkowaniu dostajemy

(acos? au+bsin® o+ ccosa-sin v’ +{asin® o+ beos® o — ccos o sin o)y +

+ (— 2(a—b)coso-sin o + c(cos® o — sin? oc))x' y'

Wiystarczy dobra¢ kat o tak, by tan 2t = ¢/(a —b) . Przypadek b = a, nie jest specjalnie
trudny. Kat musi wynosi¢ wtedy 45°.

Po wstawieniu wlasciwego kata, dostaniemy réwnanie:

a'x*+b'y*=d

Gdy znaki wszystkie sa takie jak wyrazu po prawej stronie ( u nas dodatnie, czego nawet
nie trzeba sprawdzac, réwnanie z przeciwnymi znakami pozwalato by oddala¢ si¢ punktowi
dowolnie daleko, a przeciez wiemy, ze krzywa jest ograniczona), rOwnanie to jest rOwnaniem
elipsy, ktdrej osi pokrywaja si¢ z nowymi osiami wspoétrzednych, a dlugosci pétosi wynosza,
oczywiscie Jd/a oraz \NdIb' Gdyby je oznaczy¢ literami A i B, dostalibysmy, tzw. kano-

niczna posta¢ réwnania elipsy:



P

W tej postaci wida¢, ze nie tylko réwnoczesna zmiana znaku obu wspéirzednych daje
punkt tez nalezacy do elipsy. ROwniez zmiana znaku samego x, badz samego y przeksztatca
punkt nalezacy do elipsy w inny punkt nalezacy do tej elipsy. Elipsa ma wigc nie tylko $rodek
symetrii, ale takze dwie osie symetrii. Na marginesie, warto wspomnie¢, ze tzw. inwersja,
czyli zmiana znaku wszystkich wspoirz¢dnych jest na ptaszczyznie rdwnowazna obrotowi o
180°. Elipsa jest — pogladowo méwiac — okrggiem réwnomiernie sciSnigtym w jednym kie-
runku.

Wahadlo matematyczne zawieszone w punkcie jest — dla matych wychylen — swietng re-
alizacja takiego dwuwymiarowego oscylatora. Moze wykonywac¢ oscylacje w jednej plasz-
czyznie, moze zatacza¢ okrag, moze tez zakresla¢ elips¢. Gdy amplituda nie jest mata, sprawy
si¢ niewatpliwie komplikuja.

Sita oscylatora izotropowego F = ki nie jest jedyna mozliwa realizacja sily centralnej.
W ruchu jednostajnym po okrggu, niewatpliwie taka sita musi wystapi¢ i wystepuje. Nosi ona
nazwe sily dosrodkowej.

Zrozumienie (czysto kinematyczne), iz jednostajny ruch po okregu, tak charakterystycz-
ny (przynajmniej w przyblizeniu) dla cial niebieskich, charakteryzuje si¢ skierowanym do
srodka przyspieszeniem, odegrato kluczowa rol¢ w sformutowaniu praw ruchu Newtona. Po-
dobnie, jak w zbadanym przed chwila przypadku sity elastycznej, rosnacej liniowo z odlegto-
$cia, ruch po okregu, to tylko jedna z mozliwosci. Jesli warunki poczatkowe nie sa dobrane w
sposob szczegdlny, mozliwy jest ruch ogdlniejszy. Od czaséw Keplera, byto wiadomo, ze
orbitami planet sa elipsy, (ale Stonce nie lezy w $rodku tych elips. Miejscem dla centrum sity
jest jedno z tzw. ognisk elipsy). Sukcesem Newtona bylo odgadnigcie prostej i eleganckie;j
formuty dla sity grawitacji, a nastgpnie wykazanie, ze rOwnania ruchu z taka sita, przewiduja
doktadnie takie ruchy, jakie si¢ obserwuje. To znaczy ruchy zgodne z odkrytymi w drodze
obserwacji trzema prawami Keplera. Powiemy o nich doktadnie, w miar¢ ich dowodzenia. Ze
styszenia, nie watpig, wszyscy je znacie (selipsy ze Stoncem w ognisku, estata predkos¢ polo-
wa, sproporcja kwadratu okresu i trzeciej potegi duzej pétosi).

Ruch po okregu z predkoscia katowa wwymaga sily dosrodkowej réwnej —m’7 .
Przydatna bywa posta¢ (wartosci) tej sity wyrazona przez predkos¢ liniowa: m% Czgsto
bywa tak, ze ruch po okrggu nie zostal zaaranzowany tak, jak w przypadku np. satelity geo-

stacjonarnego, gdzie znajomo$¢ dziatajacej na kazdej wysokosci sity grawitacyjnej pozwala



dobra¢ w taki sposéb potozenie i predkos¢ (w momencie zakonczenia pracy rakiety wynosza-
cej satelitg na orbitg), by ruch, od tego momentu byt ruchem jednostajnym po okrggu (z okre-
sem doby gwiazdowej), czyli taki, jaki sobie zaplanowalismy.

Czeste sa sytuacje, gdy ruch po okregu jest wymuszony sztywnos$cia wigzéw. Przy danej
predkosci 1 odlegtosci od $rodka, (nieznaczne, czg¢sto niezauwazalne) odksztalcenia lin, pre-
tow, felg przy kotach samochodowych, czy czego tam jeszcze, ustawiaja si¢ tak, by pojawita
si¢ potrzebna sita. Mechanizm jest podobny, co przy osiaganiu réwnowagi, po potozeniu ciata
na elastyczne (by¢ moze bardzo sztywne) podtoze. Gdyby sita podtoza nie wystarczata do
zrownowazenia sity cigzkosci, ruch tym spowodowany poglebitby odksztalcenie i spowodo-
wat konieczny wzrost sity sprezystej, az do ustalenia rownowagi.... albo do katastrofy i znisz-
czenia, ztamania owej podstawy

Mechanizm jest podobny, ale rozumowac trzeba dosy¢ pokr¢tnie. No, bo, gdyby od-
ksztalcenie bylo za stabe, to trajektoria czastki nie zakrzywitaby si¢ tyle, co trzeba i czastka
nieco oddalitaby si¢ od osi. Owo ,,oddalanie” najwyrazniej wida¢, gdy sifa jeszcze si¢ nie
pojawita, a predkosc¢ juz jest. Ruch jest wtedy po stycznej, a ta w oczywisty sposéb oddala sig
od s$rodka, naciagajac linke, ktéra miata utrzymac nasze ciato w statej odlegtosci.

Zeby nie musieé¢ czyni¢ takich tamancéw intelektualnych, ale takze z wielu innych po-
wodow, bywa wygodne i celowe uzycie, do opisu i ruchu i swoistej r6wnowagi przy badaniu
reakcji wigzow, ukladéw nieinercjalnych.

Uktady inercjalne potrzebne nam byty do wyciagnigcia wszystkich mozliwych wnioskéw
z zasady wzglednosci, do poznania praw ruchu. Gdy juz to wszystko wiemy, to mozemy
wprowadzi¢ uktady nieinercjalne i przeliczyé, bez inwestowania w nowe obserwacje, bada-
nia, odkrycia, poznane rownania ruchu w ukfadach inercjalnych, na nowe roéwnania ruchu,
czyli na nowe réwnania rézniczkowe dla zmian w czasie potozen i predkosci okreslanych
wzgledem tego nieinercjalnego uktadu.

Zyjemy na Ziemi. Ta sie obraca. Wraz z nia obracaja sie skaty, kontynenty. Ruchy pra-
doéw oceanicznych, wiatréw interesuja nas wzgledem tego ,,ztego” uktadu. Rozmaite sity lep-
kosci zaleza od tych stosunkowo niewielkich predkosci wzglednych. Trzeba by by¢ despera-
tem, by prébowac liczy¢ ruch pradu oceanicznego wzgledem uktadu inercjalnego zwiazanego
ze Stoncem! Juz sama predkos¢ poczatkowa przyprawiataby o zawrdt gtowy.

Sa dwa zasadnicze rodzaje nieinercjalnosci. Jeden zwigzany z niejednostajnym ruchem
postgpowym ciata wzgledem, ktérego uparliSmy si¢ (i stusznie!) odnosi¢ potozenia innych

cial. Jedziemy pociagiem, a ten hamuje. Malo interesuje mnie ruch walizki wzgledem budki



dréznika, ale chciatbym mie¢ pod kontrola to, czy zsunie si¢ ona z p6tki i spadnie mi na gto-
we czy nie!

Ta sytuacja jest bardzo prosta. (Przynajmniej w przyblizeniu nierelatywistycznym). Jesli
potozenie wzgledem pociagu wynosi x’, a potozenie pociagu wzgledem uktadu inercjalnego
wynosi X, to polozenie ciata wzgledem uktadu inercjalnego jest zwykla su-
ma: x(t) = X (t) + x'(t) (o czasie na zegarach w pociagu zaktadam, ze pokazuja to samo, co
mijane zegary uktadu inercjalnego. Ograniczamy si¢ do matych predkosci w poréwnaniu z c.)
Rézniczkujac dwa razy mam:

X=X +X@)

Przyjmuje tez, ze znam prawdziwg sil¢ dzialajaca na cialo. Oznaczam ja F. Réwnanie
ruchu jest:

mi(t) = mX (t)+mi'(t) = F

Nic nie szkodzi przenie$¢ czionu z przyspieszeniem uktadu nieinercjalnego na prawa
strong i otrzymac:

mi'(t) = F —mX (t)

Przyjmujac, ze znam przyspieszenie uktadu nieinercjalnego, no i ze znam prawdziwa sitg
(pochodzaca od wymiany pedu z czyms realnym), mogeg rozwigzywac powyzsze rownanie nie
przejmujac sig juz, ze wspoétrzedna x’ jest odnoszona do uktadu nieinercjalnego. Dodatkowy
czton w réwnaniu owo —mX (f), czyni dokladnie to, co potrzeba by przyspieszenie wzgledem
uktadu inercjalnego byto wyznaczone jedynie przez sil¢ prawdziwa.

W kontrascie do sity prawdziwej, czton —mX (r) dodajacy si¢ do sity prawdziwej i z ma-
tematycznego punktu widzenia bez zarzutu, nosi nazwe sily pozornej, lub inaczej sily bez-
wladnosci. Mowi si¢ tez, ze sily bezwtadnosci nie podlegaja 111 zasadzie Newtona. Nie da sig
wskazac ciala na ktore dzialataby sita przeciwna. Lub jeszcze inaczej: sita bezwtadnosci nie
jest zwiazana z przeptywem pedu. Pozwala ona oblicza¢ przyspieszenia ciala spowodowane
nie czyms$ co dziata na ciato, a spowodowane tym, ze uktad odniesienia jest przyspieszany.

Gdy zachodza warunki unieruchomienia (czyli osiagnigcia rownowagi przy niewielkim
tylko przemieszczeniu) wspétrzednej x’, czyli, przyktadowo owej walizki na pétce przytrzy-
mywanej jakas$ elastyczng siatka przed zsuwaniem si¢ z poiki, suma obu sit: 1 prawdziwej F
(powiedzmy przyciaganie ziemskie, tarcie o potke, elastyczna siatka, sztywno$¢ poétki) i po-

zornej — mX () musi by¢ zréwnowazona. Sita ta nabiera bardzo realnego charakteru!

10



MGoj pokdj i krzesto w nim, na ktérym siedze, uczestnicza w obrocie Ziemi. Uktadem ob-
racajacym si¢ zajmiemy si¢ wprawdzie dopiero za chwilg, ale w pierwszym przyblizeniu mo-
ge zaniedba¢ wirowanie (wzgledem gwiazd) mojego fotela, a pomysle¢ o tym, ze uczestni-
czac w obrocie Ziemi, posiada on przyspieszenie dosrodkowe skierowane do $rodka réwno-
leznika na ktérym lezy Warszawa! Kierunek pod jakim wgniatany jestem w ten fotel (a w
jakims stopniu i sama warto$¢ tego wgniatania), kierunek tego co nazywamy pionem, warto$¢
g jest wypadkowg sily grawitacji skierowanej do srodka Ziemi® i sity bedacej iloczynem mo-
jej masy 1 wzietej z minusem sily dosrodkowej. W tym kontekscie, sita bezwladnosci nazywa
si¢ sita odSrodkowg. Sita odsrodkowa (w polaczeniu z wigksza odlegtoscia od $rodka na
rowniku) powoduje znaczna r6znicg migdzy przyspieszeniem spadku swobodnego na biegu-
nach i na réwniku: 9,83m/s2 na biegunie 1 9,78m/s2 na rowniku.

A teraz czekaja nas ciekawsze rzeczy:

Rozwazmy obracajaca sig platformg. Narysujmy na niej dwa wersory: ¢, i e, . Poloze-

nie okresla¢ bedziemy wspoétrzednymi x i y. Nie piszemy ,,priméw”, bo nie bedziemy rozwa-
zali rownoczesnie wspéirzednych inercjalnych, a takie stawianie znaczkOw jest meczace.

Wektor wodzacy naszego punktu:
r(t)=x(e, + y(t)e,
Wersory nasze obracaja si¢ jednostajnie, a predkos¢ ich zmian (jaka jest w stanie okre-

$li¢ obserwator inercjalny) wynosi:

e, =0Xe, ié, =mxe,

Dlatego predkos¢ punktu wzgledem uktadu inercjalnego

F(1) = 202, (1) + 3(DE, (1) + x(D)e, (1) + Y(D)E, (1)

=x()e, (1) + y(t)e, (t) + ®X (x(t)Ex +y()e, )=

=x@)e, () + yt)e, (t) + ®X ()

Na przyktad punkt nieruchomy wzgledem uktadu obracajacego sig, to znaczy taki o sta-
tych wspotrzednych x 1 y ma predkosc:

F(t) = OXF (1)

Podobnie liczymy przyspieszenie:

? Tak by byto, gdyby Ziemia byta sztywna kula. W rzeczywistoéci, powierzchnia Ziemi, a w szczeg6lnosci wody
oceandw i ptynne, czy pdtplynne wngtrze Ziemi tak si¢ ustawiaja, by wypadkowa sily grawitacji i sity pozorne;j
byta do tej powierzcni prostopadta. To decyduje o sptaszczeniu Ziemii. Nie jest wigc Ziemia kula, a tzw. geoida,
ksztaltem bliska elipsoidzie obrotowej. Wypadkowy kierunek ,,czystej, niutonowskiej grawitacji” jest jakis i nie
pokrywa si¢ doktadnie ze $rodkiem geoidy.
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() = %(X(t)éx (1) + ()E, (1) + DXF (1)) =

= ¥(1)E (1) + Y(E, (1) + X(1)e (1) + Y()e, (1) + DX F(1) =

= ¥(NE, (1) + F(DZ, (1) + DX (K1), (1) + (D)€, (1)) + DX (K(NE, (1) + Y()E, (1) + DXF (1)) =

= (1), (1) + H(E, (1) + 20X (ke () + J(1e, 1))+ ox (@ F (1))

Pierwsze dwa wyrazy w koncowym wierszu mozna $mialo nazwa¢ przyspieszeniem
wzgledem obracajacego si¢ ukladu. Obserwator mierzy potozenia, dwa razy rézniczkuje i
nazywa to przyspieszeniem. On moze nawet nie zdawac sobie sprawy, ze te potozenia odnosi
do osi, do jakich$ przedmiotéw, ktére si¢ obracaja. A nawet jak wie, to niczego to nie zmieni!
Jesli bedzie chciat zapewni¢ rownowage (czyli spoczynek) wzgledem tego uktadu (np. nie
wypas¢ samemu, ani nie upusci¢ portmonetki z rak w czasie jazdy na karuzeli), to musi za-
pewnic statos$¢ x 1y, a wigc w szczegblnosci znikanie przyspieszenia X czy ¥ . Oznaczmy je
Zwyczajnie:

a=i@e.()+ye, ().
Dwa nastgpne czlony zawieraja iloczyn wektorowy predkosci katowej i predkosci

wzgledem obracajacego si¢ uktadu. Oznaczmy t¢ predkos¢ zwyczajnie:
v =x(ne (1)+ y@)e, ()

Wreszcie wyraz ostatni jest wektorem skierowanym do osi o wartoéci —®’7 . Wynika to
wprost z definicji iloczynu wektorowego, ale mozna tez zauwazy¢, ze gdy punkt jest sztywno
zwiazany z tarcza (x i y state), ostatni czton jest jedynym, jaki zostaje. Ale przeciez w tym
wypadku punkt porusza si¢ po okrggu i jego przyspieszeniem jest dobrze nam znane przyspie-
szenie dosrodkowe.

Uff, trochg si¢ napracowaliSmy.

Napiszmy teraz r6wnanie Newtona dodajac jakas$ sitg rzeczywista F

mr(t)=F =

= m¥(t)€, (t) + my()é, (1) + 2mdx (kre (o) + Y(0E, (1)) + mdx (dx 7 (1))

= mad +2mOXv —me’7

Gdyby punkt dodatkowo poruszat si¢ w kierunku z, wzér powyzszy z postacia sity

m®x (dx 7(f)) nadal obowiazuje. Postaé z wyeliminowanym podwéjnym iloczynem wekto-

rowym powinna zawiera¢ jedynie skladowa wektora wodzacego prostopadia do ®: m®’7, .
Nikt nam nie broni rozmiesci¢ wyrazéw tak jak nam wygodnie:

ma = F = 2m®dXx v + mo’F
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Mamy teraz dwie nowe silty bezwtadnosci: skierowana na zewnatrz sit¢ o wartosci znanej
nam sity odsrodkowej. By utrzymac cialo nieruchomo na ptycie my teraz musimy tg silg, od-

srodkowa zwyczajnie skompensowac rzeczywista sila (np. sprg¢zysta) reprezentowang przez

F , ktéra czesto sama potrafi si¢ dopasowaé. Teraz ta sita reakcji jest — z punktu widzenia
obserwatora inercjalnego — prawdziwa sita dosrodkowa!.

Ale nasze rOwnanie jest znacznie ogdlniejsze. Z powodzeniem opisa¢ moze nie tylko wa-
runki ustalania si¢ rownowagi, ale i ruch wzgledem ukladu nieinercjalnego. Jesli pomyslimy
jeszcze raz o Ziemi, to widzimy, ze dla ciat obracajacych si¢ wraz z nia, sita odsrodkowa jest
taka sama, jaka by byla sita bezwladnos$ci w ruchu translacyjnym z przyspieszeniem iden-
tycznym z przyspieszeniem dosrodkowym.

Zaskakujaco nowy jest czlon z sita bezwladnosci zalezng od predkosci. To stynna sita
Coriolisa. Ma decydujace znaczenie dla wielkoskalowych ruchéw w oceanach i w atmosferze.
Odchyla tory pociskéw, podmywa niesymetrycznie brzegi rzek, niszczy nieréwnomiernie

szyny kolejowe.
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