Wyktad 14

Dygresja o prawie Ampere’a

W trakcie poprzedniego wyktadu, dowodzac, ze kazde pole centralnosymetryczne jest
potencjalne, wspomnialem o ,,przygodzie” Ampera z polem centralnym, ale nie centralnosy-
metrycznym. Warto spojrze¢ blizej na te sity, bo jest to chyba jedyny fizyczny przyktad sit

rzeczywiscie zaleznych od potozenia, a niepotencjalnych.
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Powyzszy wzor znacie przypuszczalnie ze szkoty. Jesli najpierw pododawa¢ wktady od

obwodu numer 2, dostanie si¢ pole indukcji B (prawo Biota Savarta) wytworzone przez ten
obwdd. A dalsze mnozenie wektorowe daje sile elektrodynamiczng dzialajaca na element

d7 obwodu z pradem /.

Poniewaz prad stalty musi ptyna¢ w obwodzie zamknigtym, suma po elementach ,,tego
drugiego” obwodu musi zawsze wystapic, czy tego chcemy, czy nie. Poniewaz sumowanie po
konturze zamknigtym moze dawaé (dla pewnych pdl wektorowych) automatycznie, tj. dla
kazdego dajacego si¢ pomysle¢ konturu, warto$¢ zero, przeto obok powyzszego wzoru istnie-
je nieskonczenie wiele innych wyrazen rownowaznych, dajacych te same przewidywania dla
sity mierzalnej, czyli dla sily na fragment jednego obwodu od catego innego obwodu.

Pominigcie w powyzszym wzorze znaku sumy i upieranie sig, iz wyrazenie:
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reprezentuje sile, z jaka element d7” z pradem I, dziata na element d7 z pradem I, byloby

nieracjonalne, ale w czasach Ampere’a, natura pradu byla autentycznie nieznana, i ten przy-
mus myslenia w kategoriach zamknigtych obwodéw nie wystgpowat. Czymkolwiek jest prad,
Ampere i inni mysleli o sitach miedzy elementami pradéw bardzo dostownie.

Powyzsze wyrazenie Biota, moze by¢ przeksztatcone do innej postaci, a mianowicie:
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Ostatni czton jest przyrostem na poczatku i koncu elementu d 7’ wyrazenia w nawiasie i
przy catkowaniu wzgledem drugiego konturu, daje w sumie zero.

Znane nam i uzywane dzisiaj jako najwygodniejsze wyrazenie Biota i Savarta jest réw-
nowazne catkowicie odkrytej przez Ampere’a postaci z sila centralng, czyli temu, co w
pierwszym wierszu.

Ampere site wymyslil, bo uwazat za oczywiste, iz powinna by¢ ona jak w prawie
Newtona i1 prawie Coulomba (swego nauczyciela 1 mistrza), centralna i odwrotnie proporcjo-
nalna do kwadratu odlegtosci, z iloczynem ,,intensywnosci” czynnika sprawczego. Jedyna
istotna réznica, to fakt, ze teraz owe wielkosci oddziatujace, czyli elementy pradu, sa wekto-
rami. Kierujac si¢ dostrzegana symetriaf, wymyslit najpierw czion pierwszy:
(nxdr)-(nxdF’)y=d7F -dr/,
ktory jest iloczynem skalarnym rzutéw elementdw pradu na ptaszczyzng prostopadia do linii
faczacej owe elementy, a dopiero po jakims czasie, zostat zmuszony dodac ten drugi. Niecheé
do wzoru Biota, oprécz tego, iz Ampere 1 Biot byli politycznym wrogami (a czasy Restaura-
cji, to czasy wscieklych rozliczen rewolucjonistéw z monarchistami), ptyneta z tego, iz jego
wlasny wzor spelnial ,,zasadg akcji 1 reakcji”, gdy tymczasem wzoér Biota nie.

Nawiasem mowiac, jego wzdr, tak jak on go pisat, mial postac:
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gdzie katy oifPto katy miedzy elementami pradu, a taczaca je linia, za$§ y to kat migdzy

ptaszczyznami utworzonymi przez wektor wodzacy odpowiednio z wektorami d7 i d7’ .

' Widzac, w odkryciu Oersteda, sit¢ miedzy tajemniczym magnesem, a duzo prostszym obiektem, jakim jest
prad, uznat on, iz wyjasnieniem istoty magnetyzmu, jest obecno$¢ w magnesie pradéw, bez potrzeby wprowa-
dzania ,,mas magnetycznych”. Zbudowal zreszta zwojnicg, dostrzegajac, ze daje ona efekty identyczne jak
sztabka magnetyczna. Magnes, czy solenoid z pradami ptynacymi w plaszczyznach prostopadtych do osi, od-
dziatuje z pradem w przewodzie réwnoleglym do osi magnesu czy solenoidu. I to najsilniej! Na pewno, wigc,
iloczyn skalarny samych elementéw, znikajacy przeciez w tej konfiguracji, nie mogt by¢ wtasciwy. Ale juz skta-
dowe prostopadte do linii taczacej elementy przewodnikéw, mnozone skalarnie wydaty mu si¢ odpowiednie. Dla
wielu konfiguracji, ten p6zniej dodany czion nie daje wktadu, ale budujac r6zne obwody, wreszcie Ampere na-
trafil na taka sytuacje, gdzie wedlug jego wstgpnego wzoru nie powinno by¢ sity, a byta. To go zmusito do do-
dania drugiego czlonu, na poczatek z nieustalona wartoscia wspéiczynnika. Kazdy inny od —1/2, prowadzi jed-
nak, przy odpowiednim ksztatcie konturu, do pojawienia sig sity, ktéra jest réwnolegta do elementu, na ktéry
dziata, w sprzecznos$ci z doswiadczeniem. Jak wiemy dzisiaj z cala pewnoscia, sila elektrodynamiczna jest pro-
stopadla do elementu pradu i Ampere w koncu (po dwéch latach zmagan ) udowodnit, ze po wybraniu —1/2 dla
drugiego cztonu, sita catkowita jest rzeczywiscie prostopadla do elementu na ktory dziata. W §wietle naszej
tozsamosci, to oczywiste.



Oryginalny wzér Ampere’a nie zawieral 2, ani, tym bardziej :l—o gdyz wiasnie poprzez wzor
T

na sil¢, Ampere dostrzegt mozliwos¢ ilosciowego okreslania ,,intensywnosci”, czy jak kto
woli, nat¢zenia pradu, i zdefiniowal jednostk¢ tegoz natgzenia jako taka, by we wzorze,
oprécz niezbednych wielkosci geometrycznych i owych natgzen, nie bylo juz zadnego wspot-
czynnika. To zupetnie tak, jak nieco wczesniej, jego mistrz Coulomb, zdefiniowat réwnocze-

$nie i tadunek i jego jednostke piszac: F =Q,Q,/r” . Jednostka zdefiniowana wzorem Am-

pere’a, to wedtug dzisiejszych miar 10v2A

Przez co najmniej kilka dziesigcioleci po Amperze, ludziom si¢ mylity dW(’)jki2 pojawia-
jace si¢ lub znikajace, w zaleznosci od przyjecia prawa oddziatywania w wersji sity centralnej
Ampere’a, albo w wersji Biota. Byty, de facto, dwie r6zne jednostki nat¢zenia pradu: elek-
trodynamiczna i elektromagnetyczna rézniace si¢ o pierwiastek z dwoch. Dodatkowo, gdy
we wzorze na elementy pradu nie ma zadnego wspétczynnika, to we wzorze na sil¢ od calego
przewodnika prostoliniowego i tak pojawia si¢ dodatkowa dwoéjka z catkowania (owe 2 w
tym 2-107" N w definicji ampera w SI). Do tego wszystkiego, byty jeszcze dwie koncepcije
pradu: albo ptynat jeden rodzaj tadunku, albo réwnoczesnie dwa w przeciwnych kierunkach
(przeciez jeszcze nic nie wiedziano o elektronach!). Podejmowano préby przettumaczenia
wzoru na sit¢ miedzy elementami pradu, na sit¢ migdzy tadunkami, w zaleznosci od ich pred-
kosci. Poniewaz musiata to by¢ poprawka do sity Coulomba, musiata pojawia¢ si¢ w takich

modelach, stala o wymiarze predkosci, pozwalajaca tworzy¢ wyrazenia takie jak np.
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2 F(1——=-—2), czy cos podobnego. Sita centralna w postaci Ampere’a, sktaniata do
r c ¢

takiego myslenia. Wystgpujaca w podobnych wyrazeniach stala ¢ ma tez interpretacjg stosun-
ku elektrodynamicznej do elektrostatycznej jednostki nat¢zenia pradu.

Gdy wiec Weber 1 Kohlrausch, w latach 1848-1851 wyznaczyli stosunek jednostki elek-
trodynamicznej nat¢zenia pradu do jednostki elektrostatycznej, z zalem stwierdzili, ze wyszto
co$ podobnego do predkosci swiatla, co by sugerowalo zwiazek Swiatta z elektromagnety-
zmem, ale o tajemnicze 40% wigcej. Dopiero Maxwell, po paru latach, uporzadkowat ten cha-

os 1 ustalit zwiazek predkosci swiatta z wielkoscia sity migdzy przewodami z pradem.

2 Wz6r Biota zawiera dwa cztony: dr’(71 - d7) —ri(d7r” - dF) , za§ wzér Ampera czlony:

— 2i(dF] - dF, ) + A(dF - dF,) = =27A(dF - dF — dF - dF ) + (7 - dF ) = =273 (dF - dF) + 3ii(dF - dF))
zupelnie niepodobne. Z rézniczkowania czlonu (nieistotnego dla sumy po obwodzie) powstaja trzy wyrazy:
jeden produkuje czton d7’(7i - d7) , taki jak u Biota, drugi zmienia —2 w —1 (jak u Biota), inny wreszcie, z réz-
niczkowania trzeciej potggi odleglosci w mianowniku, zabija czton z wspétczynnikiem 3, u Biota nieobecny.

Koniec dygresji




Ruch w dowolnym polu centralnym

Rozktadalismy juz wektor predkosci na sktadowa radialng i transwersalna:

V =i+ rii

Wektor 7i, to predkos¢ chwilowa konca wektora jednostkowego zmieniajacego swoj kat
z osia x-6w. Jego wartos$¢ to szybko$¢ zmian tego kata ¢ . Kwadrat predkosci, na mocy twier-
dzenia Pitagorasa, to:

‘72 — ’;_2 + rZ(pZ

Oznacza to, iz

T =m\72/2=%(f’2 +r2¢?)

Moment pegdu juz liczyliSmy, wktad do niego daje tylko sktadowa transwersalna:
mr’g=J
Réwnaniem wyrazajacym prawo zachowania energii jest
%(f»2 +r20))+U(r) = E
Powyzsze dwa zwiazki stanowia zgrabny uktad dwéch réwnan rézniczkowych

pierwszego rz¢du na dwie niewiadome funkcje czasu r(t) i @(t).

Latwo jest uzyskac¢ z nich jedno réwnanie na jedna niewiadoma:

2

LAYSE —)+U(r) = E, lubinaczej:
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Réwnanie to mozna rozwiaza¢ wzgledem r = i\/ % (E-U(r)—
wzia¢ odwrotno$¢ obu stron i szuka¢ funkcji pierwotnej odwrotnosci powyzszego
pierwiastka.

W rzeczywistosci rzadko kiedy taka zaleznos¢ jest przydatna. Znacznie wazniejsze
jest wyznaczenie ksztaltu toru. Samo za$ réwnanie ,,radialne” wystarczy zbada¢ jako-
sciowo, gdyz ujawnia ono istotng ceche ruchéw w polu centralnosymetrycznym i ich
klasyfikacje.

Jasne jest, ze na og6t, przy ustalonych wartosciach E i J, wyrazenie pod pierwiast-
kiem jest nieujemne tylko dla pewnych zakreséw r. Tylko te wartosci moga by¢

przyjmowane przez promien r w trakcie catego ruchu.



Wygodnie jest, dla konkretnego potencjatu, wykresli¢ (naszkicowac) wykres funkcji

U(r)+ #; , zwanej niekiedy potencjatem efektywnym U . (r) . Dla czastki poru-
szajacej si¢ po prostej, z takim jak powyzszy potencjalem rzeczywistym, zmiany
wspotrzednej w czasie, bytyby identyczne ze zmianami wspétrzednej r, ciata w polu
centralnosymetrycznym, ktére oczywiscie dodatkowo krazy. Krazenie to jest monoto-
nicznym wzrostem, (gdy J>0), kata azymutalnego.

Typowy wykresU ., (r), w szczeg6lnosci dla pola niutonowskiego przyciagajacego,

jest nastgpujacy.

W poblizu zera, przewagg przejmuje czion ,.centryfugalny”

2

w duzych odle-

rz ’
glosciach decyduje czlon przyciagajacy —E. Linie poziome odpowiadaja dwém
r

wartosciom energii: wyzsza dodatniej, nizsza ujemnej. Dostgpny dla ruchu czastki jest
obszar, w ktérym potencjal efektywny jest mniejszy od wartosci energii. (Zostaje
,,c08” na radialny wktad do energii kinetycznej).

Przy energii wyzszej (w powyzszym przykiadzie dla kazdej dodatniej), przeznacze-
niem czastki jest oddali¢ si¢ do nieskonczonosci. Jesli juz porusza si¢ od centrum, to
bedzie tak stale, bo znak 7 >0 nie ma jak si¢ zmieni¢. Jesli poczatkowo 7 <0 , czastka
zbliza si¢ do centrum — by¢ moze z nieskonczonosci — predkos¢ radialna maleje, bo
coraz mniejsza jest roznica miedzy E a potencjalem efektywnym. Wreszcie, w punkcie
przecigcia wykresow (tzw. punkt zwrotny) 7 staje si¢ zerem, a sama zmienna r osiaga

minimum. Od tego miejsca pochodna zmienia znak (nalezy ja bra¢ z plusem we wzo-

rze 7 =*+/---) i czastka zaczyna ucieczke do nieskonczonosci.



Szalenie wazne jest wyznaczenie ,,kata rozproszenia’ jaki tworza ze soba asympto-
ty: ta pierwsza po ktorej czastka najpierw zaczynatla ruch z bardzo duzej odlegtosci ku
centrum, i ta druga, po ktorej czastka si¢ ostatecznie oddala.

Typowy wykres potencjatu efektywnego w fizyce jadrowej z sitami krétkozasiggo-
wymi moze wyglada¢ jak ponizej. Jest to wykres funkcji 1/r° —de™" . Taki mniej

wigcej potencjat trzyma uwigzione w jadrze neutrony.
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Tworzy si¢ ksztatt zwany ,,bariera potencjalu”. Dla energii ponizej lokalnego mak-
simum potencjatu, czyli w wierzchotku bariery, istnieja dwa obszary dozwolone. Gdy
czastka ma energi¢ z tego wtasnie przedziatu, to, jesli warunki poczatkowe lokuja ja w
jednym z tych obszaréw, w tym przedziale pozostanie. Jesli wigc zbliza si¢ z nieskon-
czonosci, zblizy si¢ na odlegtos¢ punktu A, zawrdci i zacznie si¢ oddala¢ do nieskon-
€Zonosci.

Jesli na skutek warunkéw poczatkowych znajdzie si¢ pomiedzy B i C, bedzie bez
konica, periodycznie odwiedza¢ swoje ,,perihelium” i ,,aphelium” .

Bariera potencjatu moze sig tez utworzy¢ dla czastki oo zerowym momencie pedu,
jesli obok przyciagajacego, krotkozasiggowego potencjatu sit jadrowych, uwzgledniaé

elektrostatyczne odpychanie czastki i reszty jadra. Tu z kolei przedstawiam wykres

funkcji 1/ r—e” dlars2i 3/4-r*/16—¢" (potencjat elektrostatyczny jest teraz

wytwarzany przez kulg o skonczonym promieniu).
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Teraz, czastka moze swobodnie przelatywac przez srodek i odbijac si¢ po przeciw-
nej stronie. Nadal, wigc, dla warto$ci ponizej najwyzszego punktu watu, istnieja dwa
dozwolone obszary. Jeden to obszar na prawo od punktu zwrotnego A, drugi to obszar
wngtrza kuli o promieniu B.

Taka jest przepowiednia mechaniki klasyczne;.

W rzeczywisto$ci badajac energi¢ czastek o z rozpadu jader atomowych stwierdzo-
no, jako regule, ze ich energia nie wystarcza, by rzucajac takie czastki na jadra kon-
cowe, jakie powstaja w rezultacie badanego rozpadu, wttoczy¢ je do $rodka. Odbijaty
si¢ one na odleglosciach duzo wigkszych od rozmiaréw jadra, ktérego powierzchnia
lokuje si¢ w okolicach punktu B. To stynny efekt tunelowy, wskazujacy na ogranicze-
nia mechaniki klasycznej. Jesli dopusci¢ bardzo mate prawdopodobienstwo przejscia
czastki (jako silnie ttumionej fali w obszarze klasycznie niedostgpnym), to pozorna
asymetria zachowan przy wychodzeniu z jadra i przy prébach jego penetracji, staje si¢
zrozumiata. Czastka o przebywajac w jadrze atakuje punkt B biliony bilionéw razy na
sekundg, wigc wreszcie jej si¢ uda. Dodatkowo jader w badanej probce sa biliony bi-
lionéw, wigc w kazdej sekundzie udawac si¢ to moze setkom, czy nawet milionom.
Rzucajac czastke¢ na jadro, dajemy jej szanse tylko raz. A i czastek w wiazce, jakimi
dysponujemy, sa moze miliony, ale nie biliony bilionéw!

Obraz ruchu jaki powstaje w przypadku stanu zwiazanego jest taki, ze czastka cy-

klicznie zmienia odlegto§¢ od r, do r, 1 ( w ciagu tego samego czasu) od

r...do r. , zamiatajac zarazem swym wektorem wodzacym jednostajnie po-

wierzchni¢ na plaszczyznie orbity.



Interesuje nas wyznaczenie toru, w tym takich pigknych rozet jak powyzsza.
W tym celu zauwazamy, ze przyrosty:
dr = rdt
do = ¢@dr
mozna podzieli¢ przez siebie uzyskujac pochodna promienia » po kacie azymutalnym:

dr , F .
—=r =—, czyli:
de

. /.
r=re¢

Wstawiamy to do réwnania wyrazajacego prawo zachowania energii:

m.  ,.0 2.2 _

E(r ¢ +r° ¢ )+U(r)=E

%(r’2 +r)* +U(r)=E

I eliminujemy predkos¢ katowa za pomoca prawa zachowania momentu pedu:
mr’p=J

. J

¢=—

mr

Wstawiajac, dostajemy:

2
(r'2 + rz)

S U(=E



Dla potencjatu pola sit odwrotnych kwadratow:

J*ox
4t -—=F
( 2mrt r
lub
(r’2+r2) K. 2m
- 7 = E+_ —
rt ( r)J2

Wystepowanie licznych odwrotno$ci promienia sugeruje, by zamiast wyznacza¢ za-
leznos¢ r od kata, zajac si¢ zaleznos$cia jego odwrotnosci:

w(@)=1/r(9)

w(@)=-r"(@)/r*(9)

Dostajemy rownanie:
, 2
W2 +w?) :(E+KW)J—n;

To juz zaczyna wyglada¢ tadnie.
Poniewaz nie jestescie zbyt biegli w calkowaniu, zamiast wig¢c rozdziela¢ zmienne

pokazg wam sztuczkg, jaka tu pomaga. R6zniczkujemy rownanie stronami po @1 dzie-

limy przez w’.
W+ w) = K%

Jak krolika z kapelusza wyciagamy znéw .... oscylator harmoniczny.
Rozwiazanie szczegdlne w = km/J’
A ogoélne

1 Km
—=w=-—+Acos
r J? ?

Roézniczkujac zgubiliSmy warto$¢ energii (ale za to dostaliSmy réwnanie liniowe),
pojawita si¢ nowa stata A. Wstawiajac powyzsze rozwigzanie do wyjsciowego réwna-

nia pierwszego rzedu, tatwo wyznacze energie.

2 22
2J_m(A2 sin® @+ A° cosz(p+h%cos o+ KJT )= K(%+M+E




w—m 1+1/1+2EJ2 cos @
J? K'm

Zbadajmy teraz ciekawszy przypadek relatywistycznego elektronu.

Rachunki nie sa — o paradoksie — duzo trudniejsze niz dla przypadku rozpatrzonego

przed chwila.
v = (r'2 +r2)('p2
m2r4('p2 _ 5
e
2
c
2 4
m-c ~ K
( /2+ 2N\ 2 :(E+_)2
- r ro)e r
2
c

Dzielac stronami dostaje:

4
C

r4('p

Biorac odwrotno$¢ réwnania z momentem pedu:

7 =

—(E+52 2
r

ROGRT

1
c? :i: 1 _(r'2+r2)
o 2 mirte? miert
¢t 3 m*ct  (r* +r?)c?
e IE o

wyliczytem odwrotno$¢ ¢, ktére moge wstawi¢ do réwnania z energia:
m’ct (" +r*)c’
J? r

Przenoszac staty wyraz na prawa strong i dzielac przez ¢* dostaje:

—(E+5)2 2
r

~ K E+mc®  x
(E—mc2 +?)(c72+72)

2 2
(r’ +ro) _ re

4 2
r J

10



Energia relatywistyczna liczona jest razem ze spoczynkowa. Mierzac energi¢ od te-

€0 samego poziomu co w teorii nierelatywistycznej, musze potozy¢

~

E=mc*+E

(r'* +r?) K. 2m E Kk 1
— L =(E+) =+ + ~
( r)Jz( 2me?  2mce? r)

r4
Poréwnujac z réwnaniem nierelatywistycznym

" +r?) K. 2m
=(E+—)—
rt ( r)J2

widzimy dodatkowy czynnik.
Z matematycznego punktu widzenia, po stronie prawej doszedt czlon odwrotnie
proporcjonalny do kwadratu odlegtosci. Ale taki czion i tak wystepuje w rownaniu

nierelatywistycznym. Zmiany w ostatecznym rownaniu beda stosunkowo drobne:

To samo podstawienie w = 1/r prowadzi do:

» m E K
w+w=x—(1+ )+ (E+Kw)——
J? 2me? J? c?

” 1 ¥* m 3E
w+wl-———)=xk— {1+
( J? cz) JZ( 2mc2)

Zmiana ostatecznego réwnania przez teori¢ wzglednosci jest zdumiewajaco niewiel-

ka! Nadal jest r6wnanie oscylatora harmonicznego!!!

Najwazniejsza zmiana polega na ty, ze teraz ,,cz¢stos¢” , czyli wspoétczynnik stojacy

przy w rézni si¢ od jedynki.

Rozwiazaniem jest:
K}nz(l+23E2) -
w=1/r= nzac + Acos| [(l=——)¢
1 x J ¢
(a-—53)

Gdy kat ¢ osiagnie wartos¢ 360°, argument cosinusa jeszcze nie osiagnie kata pet-

nego. Perihelium zostanie osiagnigte dla kata 2w+ O takiego, ze:

1/(1—%K—z)(zmé‘»:zn
J ¢

samo perihelium przesunie si¢ po jednym obiegu o 0.

Problem poprawek relatywistycznych do ruchu w polu grawitacyjnym jest duzo

trudniejszy pojeciowo, ale modyfikacja rdwnania orbity, czego nie bede dowodzil,

jest tez stosunkowo skromna:
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’2 2 2
g Ol 20
r r J cr cJ

Zeby podkresli¢ niezalezno$¢ orbity od masy planety, przepiszmy réwnanie w po-
staci

¢"+r) E GM, 2 2GM  (E/m)’

rt m r o (JIm?  ctr o cA(JIm)?

Jesli przy tej samej predkosci 1 tym samym polozeniu poczatkowym, zwigkszymy
masg, w tej samej proporcji wzrosna i energia i moment pedu, wigc state E/m 1 J/m
wchodzace do rownania nie ulegna zmianie.

Dodatkowy czton ma taki efekt, jaki w przypadku nierelatywistycznym miatby do-
datkowy potencjat spadajacy jak trzecia potgga odlegtosci. Daje on ruch peryheliono-
wy orbit, ktérego nie powinno by¢ (w zasadzie!) w teorii Newtona.

Owo ,,w zasadzie” , wymaga pewnego komentarza. Po pierwsze, wptyw innych pla-
net wprowadza poprawki do wyidealizowanego zagadnienia Stonce + pojedyncza
planeta. Ale ruch innych planet jest znany i moze by¢ uwzgledniony. Duza czgs¢ ob-
serwowanego ruchu peryhelionowego Merkurego, Wenus 1 Ziemi jest w ten wtasnie

sposob wyjasniona. Pozostaje jednak dodatkowy ruch peryhelionowy: 43,117 +0,45”
na sto lat dla Merkurego i 5,0”£1,2” dla Ziemi.

Podane powyzej réwnanie przewiduje 43,03 i 3,8 dla tych dwdch planet. Zabawne,
ze splaszczenie Stonca wywotane jego ruchem wirowym, daje czton, tzw. kwadrupo-
lowy, tez malejacy jak 1/, ktéry, potencjalnie, méglby wyjasniaé 6w ruch na gruncie
teorii Newtona. Od poczatku jednak (jeszcze przed Einsteinem) takie wyjasnienie na-

potykato na klopoty. Dodatkowy moment kwadrupolowy GO/ w potencjale, wnosi

do réwnania wktad 2G3Q ! . Jesli dobierzemy wartos$¢ Q, tak by dla Merkurego
r’ (J/m)2
byto 2G2Q = ZG?/I , to dla Ziemi, ktorej orbita jest prawie 3 razy wigksza, ty-
(J / m) Merkury c

lez samo wiekszy jest (J/m)” i przewidywanie byloby 3 razy mniejsze, czyli ok. 1’* na
sto lat, w catkowitej niezgodzie z obserwacja. To byt argument podawany, zanim mo-
del Stonca zostat w pdzniejszych latach doktadnie opracowany, tak by zgadzat si¢ z
wieloma obserwowanymi wilasno$ciami Stonca. Jest ten moment znikomy, i prawie

caty ruch peryhelionowy tych dwéch planet, pochodzi z OTW.
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Podstawiajac w=1/r, dostajemy réwnanie:

2 2GM , (E/m)’
2 + 2 W+ 2 2
(J/m) c c (J/m)

, E
w? +w? =(=+GMw)
m

a po zrézniczkowaniu 1 podzieleniu przez 2w’ réwnanie zaburzonego oscylatora:

GM__ ,GM .

w+ws= +
(J /m)* c?

Dla orbity Newtona (ktora jest doskonatym przyblizeniem orbity rzeczywistej), stata
po prawej stronie to poczciwe 1 = ;2
p a(l-¢7)
Stata o wymiarze dtugosci 2GM /¢?, to stynny promief Schwartzschilda, dla Ston-
ca rowny, dos¢ doktadnie, 3km.

Roéwnanie jest:

wtw=—+=rw
2

p
Nauczeni do$wiadczeniem z zaburzonym potencjalem kulombowskim, szukamy

rozwiazania w postaci’
1
w=—(1+¢€cos(mp))
p

Wstawiamy do rozwiazania otrzymujac:

2
—w—,ecos((o(p)+ 1, (14 €ecos(wQ)) = i.,.é
p D p 2

r, %(1 +2€ cos(WP) + € /2 + cos(20¢) / 2)

Po to, zeby skasowac¢ czton cos2m@ , nalezaloby w rozwiazaniu od razu dopuscié¢

czton tego typu z matym wspétczynnikiem rzedu ry, co wygenerowatoby z kolei, po

wstawieniu do réwnania cztony z kwadratem tej matej wielkosci i cos4m@, zupelnie

juz zaniedbywalne. Ale czton typu cos2®@ nie zmienia wartosci kata azymutalne-

? Mogliby$my, bardziej prostodusznie, szuka¢ poprawki addytywnej, tj. w = (1/ p)(1+€cos @) + w, uzy-

”

3 3
skujac dla wy réwnanie W, +w, = pys) 1, (1+2€cos@+¢€” cos” @) . Teraz czton—- 1, €COS @, cho¢ z
p p

malq amplituda, jest czlonem rezonansowym. Przez czas skonczony daje mata poprawke, ktéra si¢ kumuluje.
Jak pamigtamy jest ona o< —¥, @sin @ ijest jawnie nieokresowa . Z drugiej strony, dla matych (0 —1)@,
cos WY = cos((W—1)@+ @) = cos((w—1)@) cos @ —sin((®—1)@)sin@ = cosP— (O —1)Qsin @,

dlatego modyfikacja czgstosci ma ten sam skutek dla krétkich czas6w, a zarazem daje rozwigzanie okresowe. A
wiadomo z gory, ze rozwiazanie jest okresowe.
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go, po ktérej promien wraca do peryhelium! Dlatego mozemy si¢ nim nie przejmowac
zupetnie.

Przyréwnujac cztony przy cosinusach, dostajemy:

o 1 3 1
E+—€=—1—52€

’ ’ ’2

p p

_ 2
T I oo Xl
2 a c

(1-€*) GM

a C2

radianOow.

Po pelnym obiegu, peryhelium przesunie si¢ o 67

Przyréwnanie cztondéw staltych da nam lekko zmieniony zwiazek mig¢dzy wartoscia
p’ a momentem pedu. Ale w ostatnim wzorze, a, to jest po prostu obserwowana war-
tos¢, ktorej zreszta wcale nie musimy zna¢ doktadnie. Kat przesunigcia si¢ perihelium
jest zreszta malenki, btad jego wyznaczenia jest ok. 1%, wigc troska o poprawna war-

to$¢ a na dalekim miejscu (8-mym) po przecinku nie miatby zadnego sensu.

14



