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Obiecałem uchyli� r�bka zasłony do magicznego obszaru współczesnej teorii grawitacji. 

Im dłu�ej si� do tego zabieram, tym wi�ksze widz� mo�liwo�ci pokazania istoty rzeczy w 

sposób �cisły (bez taniej popularyzacji), a zarazem wystarczaj�co przyst�pny ju� przy wa-

szych, jeszcze skromnych umiej�tno�ciach matematycznych. Wystarczy umie� ró�niczkowa� 

i z grubsza zdawa� sobie spraw�, czym jest całka. Czeka nas dosy� daleka droga, ale wiele 

po�rednich etapów ma wielk� warto�� sama w sobie. 

 Zaczynam (jak u Hitchcocka) od rysunku, jak si� przekonacie czarnej dziury wła�nie!. 

A dalej napi�cie ju� tylko b�dzie rosło 

Ruch swobodny po zakrzywionej powierzchni obrotowej 

Na razie, to skromna paraboloida obrotowa, tyle, �e parabola obrócona jest nie wokół 

swej osi (jak w paraboloidach teleskopów, czy reflektorów samochodowych), a wokół osi do 

niej prostopadłej, akurat kierownicy1 tej paraboli. Pomy�lmy o punkcie materialnym zmu-

szonym do poruszania si� po takiej powierzchni, bez �adnych innych sił. Mo�emy my�le� o 

                                                 
1 Zgodnie z definicj� paraboli odległo�� do osi pionowej, z, która na płaszczy�nie x,z, ma by� równa odległo�ci 

do ogniska (ulokowanego w punkcie x=2, z = 0), czyli: 22)2( zxx +−= a po przekształceniu 

)1(42 −= xz , czyli po zamieceniu w koło dostajemy powierzchni�: )1(42 −= rz  
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punkcie powolnym (niutonowskim), albo piekielnie szybkim. To bez znaczenia. Sama reali-

zacja takich wi�zów, wymagałaby chyba stworzenia dwóch takich powierzchni, minimalnie 

rozsuni�tych. Po wyniesieniu ich w kosmos (albo zabraniu do windy!) zaczynamy puszcza� w 

tej szczelinie punkt materialny z dowoln� pr�dko�ci� z dowolnego punktu, pod dowolnym 

katem. 

Punkt porusza si� w trzech wymiarach, ale do pełnego opisu jego poło�enia wystarczy 

wył�cznie znajomo�� ϕ  i  r , tj. współrz�dnych biegunowych rzutu tego punktu na płaszczy-

zn� x,y. Potrzebne z obliczymy z wzoru umieszczonego na wykresie. Dlaczego punkt nie 

opuszcza powierzchni i porusza si� po linii krzywej? To akurat banalnie proste. Troch� tak 

jak przy wahadle matematycznym. Tam wprawdzie jest siła grawitacji, ale ona to by miotała 

tym punktem po ró�nych parabolach, jak piłk� tenisow�, ale (doskonała) spr��ysto�� nici, czy 

pr�ta dostarcza siły gwarantuj�cej potrzebne dodatkowe przyspieszenie daj�ce tor zawsze 

kołowy. Gdy siły zewn�trznej nie ma (albo jest zrównowa�ona, jak dla punktu poruszaj�cego 

si� po stole, ale uwi�zanego nici�, czy mo�e szynami kolejowymi, jak poci�g na zakr�cie), 

wi�zy produkuj� całe potrzebne przyspieszenie. 

Dla okr�gu, wiadomo od razu, jaki jest tor punktu. W przypadku wi�zów, jakie zaprezen-

towałem powy�ej, mo�liwe s� ró�ne tory rozpoczynaj�ce si� w danym punkcie. Nawet, gdy 

pr�dko�� pocz�tkowa jest ju� wybrana, ci�gle wydaje si�, �e mo�na poprowadzi� ró�ne orbity 

styczne do wektora pr�dko�ci pocz�tkowej. 

Zaznaczmy na jabłku krótk� kreseczk� i przyłó�my nó� wzdłu� tej kreseczki. Nadal mo-

g� jeszcze wybra� dowolnie pochylenie no�a i przekroi� jabłko na ró�ne sposoby. Albo od-

ci�� mały plasterek, albo dziabn�� jabłko na połowy! Tym razem promie� okr�gu graniczne-

go b�dzie najwi�kszy mo�liwy. A przecie� mo�na w trakcie krojenia zmienia� pochylenie 

no�a, uzyskuj�c najdziwniejsze wzory linii, wzdłu� której podzielona zostaje skórka jabłka.  

Tak si� składa, �e pchni�ty punkt wie jak ma si� porusza�. Ka�da z linii, po której poru-

sza� si� mo�e punkt, pchni�ty wzdłu� jednego z kierunków stycznych do powierzchni, jest 

lini� mo�liwie najprostsz�! Punkt zakrzywia si� tyle ile bezwzgl�dnie musi. Po czorta robi� 

małe kółko w bok? Sk�d bra� sił� styczn� do powierzchni? Nie ma takowej! Taka najprostsza 

linia nazywa si� geodezyjn�. Wykorzystuj�c własno�� prostopadło�ci siły wi�zów mo�emy 

wykorzysta� własno�ci mechaniki, do wyznaczenia równania geodezyjnej.  

Rzut siły prostopadłej do powierzchni obrotowej na płaszczyzn� (prostopadł� do osi ob-

rotu) jest (w tej płaszczy�nie) sił� centraln�! Zatem rzut ruchu opisywanego współrz�dnymi 

ϕ  i  r  zachodzi z zachowaniem momentu p�du. 

Jmr =ϕ�2  (ewentualnie: Jcvmr =−ϕ 222 /1/� , dla cz�stki relatywistycznej) 
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A co z energi�? Super prosto! Siła wi�zów, prostopadła do płaszczyzny stycznej, jest pro-

stopadła do pr�dko�ci, wi�c ta zachowuje sw� warto�� bezwzgl�dn�. Zachowuje si� po prostu 

energia kinetyczna – innej nie ma.  

Ale uwaga Przemieszczaniu radialnemu towarzyszy zmiana współrz�dnej z! Ten wkład 

do energii całkowitej musi by� uwzgl�dniany. Na wykresie, promie� „dziury” powstały po 

obrocie, został przyj�ty jako 1. No, ale on ma zapewne w „realu” ile� metrów, r0. Liczby r i z 

na wykresie oznaczaj� krotno�� fizycznych odległo�ci w takich przej�ciowych jednostkach. 

W „zwykłej” postaci, równanie powinno by�: 
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Całkowite przemieszczenie w przestrzeni, które trzeba uwzgl�dni� licz�c energi� kine-

tyczn� wynosi 
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Tego typu wyra�enie nazywamy metryk� przestrzeni zakrzywionej. Nasza paraboloida 

jest krzywa, jak diabli. S�siednie okr�gi o obwodach rπ2  i )d(2 rr −π  s� odległe nie o rd , 

jak by to było na płaszczy�nie, a o 
rr

r
l
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= . Jasne, �e wybieraj�c inn� powierzchni�, i 

opisuj�c j� jakimikolwiek dwiema współrz�dnymi, dostaliby�my inn� metryk�. Np. dla półs-

fery, opisuj�c j� współrz�dnymi kartezja�skimi na płaszczy�nie podstawy: 
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O wiele ładniej wygl�da to w biegunowych: 
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Ogólniej, dla powierzchni obrotowej opisanej równaniem )(rzz = b�dziemy mie�: 

2222 (r)ddd rgrl rr+ϕ= ,  gdzie 
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Idea takiej przestrzeni krzywej nie budzi �adnych w�tpliwo�ci. Nie wymaga jakiego� 

specjalnego treningu wyobra�ni. 
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Chc�c zrobi� milowy krok naprzód, musimy nauczy� si� abstrahowa� od zmiennej z! 

To jest cała trudno�� w przyswojeniu sobie idei przestrzeni zakrzywionej! Gdy abstrahuj� od 

z, mog� dopu�ci�, �e ka�da z płaszczyzn trójwymiarowej przestrzeni ma tak� metryk�. Prze-

strze� trójwymiarowa, której ka�dy przekrój przez �rodek ma metryk�, od której zacz�li�my, 

wymaga zast�pienia długo�ci łuku na równiku długo�ci� łuku na dowolnym kole wielkim: 

)dsin(dd 222222 ϕθ+θ→ϕ rr . 

)dsin(dd
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1
d 22222

0

2 ϕθ+θ+
−

= rr
rr

l  

Czy taka metryka ma cos wspólnego z rzeczywisto�ci�? Zobaczymy, �e tak. 

 

Mo�na pomóc wyobra�ni zauwa�aj�c, �e (przynajmniej w tym wysoce symetrycznym 

przypadku), omawiana trójwymiarowa przestrze� zakrzywiona, mo�e by� traktowana te� jako 

podzbiór „zwykłej” euklidesowej, ale czterowymiarowej przestrzeni o współrz�dnych: 

x, y, z, u 

i metryce Pitagorasa:  
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której punkty spełniaj� warunek:  
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Ale wró�my do geodezyjnej. Nawet w takiej podejrzanej przestrzeni trójwymiarowej, 

symetria obrotowa, powoduje, �e ka�de warunki pocz�tkowe wyró�niaj� pewien dwuwymia-

rowy przekrój, wi�c wystarczy, �e wyznaczymy geodezyjne na powierzchni, któr� doskonale 

rozumiemy i dla której mo�emy stosowa� poczciw� mechanik�, oboj�tnie: nierelatywistycz-

n�, czy relatywistyczn�!.  

Prawa zachowania momentu p�du (pisz� je dla cz�stki relatywistycznej): 
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(gdzie a to rami� wektora p�du daleko od centrum, w obszarze płaskim) 

i energii, sprowadzaj�ce si� do stało�ci pr�dko�ci: 

vrgr rr =+ϕ 222
��  

dzielimy, po podniesieniu do kwadratu, stronami (drugie przez pierwsze) i wykorzystuj�c 

to, �e ϕ≡′=ϕ d/d/ rrr �� , dostajemy równanie geodezyjnej, nadaj�ce si� ju� wprost do 

konkretnego rozwi�zywania 
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Krzywizna przestrzeni dostarcza nowy przykład ciekawych ruchów. I to bez �adnego po-

tencjału2! 

Dla naszej paraboloidy dostaniemy: 
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Gdyby poło�y� 00 =r , powinni�my dosta� równanie prostej. 

 Istotnie, prosta z rysunku obok: 

ϕ
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r ,  

spełnia nast�puj�ce równanie ró�niczkowe: 
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Ruch cz�stki był tu tylko narz�dziem. Geodezyjna ma swój geometryczny sens i bez 

puszczania po niej punktów materialnych (czy promieni �wiatła). A wła�nie! Gdyby zrobi� 

płytk� z materiału �wiatłowodowego wygi�tego tak, czy inaczej, to wpuszczona z boku wi�z-

ka te� w�drowałaby po geodezyjnej. W ko�cu fotony to tez cz�stki! A nasz poprzedni wywód 

stosuje si� równie� do cz�stek relatywistycznych, o pr�dko�ci dowolnie bliskiej c.  

Otrzymane równanie mo�na te� przepisa� w postaci:  
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któr�, kto� nieu�wiadomiony sk�d równanie pochodzi, mógłby je uzna� za zwykłe równanie 

w polu centralnym w przestrzeni płaskiej z sił� o potencjale b�d�cym sum� członu ~1/r i czło-

nu ~1/r3 

Na �wiczeniach policzycie k�t, jaki w obszarze asymptotycznym tworz� kierunki geode-

zyjnej przed wej�ciem w obszar bliski centrum i po jego opuszczeniu. 

Krzywizna przestrzeni jest jakim� sposobem realizowania nietrywialnej dynamiki od-

miennym od niutonowskiej siły potencjalnej. Zostało to wykorzystane (jest jednym ze 

składników) w einsteinowskiej teorii grawitacji. 

                                                 
2 Suma 222 ϕ+ �� rr  nie jest oczywi�cie stała. Jej okre�lona zmienno�� wraz z poło�eniem decyduje o rozwi�-
zaniu, i w szczególno�ci o k�cie rozproszenia. Mo�na to interpretowa� i tak, �e składowa siły reakcji na płasz-
czyzn� ϕ,r  jest niezerowa i decyduje o zmienno�ci rzutu pr�dko�ci na t� płaszczyzn�. 

ϕ

r 

a 
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Na fakt, �e krzywizna przestrzeni, symuluje jakby pole siłowe, zwrócili uwag� uczeni 

niemieccy: Jacobi, Cristoffel, Riemann. Rzecz� pierwszorz�dnej wagi jest to, i� trajektorie 

nie zale�� od masy. Gdyby krzywizna miała by� odpowiedzialna za jakie� pole, to oczywi-

stym uprzywilejowanym kandydatem jest grawitacja. 

Mo�na powiedzie�, �e fizycy ci mieli dobre intuicje, ale brak �wiadomo�ci i� czasoprze-

strze� lokalnie jest pseudoeuklidesowa, uniemo�liwiał skonsumowanie owej idei. Technicz-

nie rzecz bior�c, geodezyjna jest wyznaczona tylko przez punkt pocz�tkowy i ko�cowy, a tor 

cz�stki zale�y jeszcze od warto�ci pr�dko�ci pocz�tkowej (czy ogólniej, od energii cz�stki). 

Ide� geodezyjnej uciele�nił dopiero Einstein, jako geodezyjn� w czasoprzestrzeni. 

Wi�kszo�� ludzi s�dzi, �e całe odchylenie �wiatła w pobli�u gwiazdy jest efektem krzywizny 

trójwymiarowej przestrzeni, czym dowodz�, �e słyszeli, �e dzwoni, ale nie wiedz�, w którym 

ko�ciele! S�dz� oni bł�dnie, �e �wiatło w teorii grawitacji porusza si� po geodezyjnych w 

przestrzeni. Moim celem b�dzie zbadanie równania toru i �wiatła i innych cz�stek, a tak�e 

porównanie ich z geodezyjn� w przestrzeni trójwymiarowej. Grawitacja zarazem zakrzywia 

przestrze�, ale i �ci�ga z geodezyjnej trójwymiarowej i cz�stki z mas� i fotony. 

Ró�ne ciała spadaj� jednakowo. 

Có� to jest, zatem, grawitacja? Jak pogodzi� grawitacj� ze szczególn� teori� wzgl�dno-

�ci? Mówi�c technicznie, jak pr�dko�� �wiatła wchodzi do praw grawitacyjnych? 

Kluczem do rozpatrzenia tych pyta�, jest zasada równowa�no�ci. Sk�d si� ona bierze? 

Pocz�tki si�gaj� praw Keplera! Przecie� III prawo porównuje okresy i rozmiary orbit nie 

jednej planety w ró�nych sytuacjach (to� to było i jest niemo�liwe. Jednak dzisiaj, wysyłaj�c 

identyczne satelity na ró�ne orbity mo�emy – przy okazji – sprawdza� zale�no�� od odległo-

�ci przyspieszenia do�rodkowego  takiego samego ciała.) Rodzaje planet, ich masy, skład 

chemiczny (bardzo ró�ny) nie maj� jak wida� znaczenia dla ich ruchu!  

Równie� Galileusz, badaj�c spadek ciał, podkre�lił identyczno�� przyspieszenia spadku 

swobodnego ró�nych ciał. Przenosi si� to bezpo�rednio na niezale�no�� okresu waha� waha-

dła od materiału u�ytego do wykonania ci��arka. Fakt ten formułuje si� jako identyczno�� 

masy grawitacyjnej i masy bezwładnej3.  

Około 100 lat temu, seri� pi�knych do�wiadcze� potwierdzaj�cych ten fakt z ogromn� 

dokładno�ci� wykonał baron Ëtvos. Idea polega na obserwacji, i� to, co na Ziemi uto�samia-

my z przyspieszeniem ziemskim i pionem, w danym miejscu, (i co automatycznie wyznacza-

my mierz�c te wielko�ci) to nie jest wył�cznie siła z prawa Newtona!!!! 

I wcale nie jest skierowana do �rodka Ziemi! 

                                                 
3 Pedanci mówi� o proporcjonalno�ci. �cisła proporcjonalno�� pozwoliłaby, tak czy inaczej, zmieni� jednostk� 
masy wa�kiej tak, by stała si� liczbowo równa masie bezwładnej okre�lonej w kilogramach. 
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Jak�e, bowiem, oddzieli� sum� sił od poszczególnych kawałków globu, z teorii Newtona 

od siły bezwładno�ci! Ta siła bezwładno�ci to siła od�rodkowa o warto�ci Rm 2ω . Nie jest to 

mo�e bardzo du�o (ok. 4cm/s2), ale przy czuło�ci metody, o której za chwil�, wystarczaj�co 

du�o.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Siła b�d�ca sum� wkładów (proporcjonalnych do iloczynu mas i odwrotnie proporcjonal-

nie do kwadratu odległo�ci) od poszczególnych fragmentów globu, skierowana jest ku �rod-

kowi4 globu, a siła bezwładno�ci prostopadle do osi obrotu i na zewn�trz! Na równiku jest to 

ten sam kierunek, tylko inny zwrot, na biegunie znika siła od�rodkowa, ale na szeroko�ciach 

geograficznych po�rednich (np. Budapesztu), siła od�rodkowa wpływa wyra�nie na kierunek 

pionu. Pionem nazywamy oczywi�cie kierunek siły wypadkowej. 

Gdyby(!), gdyby masa bezwładna nie była to�sama z grawitacyjn�, to nie dałoby si� wy-

bra� jednostek masy jednej i drugiej tak, by były one identyczne. Gdyby jednostka masy 

(grawitacyjnej) aluminium w zderzeniu z jednostk� masy (grawitacyjnej) miedzi (równo�� 

takich mas mo�na by ustali� na wadze umieszczonej na biegunie) zachowywałaby si� jakby 

miała mas� o 1% wi�ksz�, to próbuj�c uzgodni� jednostki masy bezwładnej, musieliby�my 

arbitralnie wybra�, czy mied� wa��ca tyle samo, co aluminium jest jednostk� masy bezwład-

nej, czy jest to troch� bardziej bezwładne aluminium. 

                                                 
4 Ziemia nie jest kul�, a brył� spłaszczon�, podobn� do elipsoidy, wi�c ta wypadkowa jest trudna do policzenia, a 
jej kierunek nie pokrywa si� idealnie z kierunkiem do �rodka elipsoidy 
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Wypadkowa siła Newtona i bezwładno�ci składałaby si� dla tych dwóch substancji, z 

identycznych sił ku �rodkowi Ziemi i ró�ni�cych si� o 1% składowych w płaszczy�nie skie-

rowanej do równika niebieskiego. Wypadkowy kierunek pionu wskazywany przez alumi-

nium, byłby odchylony ku południu w stosunku do pionu wskazywanego przez mied�! 

Czy mo�na dwa ci��arki z takich dwóch substancji przyczepi� do ko�ców beleczki za-

wieszonej w �rodku na kwarcowej nici i uzyska� równowag�? 

Mo�na .Metod� prób(na tym polega wa�enie) mo�na tak dobra� ilo�ci substancji by ich 

wypadkowe siły były, co do warto�ci, równe. Pozostan� ró�ne kierunki pionu, a układ po-

szczególnych kierunków b�dzie jak na rysunku: Płaszczyzna rysunku jest płaszczyzna połu-

dnika. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Pomy�lmy teraz, co si� stanie, gdy cały aparat (obudow� i – przede wszystkim punkt 

zawieszenia nici) obrócimy o 90ºi ustawimy w płaszczy�nie Wschód – Zachód.  

Wzgl�dem aparatu nowe siły obróc� si� o 90º i, przyjmuj�c, �e sami si� obrócili�my 

i patrzymy na t� co poprzednio �cian� aparatu, stwierdzimy, �e siły  uzyskaj� składo-

we ku nam jedna i on nas druga.  

Pojawi si� moment siły, który skr�ci nieco ni�. Je�li do nici przyczepione jest lu-

sterko, to odpowiedni zaj�czek na doczepionej do aparatu listwie, przesunie si�! 

	adnego przesuni�cia nie zaobserwowano. 

Mo�na podwy�szy� czuło�� bardzo znacznie obracaj�c równomiernie aparatem z 

okresem równym okresowi oscylacji takiego wahadła skr�tnego. Je�li by piony dla 

dwóch ci��arków były rzeczywi�cie rozbie�ne, moment obrotowy, o którym mówi-

łem, oscylowałby z okresem obrotu i nawet znikomy moment, wskutek rezonansu 

uległby znacznemu wzmocnieniu. 
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Summa summarum, ewentualna dysproporcja mi�dzy owymi dwoma masami zo-

stała ograniczona do ok. 10-12. To nie znaczy, �e taka dysproporcja jest, tylko, �e tak 

małej nie byliby�my w stanie(na razie) wykry�. 

Zasada równowa�no�ci, w najprostszym uj�ciu znaczy cos takiego: Skoro siła gra-

witacji jest proporcjonalna do tej samej wielko�ci, co siła bezwładna, (a współczynnik 

proporcjonalno�ci to jest raz przyspieszenie spadku, a drugi raz minus przyspieszenie 

układu nieinercjalnego), to mo�na łatwo uzyska� dwa efekty: 

• Pozwalaj�c windzie spada� swobodnie, uzyska� kasowanie dwóch sił i tym 

samym efektywny stan niewa�ko�ci 

• Przyspieszaj�c kabin� w Kosmosie (daleko od wszelkich ciał) z przyspiesze-

niem g
�−  uzyska� dla zachowania si� wszelkich ciał w kabinie stan iden-

tyczny jak na Ziemi, gdzie działa „prawdziwe5” przyspieszenie g
�

 

W teorii Newtona, w czasoprzestrzeni Galileusza, zasada równowa�no�ci jest mało 

płodna. Jest to innymi słowy wypowiedziana równo�� owych piekielnych mas, ale 

�adne konstruktywne wnioski z tego nie wynikaj�6. 

Nadzwyczajne rzeczy zaczynaj� si� dzia�, gdy zasad� równowa�no�ci zderzymy 

z własno�ciami czasoprzestrzeni opisywanymi w Szczególnej Teorii Wzgl�dno�ci. 

 

                                                 
5 Przynajmniej w 99,6% „prawdziwe” Reszta to te� siła „pozorna” 
6 Gdy pierwszy raz, jako dziecko, zetkn�łem si� z zagadnienie rzutów w polu ci��ko�ci, to Autor ksi��ki „Zaj-
muj�ca Fizyka” operował, de facto, zasad� równowa�no�ci. Pozwalał jabłku, do którego mierzono z karabinu, 
zacz�� spada� równocze�nie z wylotem pocisku z poziomej lufy. Bez �adnego liczenia, było oczywiste, �e po-
cisk trafi w jabłko! Có�! Obserwator zwi�zany ze spadaj�cym jabłkiem wyeliminował sił� ci��ko�ci, wi�c po-
cisk, lec�c po prostej a dobrze wycelowany, musiał trafi� w jabłko. 


