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Obiecatem uchyli¢ rabka zastony do magicznego obszaru wspétczesnej teorii grawitacji.
Im dtuzej si¢ do tego zabieram, tym wigksze widzg¢ mozliwosci pokazania istoty rzeczy w
sposob Scisty (bez taniej popularyzacji), a zarazem wystarczajaco przystgpny juz przy wa-
szych, jeszcze skromnych umiej¢tnosciach matematycznych. Wystarczy umie¢ rézniczkowac
i z grubsza zdawac sobie sprawe, czym jest catka. Czeka nas dosy¢ daleka droga, ale wiele
posrednich etapéw ma wielka wartos¢ sama w sobie.

Zaczynam (jak u Hitchcocka) od rysunku, jak si¢ przekonacie czarnej dziury wlasnie!.

A dalej napigcie juz tylko bedzie rosto

Ruch swobodny po zakrzywionej powierzchni obrotowe;]

Na razie, to skromna paraboloida obrotowa, tyle, ze parabola obrécona jest nie woké6t
swej osi (jak w paraboloidach teleskopow, czy reflektoréw samochodowych), a wokét osi do
niej prostopadtej, akurat kierownicy1 tej paraboli. Pomys$lmy o punkcie materialnym zmu-

szonym do poruszania sig¢ po takiej powierzchni, bez zadnych innych sil. Mozemy mysle¢ o

! Zgodnie z definicja paraboli odlegto$é do osi pionowej, z, ktéra na ptaszczyznie x,z, ma by¢ réwna odlegtosci

do ogniska (ulokowanego w punkcie x=2, z = 0), czyli: x =+/(x —2)> + z” a po przeksztatceniu
72> =4(x—1), czyli po zamieceniu w koto dostajemy powierzchnie: z° = 4(r —1)
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punkcie powolnym (niutonowskim), albo piekielnie szybkim. To bez znaczenia. Sama reali-
zacja takich wigzéw, wymagataby chyba stworzenia dwdch takich powierzchni, minimalnie
rozsuni¢tych. Po wyniesieniu ich w kosmos (albo zabraniu do windy!) zaczynamy puszczaé¢ w
tej szczelinie punkt materialny z dowolna predkoscia z dowolnego punktu, pod dowolnym
katem.

Punkt porusza si¢ w trzech wymiarach, ale do petnego opisu jego potozenia wystarczy
wylacznie znajomos¢ r 1 @, tj. wspétrzednych biegunowych rzutu tego punktu na plaszczy-
zn¢ x,y. Potrzebne z obliczymy z wzoru umieszczonego na wykresie. Dlaczego punkt nie
opuszcza powierzchni i porusza si¢ po linii krzywej? To akurat banalnie proste. Trochg tak
jak przy wahadle matematycznym. Tam wprawdzie jest sila grawitacji, ale ona to by miotata
tym punktem po réznych parabolach, jak pitka tenisowa, ale (doskonata) sprezystos¢ nici, czy
preta dostarcza sity gwarantujacej potrzebne dodatkowe przyspieszenie dajace tor zawsze
kotowy. Gdy sily zewngtrznej nie ma (albo jest zrbwnowazona, jak dla punktu poruszajacego
si¢ po stole, ale uwigzanego nicia, czy moze szynami kolejowymi, jak pociag na zakrgcie),
wigzy produkuja cale potrzebne przyspieszenie.

Dla okrggu, wiadomo od razu, jaki jest tor punktu. W przypadku wig¢zdéw, jakie zaprezen-
towatem powyzej, mozliwe sa rézne tory rozpoczynajace si¢ w danym punkcie. Nawet, gdy
predkos¢ poczatkowa jest juz wybrana, ciagle wydaje sig, ze mozna poprowadzi¢ rézne orbity
styczne do wektora predkosci poczatkowe;.

Zaznaczmy na jabiku krétka kreseczke i przytézmy néz wzdtuz tej kreseczki. Nadal mo-
g¢ jeszcze wybra¢ dowolnie pochylenie noza i przekroi¢ jabtko na rézne sposoby. Albo od-
cia¢ maty plasterek, albo dziabna¢ jabtko na potowy! Tym razem promien okrggu graniczne-
go bedzie najwigkszy mozliwy. A przeciez mozna w trakcie krojenia zmienia¢ pochylenie
noza, uzyskujac najdziwniejsze wzory linii, wzdtuz ktérej podzielona zostaje skérka jabtka.

Tak si¢ sktada, ze pchnigty punkt wie jak ma si¢ porusza¢. Kazda z linii, po ktérej poru-
sza¢ si¢ moze punkt, pchnigty wzdtuz jednego z kierunkéw stycznych do powierzchni, jest
linia mozliwie najprostsza! Punkt zakrzywia si¢ tyle ile bezwzglednie musi. Po czorta robi¢
mate kétko w bok? Skad bra¢ sil¢ styczng do powierzchni? Nie ma takowej! Taka najprostsza
linia nazywa si¢ geodezyjng. Wykorzystujac wtasnos¢ prostopadtosci sity wigzéw mozemy
wykorzysta¢ wlasnosci mechaniki, do wyznaczenia réwnania geodezyjne;.

Rzut sity prostopadlej do powierzchni obrotowej na ptaszczyzng (prostopadia do osi ob-
rotu) jest (w tej ptaszczyznie) silg centralng! Zatem rzut ruchu opisywanego wspétrzednymi

r i @ zachodzi z zachowaniem momentu pedu.
mr’@=J (ewentualnie: mr>¢/~+1-v*/c* =J , dla czastki relatywistycznej)

2



A co z energia? Super prosto! Sita wigzow, prostopadta do ptaszczyzny stycznej, jest pro-
stopadta do predkosci, wigc ta zachowuje swa warto$¢ bezwzgledna. Zachowuje si¢ po prostu
energia kinetyczna — innej nie ma.

Ale uwaga Przemieszczaniu radialnemu towarzyszy zmiana wspoétrzednej z! Ten wktad
do energii catkowitej musi by¢ uwzgledniany. Na wykresie, promien ,,dziury” powstaty po
obrocie, zostat przyjety jako 1. No, ale on ma zapewne w ,,realu” iles metréw, ry. Liczby r1i z
na wykresie oznaczaja krotnos¢ fizycznych odleglosci w takich przejsciowych jednostkach.
W ,.zwyktej” postaci, rtéwnanie powinno byc¢:

22 =4r,(r—r,)

2zdz =4r,dr

dz? = 4’"L,jdr2 =To_g?

Z r—r,
Catkowite przemieszczenie w przestrzeni, ktére trzeba uwzgledni¢ liczac energi¢ kine-

tyczna wynosi

dr?

dI? = r2de? +dr? +dz? = r2de® +| 1+ —2— |dr? = rde? +
r—r, I-r,/r

Tego typu wyrazenie nazywamy metryka przestrzeni zakrzywionej. Nasza paraboloida

jest krzywa, jak diabli. Sasiednie okregi o obwodach 2ntr i 2n(r —dr) sa odlegle nie o dr,

dr
=1 /r

opisujac ja jakimikolwiek dwiema wspétrzednymi, dostaliby$Smy inng metryke. Np. dla pots-

jak by to byto na ptaszczyznie, ao dl = . Jasne, ze wybierajac inng powierzchnig, i

fery, opisujac ja wspotrzednymi kartezjanskimi na plaszczyznie podstawy:
ZZ :(Rz_xz_yz)
zdz =—xdx—ydy
2
y 2xy
dlz = de + dxz + dyz = (1 + —zjdxz + (1 +Wjdy2 +mdydx
O wiele tadniej wyglada to w biegunowych:

1
di?> =r’de* +———dr?
¢ 1-r*/R?

Ogodlniej, dla powierzchni obrotowej opisanej rownaniem z = z(r) bedziemy mie¢:

d 2

dI* =r’de* + g, (ndr?, gdzie g, = 1+(d—zj
r

Idea takiej przestrzeni krzywej nie budzi zadnych watpliwosci. Nie wymaga jakiego$

specjalnego treningu wyobrazni.



Chcac zrobi¢ milowy krok naprzéd, musimy nauczy¢ si¢ abstrahowaé od zmiennej z!
To jest cata trudno$¢ w przyswojeniu sobie idei przestrzeni zakrzywionej! Gdy abstrahuj¢ od
z, moge dopusci¢, ze kazda z ptaszczyzn tréjwymiarowej przestrzeni ma taka metryke. Prze-
strzen tréjwymiarowa, ktorej kazdy przekréj przez srodek ma metryke, od ktorej zaczeliSmy,
wymaga zastgpienia dlugosci tuku na réwniku diugoscia tuku na dowolnym kole wielkim:
r’de’ — r’(d6* +sin’0dg?).

di* = ;drz +r3(d0* + sinzed(pz)

-1, /r

Czy taka metryka ma cos wspdlnego z rzeczywistoscia? Zobaczymy, ze tak.

Mozna pomdc wyobrazni zauwazajac, ze (przynajmniej w tym wysoce symetrycznym
przypadku), omawiana tréjwymiarowa przestrzen zakrzywiona, moze by¢ traktowana tez jako
podzbidr ,,zwyktlej” euklidesowej, ale czterowymiarowej przestrzeni o wspéirzednych:

Xy zu

i metryce Pitagorasa:
2
dl,” =dx* +dy’ +dz* +du’

ktérej punkty spetniaja warunek:

u® = 41’0(\/)c2 +y* 477 - ry)
=4r,(r—r,)

Ale wr6¢my do geodezyjnej. Nawet w takiej podejrzanej przestrzeni tréjwymiarowe;j,
symetria obrotowa, powoduje, ze kazde warunki poczatkowe wyrézniaja pewien dwuwymia-
rowy przekrdj, wigc wystarczy, ze wyznaczymy geodezyjne na powierzchni, ktora doskonale
rozumiemy i dla ktérej mozemy stosowaé poczciwa mechanike, obojgtnie: nierelatywistycz-
na, czy relatywistyczna!.

Prawa zachowania momentu pedu (pisze je dla czastki relatywistyczne;j):

5. J _a-mv/\ll—vz/c2 _ 4

r (p: =
m/N1=v?/c? m/N1—=v?/c?

%

(gdzie a to ramig¢ wektora pedu daleko od centrum, w obszarze ptaskim)

i energii, sprowadzajace si¢ do statosci predkosci:

NrPQ +g 7P =v
dzielimy, po podniesieniu do kwadratu, stronami (drugie przez pierwsze) i wykorzystujac
to, ze 7/®=r"=dr/de, dostajemy rownanie geodezyjnej, nadajace si¢ juz wprost do

konkretnego rozwiazywania



18y 1
2 4 -2
r r a

Krzywizna przestrzeni dostarcza nowy przyktad ciekawych ruchéw. I to bez zadnego po-
tencjaluzl
Dla naszej paraboloidy dostaniemy:

1 , 1
PPty =
I-r,/r a

Gdyby potozy¢ r, =0, powinniSmy dosta¢ rOwnanie proste;j.

Istotnie, prosta z rysunku obok:
a A
r= ,
cos @
spetnia nastgpujace rownanie rézniczkowe: r
, asin@
r=———, 0
(cos @)
. 2 2 4
, sin @)~ + (cos r a
r2+r2:a2( ) (4(P) =L
(cos®) a

Ruch czastki byl tu tylko narzedziem. Geodezyjna ma swdj geometryczny sens i bez
puszczania po niej punktéw materialnych (czy promieni $wiatta). A witasnie! Gdyby zrobic
ptytke z materiatu $wiattowodowego wygigtego tak, czy inaczej, to wpuszczona z boku wiaz-
ka tez wedrowataby po geodezyjnej. W koncu fotony to tez czastki! A nasz poprzedni wywdd
stosuje si¢ rowniez do czastek relatywistycznych, o predkosci dowolnie bliskiej c.

Otrzymane réwnanie mozna tez przepisa¢ w postaci:
P +r*y o, 1
R

ktora, kto§ nieuswiadomiony skad rownanie pochodzi, mégiby je uzna¢ za zwykte réwnanie
w polu centralnym w przestrzeni ptaskiej z sita o potencjale bedacym suma cztonu ~1/r 1 czto-
nu ~1/1°

Na ¢wiczeniach policzycie kat, jaki w obszarze asymptotycznym tworza kierunki geode-
zyjnej przed wejsciem w obszar bliski centrum i po jego opuszczeniu.

Krzywizna przestrzeni jest jakim$ sposobem realizowania nietrywialnej dynamiki od-

miennym od niutonowskiej sity potencjalnej. Zostalo to wykorzystane (jest jednym ze

sktadnikéw) w einsteinowskiej teorii grawitacji.

) 252 . . o . . . s . . .
Suma 7T +7r (@~ nie jest oczywiscie stata. Jej okreSlona zmienno$¢ wraz z potozeniem decyduje o rozwia-

zaniu, i w szczeg6lnosci o kacie rozproszenia. Mozna to interpretowac i tak, ze sktadowa sily reakcji na ptasz-
czyzng ', jest niezerowa i decyduje o zmiennosci rzutu predkosci na tg ptaszczyzng.

5



Na fakt, ze krzywizna przestrzeni, symuluje jakby pole sitowe, zwrdcili uwage uczeni
niemieccy: Jacobi, Cristoffel, Riemann. Rzecza pierwszorzednej wagi jest to, iz trajektorie
nie zaleza od masy. Gdyby krzywizna miata by¢ odpowiedzialna za jakie$ pole, to oczywi-
stym uprzywilejowanym kandydatem jest grawitacja.

Mozna powiedzie¢, ze fizycy ci mieli dobre intuicje, ale brak §wiadomosci iz czasoprze-
strzen lokalnie jest pseudoeuklidesowa, uniemozliwiat skonsumowanie owej idei. Technicz-
nie rzecz biorac, geodezyjna jest wyznaczona tylko przez punkt poczatkowy i koncowy, a tor
czastki zalezy jeszcze od wartosci predkosci poczatkowej (czy ogdlniej, od energii czastki).

Ideg¢ geodezyjnej ucielesnit dopiero Einstein, jako geodezyjna w czasoprzestrzeni.
Wigkszos¢ ludzi sadzi, ze cate odchylenie swiatta w poblizu gwiazdy jest efektem krzywizny
trojwymiarowej przestrzeni, czym dowodza, ze styszeli, ze dzwoni, ale nie wiedza, w ktérym
kosciele! Sadza oni btednie, ze §wiatlo w teorii grawitacji porusza si¢ po geodezyjnych w
przestrzeni. Moim celem bedzie zbadanie réwnania toru i Swiatta i innych czastek, a takze
poréwnanie ich z geodezyjna w przestrzeni tréjwymiarowej. Grawitacja zarazem zakrzywia
przestrzen, ale i §cigga z geodezyjnej tréjwymiarowej i czastki z masa i fotony.

Ro6zne ciata spadaja jednakowo.

Coz to jest, zatem, grawitacja? Jak pogodzi¢ grawitacje ze szczegdlng teoria wzgledno-

sci? Méwiac technicznie, jak predkos$¢ swiatta wchodzi do praw grawitacyjnych?

Kluczem do rozpatrzenia tych pytan, jest zasada réwnowaznoSci. Skad si¢ ona bierze?

Poczatki siggaja praw Keplera! Przeciez III prawo poréwnuje okresy i rozmiary orbit nie
jednej planety w r6znych sytuacjach (toz to byto i jest niemozliwe. Jednak dzisiaj, wysylajac
identyczne satelity na rézne orbity mozemy — przy okazji — sprawdzac zalezno$¢ od odlegto-
sci przyspieszenia dosrodkowego takiego samego ciala.) Rodzaje planet, ich masy, sktad
chemiczny (bardzo r6zny) nie maja jak widac znaczenia dla ich ruchu!

Roéwniez Galileusz, badajac spadek ciat, podkreslit identyczno$¢ przyspieszenia spadku
swobodnego réznych cial. Przenosi si¢ to bezposrednio na niezalezno$¢ okresu wahan waha-
dta od materiatu uzytego do wykonania cig¢zarka. Fakt ten formuluje si¢ jako identyczno$¢
masy grawitacyjnej i masy bezwladnej’.

Okoto 100 lat temu, seri¢ pigknych doswiadczen potwierdzajacych ten fakt z ogromng
doktadnos$cia wykonat baron Etvos. Idea polega na obserwacji, iz to, co na Ziemi utozsamia-
my z przyspieszeniem ziemskim i pionem, w danym miejscu, (i co automatycznie wyznacza-
my mierzac te wielkosSci) to nie jest wylacznie sita z prawa Newtona!!!!

I wcale nie jest skierowana do srodka Ziemi!

3 Pedanci méwia o proporcjonalnoéci. Scista proporcjonalnosé pozwolitaby, tak czy inaczej, zmieni¢ jednostke
masy wazkiej tak, by stata sig liczbowo réwna masie bezwtadnej okreslonej w kilogramach.
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Jakze, bowiem, oddzieli¢ sumg sit od poszczegdlnych kawatkéw globu, z teorii Newtona

od sity bezwtadnosci! Ta sita bezwtadnosci to sita odsrodkowa o wartosci m®’R . Nie jest to
moze bardzo duzo (ok. 4cm/s?), ale przy czutosci metody, o ktérej za chwile, wystarczajaco

duzo.

Sita bedaca suma wktadéw (proporcjonalnych do iloczynu mas i odwrotnie proporcjonal-
nie do kwadratu odlegtosci) od poszczegdlnych fragmentéw globu, skierowana jest ku srod-
kowi globu, a sita bezwtadnosci prostopadle do osi obrotu i na zewnatrz! Na rowniku jest to
ten sam kierunek, tylko inny zwrot, na biegunie znika sita od§rodkowa, ale na szerokos$ciach
geograficznych posrednich (np. Budapesztu), sita odsrodkowa wplywa wyraznie na kierunek
pionu. Pionem nazywamy oczywiscie kierunek sity wypadkowe;j.

Gdyby(!), gdyby masa bezwtadna nie byta tozsama z grawitacyjna, to nie daloby si¢ wy-
bra¢ jednostek masy jednej i drugiej tak, by byly one identyczne. Gdyby jednostka masy
(grawitacyjnej) aluminium w zderzeniu z jednostka masy (grawitacyjnej) miedzi (rownos¢
takich mas mozna by ustali¢ na wadze umieszczonej na biegunie) zachowywataby si¢ jakby
miata mas¢ o 1% wigksza, to prébujac uzgodni¢ jednostki masy bezwtadnej, musielibySmy
arbitralnie wybra¢, czy miedz wazaca tyle samo, co aluminium jest jednostka masy bezwtad-

nej, czy jest to trochg¢ bardziej bezwladne aluminium.

* Ziemia nie jest kula, a bryta sptaszczona, podobna do elipsoidy, wiec ta wypadkowa jest trudna do policzenia, a
jej kierunek nie pokrywa si¢ idealnie z kierunkiem do $rodka elipsoidy
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Wypadkowa sita Newtona i bezwtadnosci sktadataby si¢ dla tych dwoéch substancji, z
identycznych sit ku §rodkowi Ziemi i rézniacych si¢ 0 1% sktadowych w ptaszczyznie skie-
rowanej do rownika niebieskiego. Wypadkowy kierunek pionu wskazywany przez alumi-
nium, bytby odchylony ku potudniu w stosunku do pionu wskazywanego przez miedz!

Czy mozna dwa cigzarki z takich dwdch substancji przyczepi¢ do koncéw beleczki za-
wieszonej w srodku na kwarcowej nici 1 uzyska¢ rownowagg?

Mozna .Metoda préb(na tym polega wazenie) mozna tak dobra¢ ilosci substancji by ich
wypadkowe sity byty, co do warto$ci, réwne. Pozostana rézne kierunki pionu, a uktad po-
szczegblnych kierunkéw bedzie jak na rysunku: Plaszczyzna rysunku jest ptaszczyzna potu-

dnika.

Pomyslmy teraz, co sig stanie, gdy caty aparat (obudowg i — przede wszystkim punkt
zawieszenia nici) obrécimy o 90° ustawimy w ptaszczyznie Wschéd — Zachod.

Wzgledem aparatu nowe sity obréca sig¢ o 90° i, przyjmujac, ze sami sig obrdciliSmy
i patrzymy na t¢ co poprzednio $cian¢ aparatu, stwierdzimy, ze sity uzyskaja sktado-
we ku nam jedna i on nas druga.

Pojawi si¢ moment sily, ktéry skreci nieco nié. Jesli do nici przyczepione jest lu-
sterko, to odpowiedni zajaczek na doczepionej do aparatu listwie, przesunie si¢!

Zadnego przesuniecia nie zaobserwowano.

Mozna podwyzszy¢ czutos¢ bardzo znacznie obracajac rOwnomiernie aparatem z
okresem réwnym okresowi oscylacji takiego wahadla skretnego. Jesli by piony dla
dwoéch ciezarkéw byty rzeczywiscie rozbiezne, moment obrotowy, o ktérym méwi-
tem, oscylowatby z okresem obrotu i nawet znikomy moment, wskutek rezonansu

ulegtby znacznemu wzmocnieniu.



Summa summarum, ewentualna dysproporcja miedzy owymi dwoma masami zo-
stala ograniczona do ok. 10™'%. To nie znaczy, Ze taka dysproporcja jest, tylko, ze tak
matej nie bylibySmy w stanie(na razie) wykryc¢.

Zasada réwnowaznosci, w najprostszym ujeciu znaczy cos takiego: Skoro sita gra-
witacji jest proporcjonalna do tej samej wielkosci, co sita bezwtadna, (a wspéiczynnik
proporcjonalnosci to jest raz przyspieszenie spadku, a drugi raz minus przyspieszenie
uktadu nieinercjalnego), to mozna tatwo uzyska¢ dwa efekty:

e Pozwalajac windzie spada¢ swobodnie, uzyskac¢ kasowanie dwdch sit i tym
samym efektywny stan niewazkosci

® Przyspieszajac kabing w Kosmosie (daleko od wszelkich cial) z przyspiesze-
niem — g uzyska¢ dla zachowania si¢ wszelkich cial w kabinie stan iden-
tyczny jak na Ziemi, gdzie dziata ,,prawdziwe5” przyspieszenie g

W teorii Newtona, w czasoprzestrzeni Galileusza, zasada rownowaznosci jest mato
ptodna. Jest to innymi stowy wypowiedziana réwno$¢ owych piekielnych mas, ale
zadne konstruktywne wnioski z tego nie wynikaja’.

Nadzwyczajne rzeczy zaczynaja si¢ dziac, gdy zasad¢ rownowaznosci zderzymy

z wlasnos$ciami czasoprzestrzeni opisywanymi w Szczego6lnej Teorii WzglednoSci.

5 Przynajmniej w 99,6% ,,prawdziwe” Reszta to tez sita ,,pozorna”

® Gdy pierwszy raz, jako dziecko, zetknatem sig z zagadnienie rzutéw w polu cigzkosci, to Autor ksiazki ,,Zaj-
mujaca Fizyka” operowat, de facto, zasada réwnowazno$ci. Pozwalal jabtku, do ktérego mierzono z karabinu,
zaczaé spada¢ réwnoczesnie z wylotem pocisku z poziomej lufy. Bez zadnego liczenia, bylo oczywiste, ze po-
cisk trafi w jabtko! C6z! Obserwator zwiazany ze spadajacym jabtkiem wyeliminowal sil¢ cigzkosci, wige po-
cisk, lecac po prostej a dobrze wycelowany, musiat trafi¢ w jabtko.
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