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Wykład 16  

 
 

Jeszcze o geodezyjnych 

Wróc� jeszcze do ruchu po zakrzywionej powierzchni, dla której 

.ddd 2222 rgrl rr+ϕ=  

Prawa zachowania momentu p�du (pisz� je dla cz�stki relatywistycznej): 
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i energii, sprowadzaj�ce si� do stało�ci pr�dko�ci: 

vrgr rr =+ϕ 222
��  

dzielili�my, po podniesieniu do kwadratu, stronami (drugie przez pierwsze) i wykorzystu-

j�c to, �e ϕ≡′=ϕ d/d/ rrr �� , dostali�my równanie geodezyjnej, nadaj�ce si� ju� wprost 

do konkretnego rozwi�zywania 
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Tym razem podziel� je stronami odwrotnie, bez podnoszenia do kwadratu, i skorzystam z 

tego, �e: rr d/d/ ϕ≡ϕ′=ϕ �� otrzymuj�c: 
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Jest to dokładnie to samo równanie, a nawet, chc�c rozwi�zywa� konkretne zadanie, dla 

konkretnego grr, i tak trzeba by je rozwikła� wzgl�dem pochodnej ϕ′  otrzymuj�c stare, ale ta 

nowa posta� jest godna uwagi. 

Rozwa�my długo�� odcinka geodezyjnej, b�d�cej rozwi�zaniem powy�szego równania 

pomi�dzy dwoma ustalonymi punktami A i B o współrz�dnych BBAA rr ϕϕ ,  i  , . Rozwi�-

zanie takie da si� znale��, gdy� w rozwi�zaniu )(rϕ=ϕ , oprócz dowolnej stałej a, ju� obec-

nej w uzyskanym równaniu ró�niczkowym pierwszego rz�du, wyst�pi dodatkowa stała cał-

kowania C, razem dwie. B�dziemy mie� ),,( Carϕ=ϕ . Układaj�c dwa równania: 

),,(  i  ),,( CarrCarr BBAA =ϕ=ϕ , 

wyznaczymy stałe a i C, które przestan� by� dowolne. Rzeczywi�cie punkty ko�cowe A i B 

na płaszczy�nie wytyczaj� geodezyjn�. Mógłbym dobra� owe dwie stałe równie� do warunku, 

�e geodezyjna startuj�c w jednym punkcie, ma tam okre�lony kierunek, czyli okre�lon� war-

to�� pochodnej rd/dϕ . To drugie jest cz�sto praktyczniejsze. 
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Na rysunku s� te dwa punkty, jest fragment stosownej geodezyjnej i kilka alternatyw-

nych dróg, razem pi��, wiod�cych od A do B. Dokładniej mówi�c, owe pi�� dróg odpowiada 

zale�no�ciom )()()( geo rrr εδ+ϕ=ϕ , dla ε  = 1, 0.5, 0, -0.5, -1, gdzie )(geo rϕ  jest fragmen-

tem geodezyjnej (dla jakiej� metryki, której nie specyfikuj�, bo rozwa�ania s� ogólne). Z 

kolei )(rδ  jest jak��, jedn� z niesko�czenie wielu mo�liwych, modyfikacj�, (naukowo zwan� 

wariacj�), naszej geodezyjnej. Oczywist� własno�ci� )(rδ , je�li mamy porównywa� długo�� 

odcinka geodezyjnej z długo�ci� alternatywnych dróg od A do B, jest jej znikanie w punk-

tach A i B 

0)()( =δ=δ BA rr  

Nie jest trudno wyobrazi� sobie alternatywne drogi dla wszystkich warto�ci ε  pomi�dzy 

–1, a +1. Oczywi�cie długo�� drogi staje si� w tej sytuacji funkcj� ε .  

Cokolwiek wybraliby�my na funkcj� )(rδ , warto�� ε = 0, b�dzie odpowiadała akurat 

geodezyjnej (w naszym rozumieniu tego okre�lenia, jako drogi wybieranej przez punkt mate-

rialny, nie doznaj�cy �adnej siły w płaszczy�nie stycznej) 
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Dla jakiej warto�ci ε  droga jest najkrótsza? 

To nie jest bardzo trudne pytanie! Warunkiem koniecznym jest, by pochodna po ε  była 

zerem! Domy�lamy si�, �e tak wła�nie b�dzie dla ε =0. Jak niebawem zrozumiemy, fizyczn� 

istot� geodezyjnej, jako toru dla cz�stek (albo �wiatła, wszak widzimy �e cz�stka ultrarelaty-
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wistyczna, porusza si� na naszej powierzchni po takim samym torze jak i cz�stka powolna), 

jest nie tyle jej „najkrótszo��”, ale wła�nie to, by zmiany długo�ci, przy małych wariacjach, 

były proporcjonalne do wy�szych pot�g ε  ni� 1. A to wła�nie pochodna mno�y pierwsz� po-

t�g� przyrostu funkcji: 

 )()()()( 2ε+′ε=−ε+ Oxfxfxf  

W wi�kszo�ci prostych sytuacji, dla geodezyjnej (czyli dla ε =0) mamy rzeczywi�cie mi-

nimum długo�ci drogi, ale to akurat nie jest wa�ne. 

Wypada policzy� (dla warto�ci ε = 0) t� pochodn�:  
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Iloczyn pochodnej wariacji )(rδ′ i przyrostu dr zast�piłem przyrostem )(dd)( rrr δ=δ′ .  

Sztuczka z uzupełnianiem adb o bda do pełnego przyrostu d(ab), jest niezwykle u�y-

teczna! Dopiero co, mieli�my to przy Amperze, a i teraz warto uzupełni�. Przyrosty pełnego 

iloczynu 
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zsumuj� si� nieuchronnie do totalnego przyrostu, 

czyli ró�nicy warto�ci tego iloczynu w punktach B i A. Ale tam jeden z czynników 

)(0)( BA rr δ==δ = 0!1, wi�c i cały iloczyn jest tam równy zeru. 

Poniewa� pod całk� dodali�my bda, co z istniej�cym wyra�eniem dało ostatecznie, tj. po 

wysumowaniu, 0, musimy jeszcze tylko uwzgl�dni� człon abd− , (bo „uzupełnianie” to prze-

cie� dodanie i odj�cie owego bda). Zatem2: 
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Ale popatrzmy na równanie uzyskane z mechaniki. To� mówi ono dokładnie to, i� wy-

ra�enie do zró�niczkowania: 
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 jest stał�. A wi�c ”nasza” definicja geodezyjnej, jako toru fizycznej cz�stki, najprostszej 

linii, pozwala udowodni�, �e jest ona nie tylko minimalna pod wzgl�dem krzywizny, ale i 

                                                 
1 W przypadku Ampèra podobne znikanie wynikało z zamkni�to�ci konturu z pr�dem. 
2 Jest to szczególny przypadek tzw. „całkowania przez cz��ci”. 
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minimalna (czy ogólniej stacjonarna) pod wzgl�dem długo�ci. I na odwrót3. Je�li kto� defi-

niuje geodezyjn� jako lini� „najkrótsz�”, to powy�sze rozumowanie dowodzi, �e punkty ma-

terialne i �wiatło (zmuszone pozostawa� na powierzchniach z dowoln� metryk�) wła�nie b�-

d� porusza� si� po takich geodezyjnych. 

Zapami�tajmy ten rachunek. Gdy w całce �
B

A

xxxyF d)),('(  nie wyst�puje samo y(x), a jedynie 

y’(x), to zale�no�� y(x) minimalizuj�ca t� całk� spełnia� musi równanie constans
),'( =

′∂
∂

y
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Jest to rewelacyjnie wygodny i skuteczny sposób dochodzenia do potrzebnych równa�. 

Natura zmiennych nie ma znaczenia. Mo�e to by�, jak przed chwil�, r jako zmienna nie-

zale�na i k�t )(rϕ jako zmienna zale�na. Za chwil�, dla zbadania toru �wiatła w g�stniej�cym 

pionowo roztworze, zmienn� niezale�n� b�dzie z, a zmienn� zale�n� x. Troch� pó�niej tak� 

zmienn� niezale�n� b�dzie czas, a zmienn� zale�n� która� ze współrz�dnych, a zaraz potem 

czas t stanie si� zmienn� zale�n� a jedna ze współrz�dnych zmienn� niezale�n�. „Wszystkie 

chwyty dozwolone”. Byle funkcja podcałkowa nie zawierała4 zmiennej wybranej na zale�n�, 

a jedynie jej pochodn�. 

 

 Skupmy teraz uwag� na �wietle. Gdy my�limy o nim, jako o fotonach (a wi�c skrajnie 

relatywistycznych cz�stkach), zasady mechaniki pozwalaj� wyznaczy� tor, (co zrobili�my) w 

zakrzywionej płaszczy�nie, bez odwoływania si� do własno�ci ekstremalno�ci drogi. Gdy 

jednak pomy�limy o falach w warunkach, gdy jest sens mówi� o promieniach, a wi�c w gra-

nicy fal krótkich, nasuwa si� natychmiast konstrukcja Huyghensa, w której fal�, w ka�dym 

punkcie P, mo�na uwa�a� za sum� fal od wielu, powiedzmy N punktów P’ wcze�niejszego 

frontu (z ró�nymi, zale�nymi od odległo�ci fazami).  

� φ=
P' wszystkich

)',( )'()( PaePa PPi  

W ka�dym takim punkcie P’, fala jest te� sum� od wcze�niejszego frontu, czyli od wielu 

punktów P’, wi�c ju� mamy sum� podwójn�: 

 �� � φ+φφφ ==
'P' i P' wszystkich

))'','()',((

P' wszystkich 'P' wszystkich

)'','()',( )''()''()( PaePaeePa PPPPiPPiPPi , 

                                                 
3 Je�li ��damy, by krzywa opisana funkcj� )(rϕ  była ekstremal�, (czyli albo minimalna, albo maksymalna, albo 

chocia� stacjonarna) ��da� musimy znikania pochodnej ostatniej całki, dla ka�dej funkcji )(rδ , a to wymusza 
znikanie wzdłu� całego toru pochodnej wyst�puj�cego tam wyra�enia, co oznacza jego stało��.  
4 Tu znów ocieramy si� o temat rzek�. W jakim� sensie prawie, �e istot� fizyki! Brak zmiennej w wyra�eniu, 
które mogłoby ja w innych okoliczno�ciach zawiera�, nazywa si� symetri�. Gdy ruch opisany jest warunkiem 
minimalno�ci pewnej całki, ka�da symetria implikuje „swoje” prawo zachowania. Fizyka stoi na symetriach. 
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czyli sum� po N 2 łamanych z faz� ka�dego składnika zale�n� od drogi, czyli od owej łama-

nej. 

Kontynuuj�c my�lenie o fali w punkcie P’’ jako sumie wkładów od frontu jeszcze wcze-

�niejszego, dostaniemy sum� N 3 składników, dla dwukrotnie załamanych segmentów: 

� φ+φ+φ=
''P' i 'P' , P' wszystkich

))''',''()'','()',(( )'''()( PaePa PPPPPPi     itd. 

W przestrzeni o stałej długo�ci fali, ale przestrzeni zakrzywionej, faza składnika (po do-

tarciu z konstrukcj� a� do �ródła fali), to b�dzie po prostu wielko�� proporcjonalna do dłu-

go�ci drogi: 

),(
2

),( BAlBA
λ
π=φ  

Suma wielu składników z ró�nymi fazami niechybnie u�redni si� do zera. Jedyny istotny 

wkład da grupa łamanych o niemal identycznej fazie, czyli (dla stałej długo�ci fali) o niemal 

identycznej długo�ci łamanej. A tak� grup� łamanych jest grupa skupiona wokół drogi eks-

tremalnej.  

Tu warto podkre�li�, �e trajektorie wyró�nione przez istot� konstruktywnej interferencji, 

musz� si� charakteryzowa� owym brakiem zmiany wraz z ε  (w przybli�eniu liniowym), war-

to�ci fazy gdy nieco modyfikujemy trajektori�. Czyli znikanie pochodnej po ε  całki okre�la-

j�cej faz� jest konieczne i wystarczaj�ce, by trajektoria była mo�liwym promieniem �wiatła. 

Nie musi to by� minimum, (cho� najcz��ciej jest). Zamiast stale si� zastrzega�, �e szukamy 

minimum, albo maksimum, albo punktu przegi�cia, mówimy z reguły o minimum, wiedz�c, 

�e to pewien skrót my�lowy. 

Rozpatrzmy taki banalny przykład. We�my najprostsz� funkcj� z minimum: x2. Zapytaj-

my, z głupia frant, w jakim szerokim przedziale warto�� funkcji ró�ni si� o mniej ni� 

1/1000000 dla dwóch przypadków: wokół zera i wokół jedynki. W pobli�u jedynki dostajemy 

oszacowanie: 2000000/11000000/1|1)1(| 2 <ε	<−ε± , gdy w pobli�u zera przedział jest 

2000 razy szerszy! 1000/11000000/1|0)0(| 2 <ε	<−ε± .  

Dla propagacji fal, „drogi”, czyli wkłady do zasady Huyghensa od ró�nych łamanych, 

konstruktywnie interferuj�, gdy faza takiej łamanej nie ró�ni si� wi�cej od drogi centralnej ni� 

�wier� długo�ci fali. Gdyby łamana miała jeden wierzchołek, to owo symboliczne 2000 razy 

oznaczałoby tyle razy wi�cej wkładów interferuj�cych konstruktywnie dla drogi minimalnej, 

ni� dla „bylejakiej”. Ale gdy warunek nało�ony jest na sumy, liczba kombinacji, gdy mo�na 

sobie pozwoli� na du�o wi�kszy bł�d, owe „2000”, ro�nie jak wysoka pot�ga (rz�du liczby 

w�złów łamanych) tej liczby!. Krótko mówi�c, trajektorie nie ekstremalne i ich otoczenie 

zupełnie si� nie licz�. Mo�na ustawi� szereg ekranów wycinaj�cych takie wkłady, a �wiatło 
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w punkcie docelowym, nawet tego nie zauwa�y! Oczywi�cie, dopóki przesłony nie zbli�� si� 

do promienia na odległo�� porównywaln� z długo�ci� fali. To jest wyja�nienie niezwykle su-

gestywnej zasady Fermata. Obowi�zuje ona dla wszystkich fal, nie tylko dla �wiatła. Nale�y 

jednak unika� mówienia o najkrótszym czasie. Trzeba mówi� o fazie fali.  

minimum
)(

d =
λ�

B

A r
l
�  

 W najprostszym przypadku zwykłej optyki, gdy zmienny jest współczynnik załamania, 

długo�� fali to )(/)( rnTcrTv
�� ==λ , gdzie T to okres drga� w fali, st�d w zasadzie Fermata 

mo�na zast�pi� odwrotno�� długo�ci fali, pr�dko�ci� fazow�:  

minimum
)(

d =�
B

A rv
l
�  

co daje złudne wra�enie, �e fotonowi si� gdzie� spieszy! 

Mo�na te� u�y� współczynnika załamania:: 

minimumd)( =�
B

A

lrn
� 5 

W rzeczywisto�ci, nawet dla �wiatła, wskutek dyspersji, czas w�drowania paczki falowej, 

wyznaczony jest przez pr�dko�� grupow�, ró�n� od pr�dko�ci fazowej. A w zasadzie Ferma-

ta musi by� pr�dko�� fazowa, bo to interferencja fal wyznacza istotny obszar w przestrzeni, w 

którym wi�zka �wiatła ma nat��enie zauwa�alnie ró�ne od zera. 

W przestrzeni zakrzywionej i fale i cz�stki wybieraj� tory o minimalnej długo�ci. 

W przestrzeni o zmiennej pr�dko�ci, promienie �wiatła wybieraj� tory najkrótszej drogi 

optycznej, czyli najkrótszej fazy. Ruchy w przestrzeniach zakrzywionych, ale ze stał� pr�d-

ko�ci� jest tylko szczególnym przypadkiem tej samej zasady. 

Ale i cz�stki podlegaj�ce mechanice Newtona maj� swoj� bardzo pi�kna zasad�, dla któ-

rej zasada wyboru drogi najkrótszej w przestrzeni zakrzywionej, ale bez potencjału, jest tylko 

szczególnym przypadkiem. 

                                                 
5 Rozwa�my promie� �wiatła startuj�cy poziomo, w o�rodku, w którym, zknzn −= 2

0)( . Jaka b�dzie tra-

jektoria? Tzw. „droga optyczna”, która ma by� minimalna wynosi: 

mind1)(dd)( 22
0

222
0 =′+−=+− �� zxkznzxkzn . Korzystaj�c z reguły znajdowania praw 

zachowania, dostajemy: 1/)1/( 22
0

22
0 +′−==′+′− zkznaxxkzn . Je�li �wiatło startuje z pocz�tku układu 

poziomo, to dla z = 0, musi by� z’ = 0, wi�c a = n0. Podstawiamy t� warto�� i wyliczamy kznx −=′ /0 , 

całkujemy w pami�ci: Cz
k

n
x +−= 0 . Poniewa� startujemy z pocz�tku układu, musi by�: C = 0, czyli: 

2
0

2 / nkxz −= . To parabola. Wi�zka b�dzie wnika� w obszar z<0, tj. rosn�cego współczynnika załamania. 
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Dopiero dzisiaj u�wiadomiłem sobie, �e dla dosy� prostego, ale pouczaj�cego przypadku 

mo�na j� z powodzeniem Wam zaprezentowa�. Tak jak si� j� zazwyczaj prezentuje, przypra-

wia o ból głowy! 

Pozwólcie, �e zacytuj� fragment z podr�cznika wybitnego matematyka i fizyka teoretyka 

W. I. Arnolda: „Metody matematyczne mechaniki klasycznej”. 

„C. Jacobi w wykładach dynamiki z lat 1842-1843 (C. Jacobi, Vorlesungen uber Dyna-

mic, Berlin 1866) wyraził opini�: >>We wszystkich niemal podr�cznikach, nawet w tych naj-

lepszych, zasada ta jest przedstawiona w taki sposób, �e nie da si� jej zrozumie�<<. Nie 

�miem tu narusza� tej tradycji.” 

Przed laty, gdy zaczynałem mie� wykłady mechaniki teoretycznej wypracowałem swój 

sposób dowodzenia zasady Jacobiego, który uwa�am za zrozumiały, ale bynajmniej nie łatwy. 

Dlatego, z ogromnym �alem, (bo sama zasada jest sformułowana prosto, jej sens fizyczny jest 

pi�kny, a u�yteczno�� w rozwi�zywaniu problemów, niesamowita), musiałem si� zgodzi�, �e 

o niej wspomn�, ale na zasadzie „m�drzy ludzie udowodnili”. A tego organicznie nie znosz�. 

Wol� wybra� sytuacj� szczególn�, łatwiejsz�, ale pokaza� wszystkie elementy rozumowania. 

Oto owo wyprowadzenie: 

Rozpatrzmy ruch cz�stki w płaszczy�nie x,z pod działaniem siły potencjalnej opisanej po-

tencjałem V(z). W problemie tym s� dwa prawa zachowania. Składowej poziomej p�du: 

xpxm =�  

i całkowitej energii: 

EzVzx
m =++ )()(
2

22
��  

Przepisujemy drugie prawo w postaci: 
22222 )1()())((2 xpzzxmzVEm ′+=+=− �� , dzielimy przez )1( 2z′+  i wyci�gamy pier-

wiastek: xp
z

zVEm =
′+

−
21

1
))((2  

Jeszcze tylko mno�ymy ułamek w liczniku i mianowniku przez dx/dz, oznaczane jako x’ i 

mamy:  xp
x

x
zVEm =

+′

′
−

1
))((2

2
 

Lewa strona jest pochodn� po x’ wyra�enia 1))((2 2 +′− xzVEm , a zarazem stał�. 

Zatem równanie toru spełnia zasad�: 

�� +−==+′−
B

A

B

A

zxzVEmzxzVEm 222 dd))((2minimumd1))((2  

Jest to dokładna analogia zasady Fermata. 
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Wiemy sk�d in�d, �e w polu ci��ko�ci z potencjałem mgz, wszelkie rzuty opisywane sa 

parabolami. Nic dziwnego, �e przykład z optyki z współczynnikiem załamania z liniow� 

funkcj� pod pierwiastkiem, doprowadził nas te� do paraboli. 

Nie ukrywam, �e dobieraj�c daj�cy si� łatwo rozwi�za� przykład ilustruj�cy zasad� Fer-

mata, wiedziałem o lotach piłek tenisowych i o zasadzie Jacobiego. 

Teraz zasadne jest zapyta�, dlaczego prawa mechaniki przewiduj� t� sam� trajektori�, 

która w narzucaj�cy si� sposób wynika z interferencji fal? 

Chyba wiecie, dlaczego!!! Bo materia, to te� fale. Stało si� to jasne osiemdziesi�t kilka 

lat temu. A dla fal de Broglie’a, długo�� fali (nierelatywistycznej) cz�stki, to 

 
))((2)( rVEmrmvp �

�
�

��

−
===λ , 

Zasada Jacobiego ma pr�dko�� w liczniku a nie w mianowniku jak zasada Fermata. Po 

prostu dla fal materii o innych pr�dko�ciach od fal elektromagnetycznych, inny jest te� zwi�-

zek długo�ci fali z pr�dko�ci� ruchu paczek falowych. To, �e dla �wiatła (w niektórych zresz-

t� tylko przypadkach) pojawia si� czas jako wielko�� najkrótsza, to czysty przypadek nie war-

ty wzmiankowania. Liczy si� faza.  

Sens falowy zasady Jacobiego (i innej, podobnej podanej przez siebie) przeczuwał 

współczesny mu Hamilton, ale do odkrycia i udowodnienia falowego charakteru wszelkiej 

materii było jeszcze daleko. 

To, dlatego, Newtonowi, traktuj�cemu �wiatło jako rój zwykłych cz�stek, dla wyja�nienia 

prawa załamania musiało wyj��, �e współczynnik załamania jest proporcjonalny a nie od-

wrotnie proporcjonalny do pr�dko�ci tego� �wiatła w o�rodku! 

Harmonia mi�dzy mechanik�, optyk� a geodezyjnymi (i, nieco ogólniej, zasad� Fermata 

a zasad� Jacobiego) jest mo�liwa dzi�ki faktycznemu falowemu charakterowi materii. 
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Według mnie jest to najciekawsze równanie fizyki. Jest równie prawomocne w 

optyce, mechanice kwantowej (a przez to w zwykłej mechanice i mechanice relatywi-

stycznej, czyli elektrodynamice cz�stek), w teorii grawitacji, w teorii strun, czyli teorii 

wielowymiarowych czasoprzestrzeni, z których n-4 jest zwartych w mikroskopowych 

rozmiarach. A poza tym bije w oczy swoj� oczywisto�ci�. 


