Wyktad 16

Jeszcze o geodezyjnych

Wrécg jeszcze do ruchu po zakrzywionej powierzchni, dla ktérej

dI* =r’de’ + g, dr.

Prawa zachowania momentu pegdu (piszg je dla czastki relatywistyczne;j):

¢ = J _a-mv/ 1—v2/c2_
m/N1-v*/c? m/N1-v*/c?

i energii, sprowadzajace si¢ do statosci predkosci:

NP+ g, 7P =V

dzielili$my, po podniesieniu do kwadratu, stronami (drugie przez pierwsze) i wykorzystu-

ay

jac to, ze i/ ®=r"=dr/de, dostaliémy réwnanie geodezyjnej, nadajace si¢ juz wprost
do konkretnego rozwiazywania

L_i__grr r,z —L
2 4 -2
r r a

Tym razem podzielg je stronami odwrotnie, bez podnoszenia do kwadratu, 1 skorzystam z
tego, ze: @/F =@ =d@/dr otrzymujac:

2

e
NP +g,

Jest to doktadnie to samo réwnanie, a nawet, chcac rozwiazywac¢ konkretne zadanie, dla

=a

konkretnego g, i tak trzeba by je rozwikta¢ wzgledem pochodnej @’ otrzymujac stare, ale ta
nowa postac jest godna uwagi.

Rozwazmy dlugos¢ odcinka geodezyjnej, bedacej rozwigzaniem powyzszego roéwnania
pomigdzy dwoma ustalonymi punktami A i B o wspétrzednych r,,¢, 1 r,,¢,. Rozwia-
zanie takie da si¢ znalez¢, gdyz w rozwiazaniu @ = @(r), oprécz dowolnej statej a, juz obec-
nej w uzyskanym réwnaniu rézniczkowym pierwszego rzedu, wystapi dodatkowa stata cat-
kowania C, razem dwie. Bedziemy mie¢ @ = ¢(r,a,C) . Uktadajac dwa rOwnania:

@, =r(r,a,0) 1 @y =r(ry,a,0),
wyznaczymy state a i C, ktére przestang by¢ dowolne. Rzeczywiscie punkty koncowe A i B
na plaszczyznie wytyczaja geodezyjna. Mégtbym dobra¢ owe dwie state rowniez do warunku,
ze geodezyjna startujac w jednym punkcie, ma tam okre$lony kierunek, czyli okreslona war-

to$¢ pochodnej do/dr . To drugie jest czgsto praktyczniejsze.
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Na rysunku sa te dwa punkty, jest fragment stosownej geodezyjnej i kilka alternatyw-
nych drég, razem pig¢, wiodacych od A do B. Dokladniej méwiac, owe pig¢ drég odpowiada
zalezno$ciom @(r) =@, (r)+¢€d(r),dla € =1, 0.5, 0, -0.5, -1, gdzie @, (r) jest fragmen-
tem geodezyjnej (dla jakiej$§ metryki, ktérej nie specyfikuje¢, bo rozwazania sa ogdlne). Z
kolei d(r) jest jakas$, jedna z nieskonczenie wielu mozliwych, modyfikacja, (naukowo zwana
wariacja), naszej geodezyjnej. Oczywista wtasnoscia 6(r), jesli mamy poréwnywaé dtugosé¢
odcinka geodezyjnej z dlugos$cia alternatywnych drég od A do B, jest jej znikanie w punk-
tach AiB

8(r,) =08(ry) =0

Nie jest trudno wyobrazi¢ sobie alternatywne drogi dla wszystkich wartoscie pomigdzy
—1, a+1. Oczywiscie dlugo$¢ drogi staje si¢ w tej sytuacji funkcja €.

Cokolwiek wybraliby$my na funkcje O(r), wartos¢ €= 0, bedzie odpowiadata akurat
geodezyjnej (w naszym rozumieniu tego okreslenia, jako drogi wybieranej przez punkt mate-

rialny, nie doznajacy zadnej sity w ptaszczyznie stycznej)

Lis(®) = erd(pz +g, (rdr* = Hﬁ(cp;eo(r) +e8(r)* +g,, (rdr

Dla jakiej wartosci € droga jest najkrotsza?
To nie jest bardzo trudne pytanie! Warunkiem koniecznym jest, by pochodna po € byla
zerem! Domyslamy sig, ze tak wiasnie bedzie dla €=0. Jak niebawem zrozumiemy, fizyczna

istota geodezyjnej, jako toru dla czastek (albo Swiatla, wszak widzimy ze czastka ultrarelaty-
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wistyczna, porusza si¢ na naszej powierzchni po takim samym torze jak i czastka powolna),
jest nie tyle jej ,,najkrotszo$¢”, ale wtasnie to, by zmiany dtugosci, przy matych wariacjach,
byly proporcjonalne do wyzszych poteg € niz 1. A to wilasnie pochodna mnozy pierwsza po-
tege przyrostu funkcji:
flx+e)= f(0)=¢f"(x)+O(”)
W wigkszosci prostych sytuacji, dla geodezyjnej (czyli dla €=0) mamy rzeczywiscie mi-
nimum dtugosci drogi, ale to akurat nie jest wazne.

Wypada policzy¢ (dla wartosci € = 0) t¢ pochodna:

dl,, @) Q. (r) §(r)dr - I P2 (r)

= do(r)
de |y o [P+, () AT (@, (M) + 8, (1)

Iloczyn pochodnej wariacji &'(r)i przyrostu dr zastapitem przyrostem &'(r)dr = dd(r).
Sztuczka z uzupelnianiem adb o bda do petnego przyrostu d(ab), jest niezwykle uzy-

teczna! Dopiero co, mieliSmy to przy Amperze, a i teraz warto uzupetni¢. Przyrosty petnego

Qe (1)
VPP @, () +8,,(r)

iloczynu d d(r) |zsumuja si¢ nieuchronnie do totalnego przyrostu,

czyli r6znicy wartosci tego iloczynu w punktach B i A. Ale tam jeden z czynnikéw
3(r,)=0=08(ry) = 0!', wiec i caty iloczyn jest tam réwny zeru.

Poniewaz pod catka dodaliSmy bda, co z istniejacym wyrazeniem dato ostatecznie, tj. po
wysumowaniu, 0, musimy jeszcze tylko uwzgledni¢ czton —bda , (bo ,,uzupetnianie” to prze-
ciez dodanie i odjecie owego bda). Zatem®:

dl,,(e)
de

dr

:_fS(r)d " P ) :—fs(r)i " P (1)
w0 h PO+, ) L P (@, () +g,, (1)

Ale popatrzmy na réwnanie uzyskane z mechaniki. Toz méwi ono doktadnie to, iz wy-
razenie do zrézniczkowania:
2 s
r (pgeo (r)
2, 2 ’
VP @, (M) +8,,(r)

jest stalg. A wigc “nasza” definicja geodezyjnej, jako toru fizycznej czastki, najprostszej

linii, pozwala udowodni¢, ze jest ona nie tylko minimalna pod wzglgdem krzywizny, ale i

"W przypadku Ampera podobne znikanie wynikato z zamknigto$ci konturu z pradem.
? Jest to szczegdlny przypadek tzw. ,,calkowania przez czesci”.

3



minimalna (czy ogélniej stacjonarna) pod wzgledem dhugosci. I na odwrét’. Jesli kto$ defi-
niuje geodezyjna jako lini¢ ,,najkrétsza”, to powyzsze rozumowanie dowodzi, ze punkty ma-
terialne i $wiatlo (zmuszone pozostawac¢ na powierzchniach z dowolna metryka) wlasnie be-

da poruszaé sig¢ po takich geodezyjnych.

B
Zapamigtajmy ten rachunek. Gdy w catce IF (¥'(x),x)dx nie wystgpuje samo y(x), a jedynie
A

oF (y', x)

—— = constans
dy

y’(x), to zalezno$¢ y(x) minimalizujaca tg catke spetnia¢ musi réwnanie

Jest to rewelacyjnie wygodny i skuteczny sposéb dochodzenia do potrzebnych réwnan.
Natura zmiennych nie ma znaczenia. Moze to by¢, jak przed chwila, r jako zmienna nie-

zalezna 1 kat @(r) jako zmienna zalezna. Za chwilg, dla zbadania toru §wiatla w gestniejacym

pionowo roztworze, zmienna niezalezna bedzie z, a zmienna zalezna x. Troche pdzniej taka
zmienng niezalezna bedzie czas, a zmienna zalezng ktoras ze wspétrzednych, a zaraz potem
czas t stanie si¢ zmienng zalezng a jedna ze wspéirzgdnych zmienna niezalezng. ,,Wszystkie
chwyty dozwolone”. Byle funkcja podcatkowa nie zawierata® zmiennej wybranej na zalezna,

a jedynie jej pochodna.

Skupmy teraz uwage na $wietle. Gdy myslimy o nim, jako o fotonach (a wigc skrajnie
relatywistycznych czastkach), zasady mechaniki pozwalaja wyznaczy¢ tor, (co zrobiliSmy) w
zakrzywionej plaszczyznie, bez odwotywania si¢ do wilasnosci ekstremalnosci drogi. Gdy
jednak pomys$limy o falach w warunkach, gdy jest sens mowi¢ o promieniach, a wigc w gra-
nicy fal krétkich, nasuwa si¢ natychmiast konstrukcja Huyghensa, w ktérej falg, w kazdym
punkcie P, mozna uwaza¢ za sumg fal od wielu, powiedzmy N punktéw P’ wcze$niejszego

frontu (z r6znymi, zaleznymi od odleglosci fazami).

a(P)= Ze"q’(P’Pv)a(P')

wszystkich P'
W kazdym takim punkcie P’, fala jest tez suma od wcze$niejszego frontu, czyli od wielu
punktéw P’, wigc juz mamy sumg podwdjna:

a(P) — z ei(b(P,P') zeitD(P',P”)a(Pn) — zei(¢(P,P')+¢(P',P”))a(Pv|) ,

wszystkich P' wszystkich P" wszystkich P'i P"

? Jesli zadamy, by krzywa opisana funkcja @(r) byla ekstremala, (czyli albo minimalna, albo maksymalna, albo

chociaz stacjonarna) zada¢ musimy znikania pochodnej ostatniej catki, dla kazdej funkcji O(7), a to wymusza

znikanie wzdluz catego toru pochodnej wystgpujacego tam wyrazenia, co oznacza jego stato$¢.

* Tu znéw ocieramy sig o temat rzeke. W jakims sensie prawie, ze istote fizyki! Brak zmiennej w wyrazeniu,
ktére mogloby ja w innych okoliczno$ciach zawiera¢, nazywa si¢ symetrig. Gdy ruch opisany jest warunkiem
minimalno$ci pewnej catki, kazda symetria implikuje ,,swoje”” prawo zachowania. Fizyka stoi na symetriach.
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czyli sume po N * tamanych z faza kazdego sktadnika zalezna od drogi, czyli od owej fama-
nej.
Kontynuujac myslenie o fali w punkcie P’ jako sumie wktadéw od frontu jeszcze wcze-

$niejszego, dostaniemy sume N ° sktadnikéw, dla dwukrotnie zatamanych segmentéw:

a(P) — Z ei((D(P,P')+¢(P',P")+¢(P",P"'))a(Pv ' v) ltd

wszystkich P', P"i P"
W przestrzeni o statej dtugosci fali, ale przestrzeni zakrzywionej, faza sktadnika (po do-
tarciu z konstrukcja az do zrédia fali), to bedzie po prostu wielkos¢ proporcjonalna do diu-

gosci drogi:
oA B) =T I(A.B)

Suma wielu sktadnikéw z réznymi fazami niechybnie usredni si¢ do zera. Jedyny istotny
wklad da grupa tamanych o niemal identycznej fazie, czyli (dla stalej dtugosci fali) o niemal
identycznej dlugosci tamanej. A taka grupa famanych jest grupa skupiona wokét drogi eks-
tremalnej.

Tu warto podkresli¢, ze trajektorie wyréznione przez istot¢ konstruktywnej interferencii,
musza si¢ charakteryzowa¢ owym brakiem zmiany wraz z € (w przyblizeniu liniowym), war-
tosci fazy gdy nieco modyfikujemy trajektori¢. Czyli znikanie pochodnej po € catki okresla-
jacej fazeg jest konieczne i wystarczajace, by trajektoria byla mozliwym promieniem $wiatla.
Nie musi to by¢ minimum, (cho¢ najczesciej jest). Zamiast stale si¢ zastrzega¢, ze szukamy
minimum, albo maksimum, albo punktu przegi¢cia, méwimy z reguty o minimum, wiedzac,
ze to pewien skrét myslowy.

Rozpatrzmy taki banalny przyktad. Wezmy najprostsza funkcj¢ z minimum: X% Zapytaj-
my, z glupia frant, w jakim szerokim przedziale wartos¢ funkcji r6zni si¢ o mniej niz
1/1000000 dla dwéch przypadkow: wokoét zera i wokot jedynki. W poblizu jedynki dostajemy
oszacowanie: | (1+¢€)> —11<1/1000000 = £ < 1/2000000, gdy w poblizu zera przedzial jest

2000 razy szerszy! 1(0+¢€)> —01<1/1000000 = € < 1/1000 .

Dla propagacji fal, ,,drogi”, czyli wktady do zasady Huyghensa od r6znych tamanych,
konstruktywnie interferuja, gdy faza takiej tamanej nie rézni si¢ wigcej od drogi centralnej niz
¢wier¢ dlugosci fali. Gdyby famana miata jeden wierzchotek, to owo symboliczne 2000 razy
oznaczatoby tyle razy wigcej wkladow interferujacych konstruktywnie dla drogi minimalne;j,
niz dla ,,bylejakiej”. Ale gdy warunek natozony jest na sumy, liczba kombinacji, gdy mozna
sobie pozwoli¢ na duzo wigkszy btad, owe ,,2000”, ro$nie jak wysoka potega (rz¢du liczby
weziéw tamanych) tej liczby!. Krétko méwiac, trajektorie nie ekstremalne i ich otoczenie

zupelnie si¢ nie licza. Mozna ustawi¢ szereg ekranéw wycinajacych takie wktady, a §wiatto
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w punkcie docelowym, nawet tego nie zauwazy! Oczywiscie, dopoki przestony nie zbliza si¢
do promienia na odlegtos¢ poréwnywalng z dlugoscia fali. To jest wyjasnienie niezwykle su-
gestywnej zasady Fermata. Obowiazuje ona dla wszystkich fal, nie tylko dla $wiatta. Nalezy

jednak unika¢ méwienia o najkrétszym czasie. Trzeba mowic o fazie fali.

T dl .
— = minimum
W MF)

W najprostszym przypadku zwyklej optyki, gdy zmienny jest wspétczynnik zatamania,
dtugos$¢ fali to A =Tv(F) =Tc/n(¥), gdzie T to okres drgan w fali, stad w zasadzie Fermata

mozna zastapi¢ odwrotnos$¢ dtugosci fali, predkoscig fazowa:

td
I — = minimum
Av(r)

co daje zZludne wrazenie, ze fotonowi si¢ gdzie$ spieszy!

Mozna tez uzy¢ wspélczynnika zatamania::

B
J-n(F)dl = minimum”°
A

W rzeczywistos$ci, nawet dla Swiatta, wskutek dyspersji, czas wedrowania paczki falowej,
wyznaczony jest przez predkos¢ grupowa, r6zna od predkosci fazowej. A w zasadzie Ferma-
ta musi by¢ predkos¢ fazowa, bo to interferencja fal wyznacza istotny obszar w przestrzeni, w
ktérym wiazka $wiatla ma natezenie zauwazalnie rézne od zera.

W przestrzeni zakrzywionej 1 fale i czastki wybieraja tory o minimalnej dlugosci.

W przestrzeni o zmiennej predko$ci, promienie §wiatta wybieraja tory najkrétszej drogi
optycznej, czyli najkrotszej fazy. Ruchy w przestrzeniach zakrzywionych, ale ze stata pred-
koscia jest tylko szczegdlnym przypadkiem tej samej zasady.

Ale 1 czastki podlegajace mechanice Newtona maja swoja bardzo pigkna zasadg, dla kto-
rej zasada wyboru drogi najkrétszej w przestrzeni zakrzywionej, ale bez potencjatu, jest tylko

szczegblnym przypadkiem.

° Rozwazmy promien $wiatta startujacy poziomo, w o$rodku, w ktérym, n(z) = n, — k 7 . Jaka bedzie tra-

jektoria? Tzw. ,,droga optyczna”, ktéra ma by¢ minimalna wynosi:
J'(\/ no2 —kz)Wdx? +dz* = I(\/noz —kz )\/1 + x"*dz = min . Korzystajac z reguly znajdowania praw

zachowania, dostajemy: \/ noz —kz(xX/ Ji+ XH=a= ,/noz —kz /7% +1. Jesli $wiatlo startuje z poczatku uktadu

poziomo, to dla z =0, musi by¢ z” = 0, wigc a = ny. Podstawiamy tg warto$¢ i wyliczamy x = n, [N —kz,

Mo

calkujemy w pamigci: X = \/_ A/— z 4+ C . Poniewaz startujemy z poczatku uktadu, musi by¢: C = 0, czyli:
k

7 =—kx*/ no2 . To parabola. Wigzka bgdzie wnika¢ w obszar z<0, tj. rosngcego wspélczynnika zatamania.
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Dopiero dzisiaj uSwiadomitem sobie, ze dla dosy¢ prostego, ale pouczajacego przypadku
mozna ja z powodzeniem Wam zaprezentowac. Tak jak si¢ ja zazwyczaj prezentuje, przypra-
wia o bdl glowy!

Pozwdlcie, ze zacytuje fragment z podrg¢cznika wybitnego matematyka i fizyka teoretyka
W. 1. Arnolda: ,,Metody matematyczne mechaniki klasyczne;j”.

., C. Jacobi w wyktadach dynamiki z lat 1842-1843 (C. Jacobi, Vorlesungen uber Dyna-
mic, Berlin 1866) wyrazit opinie: >>We wszystkich niemal podrecznikach, nawet w tych naj-
lepszych, zasada ta jest przedstawiona w taki sposob, ze nie da sie jej zrozumie¢<<. Nie
Smiem tu naruszac tej tradycji.”

Przed laty, gdy zaczynalem mie¢ wyklady mechaniki teoretycznej wypracowatem swoj
spos6b dowodzenia zasady Jacobiego, ktéry uwazam za zrozumiaty, ale bynajmniej nie tatwy.
Dlatego, z ogromnym zalem, (bo sama zasada jest sformutowana prosto, jej sens fizyczny jest
pigkny, a uzytecznos¢ w rozwigzywaniu problemoéw, niesamowita), musiatem si¢ zgodzi¢, ze
o0 niej wspomng, ale na zasadzie ,,madrzy ludzie udowodnili”. A tego organicznie nie znosze.
Wole wybra¢ sytuacje szczegdlna, tatwiejsza, ale pokaza¢ wszystkie elementy rozumowania.

Oto owo wyprowadzenie:

Rozpatrzmy ruch czastki w ptaszczyznie x,z pod dziataniem sily potencjalnej opisanej po-
tencjatem V(z). W problemie tym sa dwa prawa zachowania. Sktadowej poziomej pgdu:

mx=p,

1 catkowitej energii:
%(x2 +3)+V()=E

Przepisujemy drugie prawo w postaci:

2m(E-V(2)=m*(* +z*)=(1+z"")p,”, dzielimy przez (1+z%) i wyciagamy pier-

wiastek: /2m(E =V (z))

!,
NE '
Jeszcze tylko mnozymy utamek w liczniku i mianowniku przez dx/dz, oznaczane jako x’ i

’

mamy: +/2m(E -V (z)) - D,

72

x+1

Lewa strona jest pochodng po x’ wyrazenia./2m(E —V(z))Vx” +1, a zarazem stala.

Zatem réwnanie toru spetnia zasade:

j,/zm(E—V(z))\/x’2 +1d z = minimum = I,/Zm(E—V(z))\/dxz +dz>

A
Jest to dokladna analogia zasady Fermata.
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Wiemy skad inad, ze w polu cigzkos$ci z potencjatem mgz, wszelkie rzuty opisywane sa
parabolami. Nic dziwnego, ze przyklad z optyki z wspdélczynnikiem zalamania z liniowa
funkcja pod pierwiastkiem, doprowadzit nas tez do paraboli.

Nie ukrywam, ze dobierajac dajacy si¢ tatwo rozwiaza¢ przyktad ilustrujacy zasadg Fer-
mata, wiedziatem o lotach pitek tenisowych i o zasadzie Jacobiego.

Teraz zasadne jest zapytac, dlaczego prawa mechaniki przewiduja t¢ sama trajektorig,
ktéra w narzucajacy si¢ sposéb wynika z interferencji fal?

Chyba wiecie, dlaczego!!! Bo materia, to tez fale. Stato si¢ to jasne osiemdziesiat kilka
lat temu. A dla fal de Broglie’a, dtugos¢ fali (nierelatywistycznej) czastki, to

n n h

A=—= = ,
p mv(F) \2m(E-V(¥))

Zasada Jacobiego ma predkos¢ w liczniku a nie w mianowniku jak zasada Fermata. Po

prostu dla fal materii o innych predkosciach od fal elektromagnetycznych, inny jest tez zwia-
zek dtugosci fali z predkoscia ruchu paczek falowych. To, ze dla Swiatta (w niektorych zresz-
ta tylko przypadkach) pojawia si¢ czas jako wielkos¢ najkrétsza, to czysty przypadek nie war-
ty wzmiankowania. Liczy si¢ faza.

Sens falowy zasady Jacobiego (i innej, podobnej podanej przez siebie) przeczuwal
wspotczesny mu Hamilton, ale do odkrycia i udowodnienia falowego charakteru wszelkiej
materii byto jeszcze daleko.

To, dlatego, Newtonowi, traktujacemu swiatto jako rdj zwyktych czastek, dla wyjasnienia
prawa zalamania musiato wyj$¢, ze wspotczynnik zalamania jest proporcjonalny a nie od-
wrotnie proporcjonalny do predkosci tegoz swiatta w osrodku!

Harmonia migdzy mechanika, optyka a geodezyjnymi (i, nieco ogdlniej, zasada Fermata

a zasada Jacobiego) jest mozliwa dzigki faktycznemu falowemu charakterowi materii.

¢ dil L
J.—_> = minimum
2 M)

Wedlug mnie jest to najciekawsze réwnanie fizyki. Jest rownie prawomocne w
optyce, mechanice kwantowej (a przez to w zwyklej mechanice i mechanice relatywi-
stycznej, czyli elektrodynamice czastek), w teorii grawitacji, w teorii strun, czyli teorii
wielowymiarowych czasoprzestrzeni, z ktérych n-4 jest zwartych w mikroskopowych

rozmiarach. A poza tym bije w oczy swoja oczywistoscia.



